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PRÓLOGO 





Así como en la edición anterior, en esta nueva edición se proporciona un tra- 
tamiento básico del álgebra lineal, idóneo para estudiantes que están cursando el 
primer o segundo años de facultad. Mi objetivo es presentar los fundamentos del 
álgebra lineal de la forma más clara posible, por lo que el aspecto pedagógico es 
esencial. No se requiere haber estudiado cálculo, aunque se presentan ejerci- 
cios y ejemplos para estudiantes que tienen los conocimientos necesarios; estos 
ejercicios y ejemplos están claramente indicados y se pueden omitir sin pér- 
dida de continuidad. 


RESUMEN DE LOS CAMBIOS EN ESTA EDICIÓN 
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Aunque esta edición tiene mucho en común con la edición anterior, se trata de una 
revisión sustancial. He intentado mantener la claridad y el estilo de la edición 
previa, y a la vez reflejar las necesidades cambiantes de una nueva generación de 
estudiantes. Con esta intención he puesto en práctica varias recomendaciones 
hechas por el Linear Algebra Curriculum Study Group. También he hecho algu- 
nos cambios de organización que deben facilitar a los instructores cubrir los fun- 
damentos de todos los temas esenciales, inclusive con severas restricciones de 
tiempo. Posteriormente, en este prólogo se presenta una descripción de los cam- 
bios capítulo a capítulo, aunque a continuación se presenta un resumen de los 
cambios más importantes: 


* Mayor énfasis en las relaciones que hay entre los conceptos: Uno de los 
objetivos importantes de un curso de álgebra lineal es establecer la trama 
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intrincada de las relaciones que hay entre sistemas de ecuaciones, matrices, 
determinantes, vectores. transformaciones lineales y eigenvalores. En esta 
edición, la trama de relaciones se desarrolla a través del siguiente 
crescendo de teoremas que vinculan cada nueva Idea con ideas precedentes: 
1.5.3, 1.6.4, 2.3.6, 4.3.4, 6.5.9, 6.2.7, 6.4.5 y 7.1.5. Estos teoremas no sólo 
hacen más coherente el panorama algebraico, sino también sirven como 
fuente constante de repaso. 

Transición más suave hacia la abstracción: La transición de R” a es- 
pacios vectoriales generales es traumática para casi todos los estudiantes, 
de modo que he intentado suavizarla analizando R” en detalle, recalcando 
los conceptos geométricos subyacentes antes de proceder con el estudio de 
espacios vectoriales generales. 

Exposición temprana de transformaciones lineales y eigenvalores: A fin 
de asegurar que el material sobre transformaciones lineales y eigenvalores 
no se pierda al final del curso, algunos de los conceptos básicos que se re- 
lacionan con tales temas se desarrollan más pronto en el texto y luego se 
repasan cuando el tema se desarrolla con mayor profundidad en la parte 
final del texto. Por ejemplo, las ecuaciones características se analizan 
brevemente en la sección sobre determinantes. Las transformaciones linea- 
les de R” a R” se abordan inmediatamente después que se introduce R”, y 
se analizan más tarde en el contexto de las transformaciones lineales 
gencrales. Estos repasos ayudan a asegurar que los estudiantes se familiar1- 
cen con los fundamentos de todos los temas más importantes, inclusive 
cuando el tiempo apremia. 

Mayor énfasis en la conceptualización: Para mantener el interés actual 
en la conceptualización y en las aplicaciones crecientes del álgebra lineal a 
las gráficas. he puesto mayor énfasis en los aspectos geométricos de las 
rotaciones. proyecciones y reflexiones en R? y en R*. 

Nuevo material sobre mínimos cuadrados y descomposición OR: Se ha 
añadido nuevo material sobre mínimos cuadrados y descomposición OR, en 
respuesta al interés creciente en estos temas. 

Más demostraciones: Se han añadido varias demostraciones que antes 
habían sido omitidas. Todas las demostraciones en el texto han sido 
escritas en un estilo adecuado para principiantes, y se ha puesto especial 
cuidado a fin de asegurar que el carácter accesible y amable del texto no 
haya sido afectado de manera adversa por las demostraciones adicionales. 
Quienes deseen un curso matemáticamente más formal encontrarán que 
esta nueva edición es más idónea para tal efecto, y quienes deseen un curso 
más conceptual tendrán mayor elección en las demostraciones, 


DETALLES DE LOS CAMBIOS DE ESTA EDICIÓN 





La amplia aceptación de la edición anterior ha sido muy gratificante. y apre- 
cio las sugerencias constructivas recibidas de parte de los usuarios y revisores. Se 
han revisado algunas secciones del texto para presentarlas con más claridad, y se han 
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efectuando cambios sustanciales en:el contenido y su organización, en respuesta a 
las sugerencias tanto de los usuarios como de los revisores. así como de las reco- 
mendaciones hechas por el Linear Algebra Curriculum Study Group. 

Hay muchas formas en las que es posible ordenar el material en un curso de 
álgebra lineal: el ordenamiento que he elegido para los capítulos refleja mi in- 
clinación por el axioma de que es necesario proceder de lo conocido a lo des- 
conocido y de lo concreto a lo abstracto. 

A continuación se presenta un resumen capítulo a capítulo de los cambios 
más importantes en esta nueva edición. 

e Capítulo 1. Se presenta una nueva sección sobre matrices de forma espe- 
cial: diagonal, triangular y simétrica. Al modificar ligeramente el material. 
no se incrementó el número de secciones de este capitulo. 

e Capítulo 2. A este capítulo determinante se ha añadido nuevo material 
introductorio sobre eigenvalores, eigenvectores y ecuaciones caracterist!- 
cas. Este material se repasa y posteriormente se analiza con más detalle en 
el capítulo 7. Sc ha añadido la demostración de la igualdad det(4HB) = 
det(4)det(Bb). 

e Capítulo 3. Se presenta nueva información sobre ecuaciones vectoriales 
de rectas y planos, y la interpretación geométrica de los determinantes 2 x 
SN O E 

e Capítulo 4. Este es un nuevo capítulo dedicado exclusivamente a RR”. Se 
desarrollan conceptos fundamentales y se presenta una introducción a las 
transformaciones lineales de R” a R”. recalcando el aspecto geométrico de 
las proyecciones, rotaciones y reflexiones. Á diferencia de la edición 
anterior, este material se presenta ahora antes del desarrollo de los espacios 
vectoriales generales. El material de este capítulo se analiza más tarde, en 
el contexto de espacios vectoriales generales. 

e Capítulo 5. Este capítulo corresponde al capítulo 4 de la edición anterior. 
Se han añadido muchas de las demostraciones que se habían omitido. Tam- 
bién se presenta nuevo material sobre el wronskiano, para quienes han es- 
tudiado Cálculo, y se incluye nuevo material sobre los cuatro espacios fun- 
damentales de una matriz. 

* Capítulo 6. Este capítulo corresponde al capítulo 5 de la edición anterior. 
Se presenta nuevo material sobre complementos ortogonales, descomposi- 
ción OR y mínimos cuadrados. 

* Capítulo 7. Este capítulo corresponde al capítulo 6 de la edición anterior. 
Se ha repasado el material desarrollado antes sobre eigenvalores y cigen- 
vectores. Se incluye nuevo material sobre las multiplicidades geométrica y 
algebraica, así como una explicación mejorada sobre los requisitos para la 
diagonalización. 

* Capítulo 8. Este capítulo corresponde al capítulo 7 de la edición an- 
terior. El material se ha vuelto a escribir sustancialmente, a fin de reflejar 
el hecho de que las transformaciones lineales de R” a R” se introduje- 
ron en el capítulo 4. 

* Capítulo 9. Este capítulo corresponde al capítulo 8 y a las secciones 9.1 y 
9.2 de la edición anterior. Se ha vuelto a escribir la sección sobre la 
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geometría de los operadores lineales sobre R? para poder fundamentar los 
conceptos desarrollados en la sección 4.2. 

e Capítulo 10. Este capítulo corresponde al capítulo 7 de la edición anterior. 
Los cambios son menores. 


ACERCA DE LOS EJERCICIOS 


En todos los ejercicios de cada sección se empieza con problemas de rutina, se 
avanza hacia problemas más sustanciales y se concluye con problemas teóricos. Al 
final de casi todos los capítulos se presenta un conjunto de ejercicios complemen- 
tarios que pueden presentar más dificultad y forzar al estudiante a extraer ideas de 
todo un capítulo, en vez de hacerlo solamente de una sección específica. 
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GUÍA PARA 
EL INSTRUCTOR 





PROGRAMAS POSIBLES PARA UN CURSO NORMAL  - 





He revisado una gran cantidad de posibilidades para cursos de álgebra lineal. La 
variación entre las instituciones es amplia, aunque los cursos tienden a caer en dos 
categorías: una que consta de entre 20 y 30 lecciones (excluyendo los exámenes y 
los repasos) y otra que consta de entre 35 y 40 lecciones (excluyendo los exámenes 
y los repasos). Con base en mi análisis de estas posibilidades. he proporcionado 
dos patrones para elaborar un curso propio. Los patrones se deben ajustar a fin de 
reflejar los intereses y requisitos propios, aunque deben ser útiles como punto 
de partida. En el patrón largo se supone que se cubren todas las secciones del 
capítulo, y en el patrón corto se supone que el instructor selecciona material para 
ajustarse al tiempo disponible. 

Dos cambios en la organización del texto facilitan la construcción de cursos 
más cortos: la breve introducción a los eigenvalores y eigenvectores que se pre- 
senta en las secciones 2.3 y 4.3 y la colocación previa de las transformaciones 
lineales de R” a R” en el capítulo 4. Estos cambios aseguran que el estudiante se 
familiarice un poco con estos conceptos fundamentales, inclusive si el tiempo 
disponible para abordar los capítulos 7 y 8 es limitado. Observé también que los 
estudiantes que ya conocen el material pueden omitir el capítulo 3 sin pérdida de 
continuidad. 
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Capítulo 1 
Capítulo 2 
Capítulo 4 
Capítulo 5 
Capítulo 6 
Capítulo 7 
Capítulo 8 


Total 


Patrón largo 


7 lecciones 
4 lecciones 
3 lecciones 
8 lecciones 
6 lecciones 
4 lecciones 
6 lecciones 


38 lecciones 


VARIANTES DEL CURSO NORMAL 


Patrón corto 


6 lecciones 
3 lecciones 
3 lecciones 
7 lecciones 
3 lecciones 
3 lecciones 
2 lecciones 


27 lecciones 


Son posibles muchas variantes del curso normal. Por ejemplo. es posible crear un 
patrón largo opcional siguiendo la asignación de tiempo del patrón corto y 
dedicando las 11 lecciones restantes a algunos de los temas de los capítulos 9 y 10. 


CURSO ORIENTADO A APLICACIONES 


El capitulo 9 contiene aplicaciones selectas de álgebra lineal que son esencial- 
mente de naturaleza matemática. Los instructores interesados en una variedad más 
amplia de aplicaciones pueden considerar la otra versión de este texto, Elementary 
Linear Algebra, Aplications Version, de Howard Anton y Chris Rorres. En ese 
texto se proporcionan numerosas aplicaciones a los negocios, biología, ingeniería, 


economía, ciencias sociales y ciencias físicas. 
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1.1 INTRODUCCIÓN A LOS SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 





ECUACIONES 
LINEALES 


A ai 


El estudio de los sistemas de ecuaciones lineales y sus soluciones es uno de los 
temas más importantes del álgebra lineal. En esta sección se introducirá ter- 
minología básica y se analizará un método para resolver esos sistemas. 





Una recta en el plano xy puede representarse algebraicamente por una ecuación de 
la forma 


a x+a,y=b 
Una ecuación de este tipo se denomina ecuación lineal en las variables x y y. De 
manera más general, una ecuación lineal en las n variables x,, x,,. . . , x, se 
define como una ecuación que se puede expresar en la forma 


BATEA AE db 


donde is ES b son constantes reaies. Las variables en una ecuación 
lineal algunas veces se denominan incógnitas. 


Ejemplo 1 Las ecuaciones siguientes son lineales: 


x+3y=7 A o» e e | 
y =3x+32+1 XM++cc+x=1 
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Observar que una ecuación lineal no incluye ningún producto o raíz de variables. 
Todas las variables están elevadas sólo a la primera potencia y no aparecen como 
argumentos de funciones trigonométricas, logarítmicas o exponenciales. Las si- 
guientes ecuaciones 0 son lineales: 


x+3y*=7 3x+2y—z+x2=4 
y=senx=0 va +2 + =1 A 


Una solución de una ecuación lineal a,x, + 4,x,+...,+,x,- ¿ es una 
sucesión de 1 números s,, S», . . . , 5, de modo que la ecuación se cumple cuando 
se sustituye x, = S,, x, = Sa, - + - > X, =8,. El conjunto de todas las soluciones 


de la ecuación se denomina conjunto solución o, algunas veces, solución ge- 
neral de la ecuación. 


Ejemplo 2 Encontrar el conjunto solución de 


Solución a). Para encontrar soluciones de a), se asigna un valor cualesquiera a x 
y se despeja y, o bien, se elige un valor arbitrario para y y se despeja x. Si se sigue 
el primer método y a x se asigna un valor arbitrario f, se obtiene 


ref oler 


Estas expresiones describen el conjunto solución en términos de algún parámetro ?. 
Las soluciones numéricas particulares se pueden obtener al sustituir valores 


específicos de £. Por ejemplo, £ = 3 conduce a la solución x=3,y= LL yr=-— l 
produce la solución x = — 5 y=- A 


S1 se sigue el sesundo método y a y se asigna el valor arbitrario í, se obtiene 


Aunque estas expresiones son diferentes a las que se obtuvieron antes, producen el 
mismo conjunto solución cuando f asume todos los números reales posibles. Por 
ejemplo, con las expresiones anteriores se obtuvo la solución x=3, y = 2 cuando 


f = 3, mientras que con las expresiones posteriores se obtuvo esa solución cuando t 


E. 


Solución b). Para encontrar el conjunto solución de b) es posible asignar valores 
arbitrarios a dos variables cualesquiera y despejar la tercera variable. En par- 
ticular, si a x, y x, se asignan los valores arbitrarios s y t, respectivamente, y se 
despeja x,, se obtiene 


x, =5+4s-—7t, Xx) =S8, x=t A 


SISTEMAS 
LINEALES 
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Un conjunto finito de ecuaciones lineales en las variables x,. x,. . . .. x, Se de- 
nomina sistema de ecuaciones lineales o sistema lineal. Una sucesión de nú- 
METOS Sy, $)... , 5, SO denomina solución del sistema Six, =5,,x,= 8, ...,5,7 


x, es una solución de todas y cada una de las ecuaciones del sistema. Por ejemplo, 
el sistema 


-1 
-4 


| 


Ax, E X> + 3x> 
IES DOS 


tiene la solución x, = 1, x, = 2, xz = —1l, ya que estos valores satisfacen ambas 
ecuaciones. Sin embargo, x, = 1, x, = 8, xy = 1 no es una solución, ya que estos 
valores satisfacen sólo la primera de las dos ecuaciones del sistema. 

No todos los sistemas de ecuaciones lineales tienen solución. Por ejemplo, si 
la segunda ecuación del siguiente sistema 


x+ y=4 

2x+2y=6 

se multiplica por >> resulta evidente que no existen soluciones, ya que el sistema 
equivalente obtenido 


x+y=4 
LEY =3 


está compuesto por ecuaciones contradictorias. 

Se dice que un sistema de ecuaciones que no tiene soluciones es inconsisten- 
te, si existe por lo menos una solución del sistema, éste se denomina consistente. 
Para ilustrar las posibilidades que pueden ocurrir al resolver sistemas de ecua- 
ciones lineales, se considerará un sistema general de dos ecuaciones lineales en las 
incógnitas x y y: 


Aix + by =C; (a,, b, no son cero a la vez) 


ax +b,y=C> (a,, b, no son cero a la vez ) 


Las gráficas de estas ecuaciones son rectas; por ejemplo /, y /,. Como un punto (x, 
y) pertenece a una recta sí y sólo si los números x y y satisfacen la ecuación de la 
recta, las soluciones del sistema de ecuaciones corresponden a los puntos de 
intersección de 1, y L,. Existen tres posibilidades (figura 1): 


* Las rectas 1, y l, pueden ser paralelas, en cuyo caso no se cortan y, en 
consecuencia, no existe solución del sistema. 

* Las rectas !, y !, pueden cortarse sólo en un punto, en cuyo caso el sistema 
tiene exactamente una solución. 

* Las rectas !, y l, pueden coincidir, en cuyo caso hay una infinidad de 
puntos de intersección y, por tanto, existen infinidad de soluciones del 
sistema. 


A .s A A AAA AA 


e a 
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Aunque aqui sólo se han considerado dos ecuaciones en dos incógnitas, más tarde 
se demostrará que las mismas tres posibilidades se cumplen para sistemas lineales 
arbitrarios: 


Todo sistema de ecuaciones lineales no tiene soluciones, tiene exactamente 
una solución o tiene una infinidad de soluciones. 





a) -b) c) 


Un sistema arbitrario de mm ecuaciones lineales en » incógnitas se puede escribir 


como 
AX + 419X) +: +4¡,Xx, =0, 
DA AA RA 
Aid A E AD 
donde x,, x,,. . . , x, son las incógnitas y las letras a y b con subíndices denotan 


constantes. Por ejemplo, un sistema general de tres ecuaciones lineales con cuatro 
incógnitas se puede escribir como 


A1¡X¡ + 417%) + 013X3 + 014X4 =D) 
A7X¡ + 77X) + 073X3 + 074X4 = D, 


A3¡X¡ + 439X2 + 033X3 + 034X4 = by 


Los subindices dobles en los coeficientes de las incógnitas constituyen un 
mecanismo útil que se utiliza para especificar la ubicación del coeficiente en el 
sistema. El primer subíndice en el coeficiente a, indica la ecuación en que aparece 
el coeficiente, y el segundo subíndice indica a qué incógnita multiplica. Ásí, a,, 
está en la primera ecuación y multiplica a la incógnita x,. 





MATRICES 
AUMENTADAS 
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Si mentalmente se ubica a los signos +, las letras x y los signos =, entonces un 
sistema de m ecuaciones lineales con 1 incógnitas puede abreviarse al escribir sólo 
el arreglo rectangular de números: 


4 Gp “0? 4), by 
da zp “0? la b> 
A m1 A m2 dE An Bm 


Este arreglo se denomina matriz aumentada del sistema. (El término matriz se usa 
en matemáticas para denotar un arreglo rectangular de números. Las matrices 
surgen en muchos contextos que serán considerados con más detalle en secciones 
ulteriores.) Por ejemplo, la matriz aumentada del sistema de ecuaciones 


x,+ x+2x,=9 
2X; + 4x, — 3x3 == 


es 


2 A =9 1 
3 O. =5 0 


OBSERVACIÓN. Al elaborar una matriz aumentada, las incógnitas deben escri- 
birse en el mismo orden en cada ecuación. 

El método básico para resoiver un sistema de ecuaciones lineales es sustituir 
el sistema dado por un nuevo sistema que tenga el mismo conjunto solución, pero 
que sea más fácil de resolver. Este nuevo sistema suele obtenerse en una serie de 
pasos mediante la aplicación de los tres tipos de operaciones siguientes para eli- 
minar incógnitas de manera sistemática. 








1. Multiplicar una ecuación por una constante diferente de cero. 
2. Intercambiar dos ecuaciones. 
3. Sumar un múltiplo de una ecuación a otra ecuación. 





Dado que los renglones (líneas horizontales) de una matriz aumentada corres- 
ponden a las ecuaciones en el sistema asociado, las tres operaciones mencionadas 
corresponden a las siguientes operaciones efectuadas en los renglones de la matriz 
aumentada. 








1. Multiplicar un renglón por una constante diferente de cero. 
2. Intercambiar dos renglones. 
3. Sumar un múltiplo de un renglón a otro renglón. 






II o A A e 
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OPERACIONES 
ELEMENTALES 
EN LOS 
RENGLONES 


Las tres operaciones anteriores se denominan operaciones elementales en los ren- 
glones. En el siguiente ejemplo se ilustra cómo se pueden usar estas operaciones 
para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Como en la siguiente sección se 
obtendrá un procedimiento sistemático para determinar soluciones, no es necesario 
preocuparse sobre cómo se eligieron los pasos en este ejemplo. El esfuerzo prin- 
cipal en este caso debe dedicarse a comprender los cálculos y el análisis. 


Ejemplo 3 En la columna izquierda que se muestra a continuación se resuelve un 
sistema de ecuaciones lineales operando sobre las ecuaciones del sistema, y en la 
columna de la derecha el mismo sistema se resuelve operando sobre los renglones 
de la matriz aumentada. 
Ey Ezo=>9 ] 
2x+4y- 32 = 1 % 4 -—3 1 
3x+6y-5z=0 3 


Sumar —2 veces el primer renglón al se- 
gundo para obtener 


Sumar -—-2 veces la primera ecuación a la 
segunda para obtener 


x+ y+2z= 9 1 1 2 9 
2y-12= 1] 0 2 -7 -17 
B3x+6y-52= 0 30.6 -$5 0 


Sumar —3 veces el primer renglón al tercero 
para obtener 


Sumar —3 veces la primera ecuación a la 
tercera para obtener 


xX+ y+ 2z= 9 1 1 2 9 
2y 2 T2==1 0 2 E += 
y 112==27 0 7 Ed 27 
Multiplicar la segunda ecuación por 1/2 para Multiplicar el segundo renglón por 1/2 para 
obtener obtener 
x+ y+ 2z= 9 1 1 ») 9 
y- = Y Bso S 
3y — llz= -27 0 Ss “ll 21 


Sumar —3 veces la segunda ecuación a la 
tercera para obtener 


Sumar —3 veces el segundo renglón al tercero 
para obtener 


x+y+2z= 9 ] 1 2 9 
PLA 0. 1-3 -—Y 
== -4 0. 0-4 -—¿ 

Multiplicar la tercera ecuación por —2 para Sumar el tercer renglón por —2 para obtener 

obtener 

x+ty+2z= 9 ] 1 2 9 
ya 0. 1 -34 -4 
z= 3 0.0.1.3 
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Sumar —1 veces la segunda ecuación a la Sumar —1 veces el segundo renglón al 
primera para obtener primero para obtener 
Eo ¿85 
x o  +32= % A 
y OS 7 17 
- da= Y D 
zZ= 3 0 0 ] 3 
Sumar —11/2 veces la tercera ecuación a la Sumar —11/2 veces el tercer renglón al 
primera y 7/2 veces la tercera ecuación a la primero y 7/2 veces el tercer renglón al segundo 
segunda para obtener para obtener 
x ] ] 0 0 l 
y = 0 l 0 2 
z=3 0 0 ] 3 


La solución 


es evidente ahora. A 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 1.1 


1. De las siguientes ecuaciones, ¿cuáles son lineales en x,, x, y x3? 


a) xy + 5x, - V2x3= 1 b)x, + 3x) + xx3=2 CA += DG FIX 
dxri+x+8x3=5 e) 05 —2x+x,=4 f) mx, - V2x, + ix, = 711 


2. Dado que k es una constante, ¿cuáles de las siguientes ecuaciones son lineales? 
1 
a) x, Xx, + x3=senk b) a c) 21, +7x,—x3=0 


3. Encontrar el conjunto solución de cada una de las siguientes ecuaciones lineales. 


a) 1x- 5y=3 b) 3x, — 5x,+ 4x,=7 


4. Hallar la matriz aumentada de cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales. 


dx, + 5x,= 3 3x, —- Xx + 4x3 =7 3x) + X3 Xi =2 X> => 
Tx +3x2= 2 6x, +x— x3=0 x3 + 7x4 = 1 x3=3 
5. Determinar un sistema de ecuaciones lineales correspondiente a la matriz aumentada. 
Z 0 0 3 0 -2 5 
ajj3 -4 0 b)|7 | 4 -3 
0 1 1 - Uy 2 1 J 
1 0 0 0 7 
ES 2 ll +3 5 0 l 0 0 2 
c) d) 
1 2 4 0 1 0 0 l 0 3 
0 0 0 l 4 


6. a) Encontrar una ecuación lineal en las variables x y y que tenga la solución general x 
=5+2£y=1t. 
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= Esdl 2 La A 
b) Demostrar que x = £, y = y1-— también es la solución general de la ecuación del 
INCISO a). 


72 
7. La curva y = ax” + bx + c de la figura 2 pasa por los puntos (> 91). (> Y) Y (X3, Ya). 
Demostrar que los coeficientes a, b y c son una solución del sistema de ecuaciones 
lineales cuya matriz aumentada es 


2 í 
xi Xx 1 y y y=ax +bx+c 
2 A : 
X2 l Ya $ ? (13, Y3) 
2 E e 
X3 Xy l y3 (1x1, y]? A f 
A, ¿ 
bn Ñ 7 (xo, Ya ) 





Figura 2 


8. ¿Para qué valor(es) de la constante k el siguiente sistema de ecuaciones lineales no 
tiene soluciones? ¿exactamente una solución? ¿infinidad de soluciones? 


9. Considerar el sistema de ecuaciones 


ax+by=k 
cx+dy=! 
ext+tfy=m 


Analizar las posiciones relativas de las rectas ax + by=k,cx+dv=lÍyex+fy=m 
cuando el sistema 

a) no tiene soluciones. 

b) tiene exactamente una solución. 

c) tiene infinidad de soluciones. 


10. Demostrar que si el sistema de ecuaciones del ejercicio 9 es consistente, entonces del 
sistema es posible eliminar por lo menos una ecuación sin modificar el conjunto 
solución. 


11. Sean k = 1 =m=0 en el ejercicio 9, demostrar que el sistema debe ser consistente. 
¿Qué se puede decir del punto de intersección de las tres rectas si el sistema tiene 


exactamente una solución? 


12. Considerar el sistema de ecuaciones 


x+y+2=a 
x + z=b 
ZE TFY ADOS 0 


Demostrar que para que este sistema sea consistente, a, b y c deben satisfacer e = a + b. 


13. Demostrar lo siguiente: Si las ecuaciones lineales x, + kx,=c yx, + lx,=d tienen el 
mismo conjunto solución, entonces las ecuaciones son idénticas. 


3 zaz Pa ms a alo META . ¡a LS ES LATAS MIO A LIA MALA A 
II II O A ÓN ezo a nr 


A A MS A A O A A A A A a 
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MB A a 


1.2 ELIMINACIÓN GAUSSIANA 


FORMA 
ESCALONADA 
REDUCIDA 


En esta sección se dará un procedimiento sistemático para resolver sistemas de 
ecuaciones lineales; el método se basa en la idea de reducir la matriz aumentada 


a una forma suficientemente simple para que el sistema de ecuaciones se pueda 


resolver por inspección. 


En el ejemplo 3 de la sección precedente, el sistema lineal se resolvió al reducir la 
matriz aumentada a | 


1.0 
o 1 
0-0 


— OQ O 


l 
Z 
3 


a partir de lo cual la solución del sistema era evidente. Este es un ejemplo de una 
matriz que está en forma escalonada reducida. Para que una matriz sea de esta 
forma. debe tener las siguientes propiedades. 


1. Si un renglón no consta completamente de ceros, entonces el primer número 
diferente de cero en el renglón es un 1. (Que se denomina 1 principal.) 

2. Si hay renglones que constan completamente de ceros, se agrupan en la 
parte inferior de la matriz. 


3. En dos renglones consecutivos cualesquiera que no consten completamente 
de ceros, el 1 principal del renglón inferior aparece más a la derecha que el 
1 principal en el renglón superior. 

4. Cada columna que contenga un 1 principal tiene ceros en todas las demás 
posiciones, 





Se dice que una matriz con las propiedades 1, 2 y 3 (pero no necesariamente con la 
propiedad 4) está en forma escalonada. 


Ejemplo 1 Las siguientes matrices están en forma escalonada reducida. 


UL La 3 3 

roo 0. 4 1.0.0 Da ys e 

o 1. 0. 7l lo 10l 

0. 0. 1-1 0.0 1 E Bo 
0. 0. 0 0.0 


Las siguientes matrices están en forma escalonada. 
1.4 3 7 1.1 0 0 1 e 6 0 
0 1.56 2| J0 1 0] JO 0 1 —] 0 
0.00 1 5 0.0.0 0 0 0 0 l 


si 
] E Ñ 
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El lector debe verificar que cada una de las matrices anteriores satisface todos los 
requisitos necesarios. 


OBSERVACIÓN. —Según el ejemplo precedente, una matriz en forma escalonada 
tiene ceros abajo de cada 1 principal, mientras que una matriz en forma escalo- 
nada reducida tiene ceros tanto arriba como abajo de cada 1 principal. 

Si, por medio de una serie de operaciones elementales en los renglones, se llega a 
la forma escalonada reducida a partir de la matriz aumentada de un sistema de ecua- 
ciones lineales, entonces el conjunto solución del sistema será evidente por inspección o 
al cabo de unos cuantos pasos simples. Este hecho se ilustra con el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 2 Suponer que la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones lineales 
se ha reducido por Operaciones en los renglones a la forma escalonada reducida 
dada. Resolver el sistema. 


Lo0. 0.5 lLo0 0. 4-1 

So | 6. blo 1.0 2 6 
0. 0. 1.4 0. 0 1. 3 2 
6 0. 0 4 -=2 Oo 

ey [9 0. 1. 0. 31 da lo 120 
O O da 

Ó 0 0 + 00 


Solución a). El sistema de ecuaciones correspondiente es 


Xy — 
X> + —2 


x= 4 
Por inspección se obtiene que x, = 3, x, = —2,x,= 4. 


Solución bj). El sistema de ecuaciones correspondiente es 


Xi + 4x4 =-—1 
X> +H2x= 6 
x3 + 3x4 = 


Ya que x,, x, y xy corresponden a unos principales en la matriz aumentada, se 
denominan variables principales. Las variables no principales (en este caso 
x,) se denominan variables libres. Al expresar las variables principales en tér- 
minos de las variables libres se obtiene 


X1 AT 1 ps 4Xa4 
X> = 6 E 2x4 
x= 2-—3x, 


ELIMINACIÓN 
GAUSSIANA 
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A partir de esta forma de las ecuaciones se observa que a la variable libre x, se le 
puede asignar algún valor, por ejemplo f, que luego determina el valor de las va- 
riables principales x,, x, y xz. Por tanto, existe una infinidad de soluciones y la so- 
lución general está definida por las fórmulas 


X= 4k x, =6 — 21, ALS Xq = 1 
Solución c). El sistema de ecuaciones correspondiente es 


x¡ + Óx) + 4x5 = -2 
X3 + 3x5 = 
Xa+Sxs= 2 


Aquí las variables principales son x,, x, y x¿, y las variables libres son x, y x5. Al 
expresar las variables principales en términos de las variables libres se obtiene 


x= 1-—3x; 
Xa — 2 IX 


Puesto que x¿ puede asumir un valor cualesquiera f y x, puede asignarse un valor 
s, entonces existe una infinidad de soluciones. La solución general está definida 
por las fórmulas 


x= -=2-6s-4t, x2=5S, Xx3=1-3t, x.=2-—5t, x,=! 
Solución d). La última ecuación en el sistema de ecuaciones correspondiente es 
Ox, + Ox, + Ox, = 1 


Como no es posible que esta ecuación se cumpla, entonces el sistema no tiene 
solución. A 


Se ha visto cuán fácil es resolver un sistema de ecuaciones lineales una vez que su 
matriz aumentada se escribe en forma escalonada reducida. Á continuación se propor- 
cicnará un procedimiento paso a paso que puede usarse para expresar cualquier matriz 
en forma escalonada reducida. A medida que se escriba cada paso del procedimiento, se 
ilustrará la idea al expresar la siguiente matriz en forma escalonada reducida. 


0 0  =2 0 Po 2 
2 4 —10 6 12 28 
2 E 6 =5 al 


Paso 1. Localizar la columna de la izquierda que no conste completamente 


de ceros. 
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00 2 0 FU 
4. 10 6 12 28 
4. —5 Or $ == 


—>mono NN o 


- Columna de la orilla izquierda diferente de cero 





Intercambiar el renglón superior con otro renglón, en caso de ser ne- 
cesario, para que en la parte superior de la columna determinada en 
el paso 1 haya un elemento diferente de cero. 






Se intercambiaron los 
renglones primero y segundo 
en la matriz precedente. 


Si el elemento que está ahora en la parte superior de la columna de- 
terminada en el paso 1 es a, multiplicar el primer renglón por l/a a 
fin de introducir un 1 principal. 








205 3 6 14 El primer renglón de la 
0 Y =2 0 12 matriz precedente se 
) 4-5 e a Es multiplicó por 1/2. 


Sumar múltiplos adecuados del renglón superior a los renglones inferio- 
res para que todos los elementos abajo de 1 principal se vuelvan ceros. 





275 3 6 14 El primer renglón de la matriz 
0 O -—2 0 7 12 precedente se sumó —2 veces 
0 0 5 0 jr 90 al tercer renglón. 








A continuación, cubrir el renglón superior de la matriz y comenzar 
de nuevo con el paso 1 aplicado a la submatriz restante. Continuar de 
esta manera hasta que foda la matriz esté en forma escalonada. 






1.2-5 3 6 14 
KN Ger 6 mv 


0 0 5 0 =P 29 


¡un Columna de la orilla izquierda 
diferente de cero en la submatriz 
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1 Z =3 3 6 14 El primer renglón de la 
0 0 1 0 sd —6 submatriz se multiplicó 
por — 1/2 para introducir 
un 1 principal. 


pu 
N 
| 
91] 
199 
A 
juan 
de 


El primer renglón de la 


0 0 1 0 —1 6 submatriz se sumó —$3 veces > 
1 al segundo renglón de la 
0 0 0 y 2 | submatriz para introducir un 


cero abajo del 1 principal. 





El renglón superior de la 
submatriz se cubrió, y se 
] volvió nuevamente al paso 1. 


O 

pre 

O 
| 





7 

2 

1 

2 
IE Columna de la orilla izquierda diferente 
de cero en la nueva submatriz 


1 2 8 3 6 14 El primer (y único) renglón 
en la nueva submatriz se 
multiplicó por 2 para 

2 introducir un 1 principal. 





Ahora toda la matriz está en forma escalonada. Para determinar la forma escalo- 
nada reducida es necesario efectuar el siguiente paso adicional. 


Paso 6. Empezando con el último renglón diferente de cero y trabajando 
hacia arriba, sumar múltiplos adecuados de cada renglón a los ren- 
glones de arriba con objeto de introducir ceros arriba de los unos 
principales. 





DD 
Eh 


El tercer renglón de la matriz 
precedente se sumó 7/2 veces 
al segundo renglón. 





oo- 
| 


ÓO rr OO oía O uu 


El tercer renglón se 
sumó —6 veces al 
primer renglón. 


Jue 


El segundo renglón se 
sumó 5 veces al primer 
renglón. 


O O O —- 
O ON OOoOonvm Oo00osmNnN 


O. O uu. O: M9 0% 
hh -. JJ] DN» DN» Nm 


So 
- oo 





La última matriz está en forma escalonada reducida 

El procedimiento anterior para expresar una matriz en forma escalonada re- 
ducida se denomina eliminación de Gauss- Jordan” (véase la página 34). Si sólo se 
efectúan los cinco primeros pasos, el procedimiento se denomina eliminación 
gaussiana y produce una forma escalonada. 
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OBSERVACIÓN. Se puede demostrar que loda matriz tiene una forma esca- 
lonada reducida única; es decir, se obtiene la misma forma escalonada reducida 
de una matriz dada sin importar cómo se hagan variar las operaciones en los 
renglones. (Una demostración de este hecho puede consultarse en el artículo "The 
Reduced Row Echelon Form of a Matrix is Unique: A Simple Proof", de Thomas 
Yuster, Afathematics Magazine, Vol. 57, No. 2, 1984, págs. 93—94.) En contraste, 
una forma escalonada de una matriz dada no es única: diferentes secuencias de 
operaciones en los renglones pueden producir formas escalonadas diferentes. 


Ejemplo 3 Resolver por eliminación de Gauss-Jordan. 


o O + 2xs = 0 
24 OR AR Di PES M2 1 
Sx3 + 10x, +15x,= 5 

2x, + Ó6x) + 8x4 + 4xs + 18x, = 


*Karl Friedrich Gauss (1777-1855) fue un matemático y científico alemán. Algunas veces 
nombrado "príncipe de los matemáticos”, Gauss es considerado junto con Isaac Newton y 
Arquímedes como uno de los tres más grandes matemáticos que han existido. En toda la historia de 
las matemáticas quizá nunca ha habido un niño tan precoz como Gauss: según cuenta él mismo, ya 
dominaba las bases de las matemáticas aún antes de poder hablar. Un día, cuando aún no tenía tres 
años de edad, su genio se manifestó a sus padres de manera bastante elocuente. Su padre estaba 
preparando la nómina semanal de los obreros a su cargo mientras el niño lo observaba en silencio 
desde un rincón de la habitación. Al final de los cálculos largos y tediosos, Gauss dijo a su padre 
que había un error en el resultado y le dijo la respuesta, a la que había llegado mentalmente. Para 
sorpresa de sus padres, ¡al comprobar los cálculos se dieron cuenta de que Gauss tenía razón! 

En su disertación doctoral, Gauss proporcionó la primera demostración completa del teorema 
fundamental del álgebra, que establece que toda ecuación polinómica tiene cuando mucho tantas 
soluciones como su grado. A los 19 años de edad resolvió un problema que desconcertó a Euclides: 
inscribir un poligono regular de 17 lados en una circunferencia usando sólo regla y transportador; y 
en 1801, a los 24 años de edad, publicó su primera obra maestra, Disquisitiones Arithmeticae, 
considerada por muchos como uno de los logros más brillantes en matemáticas. En este documento, 
Gauss sistematizó el estudio de la teoría de números (propiedades de los enteros) y formuló los 
conceptos básicos que constituyen los cimientos de ese tema. 

Entre la multitud de logros alcanzados, Gauss descubrió la curva "acampanada” o gaussiana que 
es fundamental en probabilidad, proporcionó la primera interpretación geométrica de los números 
complejos y estableció el papel fundamental de éstos en las matemáticas, desarrolló métodos para 
caracterizar superficies intrínsecamente por medio de las curvas contenidas en aquéllas, desarrolló la 
teoría del mapeo conforme (que preserva ángulos) y descubrió la geometría no euclidiana 30 años 
antes de que estas ideas fueran publicadas por otros. En fisica realizó contribuciones esenciales a la 
teoría de las lentes y a la acción capilar, y junto con Wilhelm Weber realizó trabajo fundamental en 
electromagnetismo. Gauss inventó el heliotropo, el magnetómetro bifilar y el electrotelégrafo. 

Gauss era profundamente religioso y se comportaba como aristócrata. Dominaba fácilmente 
otros idiomas, leía bastante y disfrutaba la mineralogía y la botánica como pasatiempos. No le 
agradaba dar clases y solía ser frio y poco alentador con otros matemáticos, quizá porque ya había 
anticipado el trabajo de éstos. Se ha afirmado que si Gauss hubiera publicado todos sus 
descubrimientos, el estado actual de las matemáticas habría avanzado 50 años. Sin duda alguna es el 
matemático más grande de la época moderna. 

Wilhelm Jordan (1842-1899) fue un matemático alemán que se especializó en geodesia. Su 
contribución a la resolución de sistemas lineales apareció en su libro conocido, Handbuch der 
Vermessungskunde, en 1888. 


E 
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La matriz aumentada del sistema es 


] 3 2 0 2 0 0 
2 0 > 2 4: ES el 
0 0 5 10 0 15 5 
2 6 0 8 4 18 6 


Al sumar —2 veces el primer renglón a los renglones segundo y cuarto se obtiene 


h E E 
E DEl 4 =>) =1 
lo 0. 5 10 0. 15 5 
| 0 0.4 8 0 18 6 


Al multiplicar el segundo renglón por —1 y luego sumar —5 veces el nuevo segundo 
renglón al tercer renglón y —4 veces el nuevo segundo renglón al cuarto renglón se 


obtiene 
1 3 -—2 0 2 0 0 
0 0 2 0 3 1 
0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 6 2 


Al intercambiar los renglones tercero y cuarto y luego multiplicar por ¿ €l tercer 
renglón de la matriz resultante se obtiene la forma escalonada 


l 2 0 Z 0 0 
0 0 l da 0 3 l 
0 0 0 0 0 l 3 
0 0 0 0 0 0 0 


Al sumar —3 veces el tercer renglón al segundo renglón y luego sumar 2 veces el 
segundo renglón de la matriz resultante al primer renglón se obtiene la forma 
escalonada reducida 


l 3 0 + 2 0 0 
0 0 l 2 0 0 0 
0 0 0 0 0 1 3 
0 0 0 0 0 0 0 
El sistema de ecuaciones correspondiente es 
Xx, +3x, +4x4+2x5 =0 
Xd 2 =0 


VR E EA o tl YA GA A A A e A A A A 
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RETRO- 
SUSTITUCION 


(Sc ha eliminado la última ecuación, Ox, + Ox, + 0xz + Ox, + 0x5 + 0x¿ =0, ya 
que las demás ecuaciones harán que se cumpla de manera automática.) Al despejar 
las variables principales, se obtiene 


e o SA 


Xx, = —2x, 


Je 
a 
wul= 


Si a las variables libres x,. x,. xs Se asignan los valores arbitrarios r. s y 1, 
respectivamente. entonces la solución general está dada por las fórmulas 


cojea 
> 


a e A A Xa =F, xy = —2s, Xa=S, Xs =1, X= 


Ejemplo 4 Algunas veces es preferible resolver un sistema de ecuaciones lineales 
por medio de la eliminación gaussiana a fin de expresar la matriz aumentada en 
forma escalonada sin continuar hasta obtener la forma escalonada reducida. 
Cuando se hace lo anterior. el sistema de ecuaciones correspondiente se puede 
resolver mediante una técnica denominada retrosustitución. Para ilustrar este 
método se usará el sistema de ecuaciones del ejemplo 3. 

Con base en los cálculos en el ejemplo 3. una forma escalonada de la matriz 
aumentada es 


| y. == 0 2 0 0 

0 0 l 2 0 3 ] 

0 0 0 0 0 l $ 

0 0 0 0 0 0 0 

Para resolver el sistema de ccuaciones correspondiente 

O + 3x6 = 1 

o a ld 

Ah = 3 


se procede como sigue: 





X1 == 0 XS + zx as 2X5 


y A E 


1 
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Paso 2. Empezando con la última ecuación y trabajando hacia atrás, sustitulr 


consecutivamente cada ecuación en las ecuaciones anteriores. 





Al sustituir x, = 2 en la segunda ecuación se obtiene 


Xy = AN TELL 
A * 
X= 3 
La sustitución de x, = —2x, en la primera ecuación da 
AS 3 AA 
X3 > 2Xa4 
=> 1 
X= 3 





Si 4 X,, Xy y xs se asignan valores cualesquiera r, s y t, respectivamente, 
entonces la solución general está definida por las fórmulas 


x, = —3Jr— ds — 21, ARAN x3= —2s, Xa —= S, E E x= 
Lo anterior concuerda con la solución obtenida en el ejemplo 3. A 
OBSERVACIÓN. Los valores que se asignan a las variables libres se llaman 
parámetros. Aunque para designar a los parámetros en general se usarán las letras 


r,S,t,...,e€es posible usar cualquier letra que no cause problema con los nombres 
de las variables. 


Ejemplo S Resolver 


x+ y+2z=9 
2x+4y-3z2=1 
3I+6y—5z=0 


por medio de la eliminación gaussiana y la retrosustitución. 


Solución. Este es el sistema del ejemplo 3 en la sección 1.1. En ese ejemplo se 
convirtió la matriz aumentada 


o o ab A Í to 
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a la forma escalonada 


El sistema correspondiente a esta matriz es 


x+y+2dz= 9 
vb Y 
zZz= 3 
Al despejar las variables principales se obtiene 
x=%-y-—2lz 
pa 
zZ=3 


La sustitución de la ecuación inferior en las ecuaciones anteriores da 


x=3-y 


233 


y la sustitución de la segunda ecuación en la ecuación superior se obtiene 


z=3 


Esto concuerda con el resultado que se encontró mediante la eliminación de 
Gauss-Jordan en el ejemplo 3 de la sección 1.1. A 


SISTEMAS Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es homogéneo si todos los término: 
LINEALES constantes son cero; es decir, el sistema es de la forma 
HOMOGENEOS 

4114 Ale 112) > ES + Ain*n = 0 


— 


431% + 4372 PAD + Uank 7 0 


A, 1 Xp E 0, 9Xa ++ Ann =0 


Todo sistema de ecuaciones lineales homogéneo es consistente, ya que una 
solución de todos estos sistemas es x, =0,x,=0,...,x, =0. Esta solución se 
denomina solución trivial, en caso de que haya otras soluciones, se denominan 
soluciones no triviales. 


os Do AA A , Gal di rc 0d oa a il 
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Debido a que un sistema lineal homogéneo siempre tiene la solución trivial, 
entonces para sus soluciones sólo hay dos posibilidades: 


e El sistema sólo tiene la solución trivial. 
e El sistema tiene infinidad de soluciones además de la solución trivial. 


En el caso especial de un sistema lineal homogéneo de dos ecuaciones con dos 
incógnitas, por ejemplo 


ax+bjy=0 (a,, b, no son cero a la vez) 
ax +b,y=0 (a>, b, no son cero a la vez,) 


las gráficas de las ecuaciones son rectas que pasan por el origen, y la solución 
trivial corresponde al punto de intersección en el origen (figura 1). 












ajx+biy=0 


Ad 
doX + bo y =0 


aix+biy=0 


X 





a9X + byy = 0 


Figura 1 Sólo la solución trivial Infinidad de soluciones 

Existe un caso en el cual se asegura que un sistema homogéneo tiene soluciones 
no triviales, a saber, siempre que el sistema tenga más incógnitas que ecuaciones. Para 
ver por qué, considerar el siguiente ejemplo de cuatro ecuaciones con cinco incógnitas. 


Ejemplo 6 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo por 
eliminación de Gauss-Jordan. 


1 AS X3 +x5=0 
O —=x5=0 M 


Xx3+ x4+xs5=0 
Solución. La matriz aumentada del sistema es 


2 2 el] 0 l 
li il Zo: ==) 1 
l E 2 O —] 
0 0 ] l l 


- 


SS: 0.609 
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Al reducir esta matriz a la forma escalonada reducida, se obtiene 


SO 
ooo-— 
mm 
NN o 
Do ->- 
o a 


0 
El sistema de ecuaciones correspondiente es 


Xy FX) A 


5 +x5=0 (2) 


Al despejar las variables principales se obtiene 


X1 a — AX) > Xs 
o 


Xa= O 
Par tanto, la solución general es 
x= -—s-t, E x= -—t, X4 =0, Xs =1 
Observar que la solución trivial se obtiene cuando s=f=0. A 


El ejemplo 6 ilustra dos cuestiones importantes respecto a la solución de 
sistemas homogéneos de ecuaciones lineales. Primera, ninguna de las tres 
operaciones elementales en los renglones modifica la columna final de ceros 
en la matriz aumentada, de modo que el sistema de ecuaciones correspondiente a 
la forma escalonada reducida de la matriz aumentada también debe ser un sistema 
homogéneo, véase el sistema (2) . Segunda, dependiendo de si la forma escalonada 
reducida de la matriz aumentada contiene algún renglón de ceros, el número de 
ecuaciones en el sistema reducido es menor o igual que el número de ecuaciones 
del sistema original, comparar los sistemas (1) y (2). Por tanto, si el sistema 
homogéneo dado contiene m ecuaciones con » incógnitas donde m < n, y si en la 
forma escalonada reducida de la matriz aumentada hay r renglones diferentes de 
cero, entonces se tendrá r < n. Se concluye que el sistema de ecuaciones 
correspondiente a la forma escalonada reducida de la matriz aumentada es de la 
forma 


+E()=0 
e +X()=0 


"Xy 


(3) 


1 +FE()=0 





024526 
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donde Xp Yo += + » Xp, SON las variables principales y 2 ( ) denota sumas 
(posiblemente todas diferentes) que incluyen a las 1 — r variables libres, comparar 
el sistema (3) con el sistema (2) . Al despejar las variables principales se obtiene 


Me, = — > ) 
x= 2) 
Xp, —Y( ) 


Así como en el ejemplo 6, es posible asignar valores cualesquiera a las variables 
libres del miembro derecho y obtener asi una infinidad de soluciones del sistema. 
En resumen, se tiene el siguiente teorema importante. 


Teorema 1.2.1. Un sistema de ecuaciones lineales homogéneo con más 





incógnitas que ecuaciones tiene infinidad de soluciones. 


OBSERVACIÓN. Se debe notar que el teorema 1.2.1 es válido sólo para sistemas 
homogéneos. Un sistema no homogéneo con más incógnitas que ecuaciones no 
necesariamente es consistente (ejercicio 34); sin embargo, si el sistema es con- 
sistente, entonces tiene infinidad de soluciones. Este hecho se demostrará des- 


pués. 
SOLUCIONES En las aplicaciones no es raro encontrar grandes sistemas lineales que es 
POR necesario resolver por computadora. Casi todos los algoritmos de cómputo para 
COMPUTADORA — resolver los sistemas se basan en la eliminación gaussiana o en la eliminación de 
DE SISTEMAS Gauss-Jordan, aunque los procedimientos básicos son modificados a menudo para 
LINEALES poder abordar cuestiones como 


* reducir los errores por redondeo, 
* disminuir el uso del espacio de memoria de la computadora, 
* y resolver el sistema a la velocidad máxima. 


Algunas de estas cuestiones se considerarán en el capítulo 9. En cálculos 
manuales, las fracciones son un inconveniente que a menudo es imposible evitar. 
Sin embargo, en algunos casos sí se puede hacer al variar de manera conveniente 
las operaciones elementales en los renglones. Por tanto, una vez que el lector 
domine los métodos de eliminación gaussiana y eliminación de Gauss-Jordan 
puede modificar los pasos en problemas específicos a fin de evitar las fracciones 
(véase el ejercicio 18). 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 1.2 


1. De las siguientes matrices 3 x 3, ¿cuáles están en forma escalonada reducida? 


7 GN 
> E. 


42 / Sistemas de ecuaciones lineales y matrices 


O 
SO 


1 10.0 0.1 0 1.0.0 1.0.0 
a) JO 1 0 byjo 1 0 c)|0 0 1 d)j0 0 1 e) ¡0 0 0 
0 0 1 0.0.0 0.0.0 0.0.0 0.0 1 
0 0 11.0 1.0.2 O 0 1 0.0.0 
pH|1. 0.0 g)J0 1 0 hp0 1 3 1) |0 0 0 pj0 0.0 
0 0 0.0.0 0.0.0 0.0 0 0.0.0 
2. De las siguientes matrices 3 x 3, ¿cuáles están en forma escalonada? 
10.0 1.20 1.0.0 1.3 4 
a)|0 1 0 bp0 1 0 c)p0 1 0 d) ¡0 0 1 
0 0 1 0.0.0 0.2.0 0.0.0 
1 5 —3 ¡E 
e) J0 ] l f)|0 0 0 
0 0 0 0 0 1 


3. En cada inciso, determinar si la matriz está en forma escalonada, en forma escalonada 
reducida, en ambas formas o en ninguna. 


E + e a 
E: q 1.0.3 1 
00.001 dd Vlo12a4 
0.0000 
LEO 
0.0 
¿Ur Ss 10220 od 
E 1 3 2 2000.01 
00 
00000 


4. En cada inciso, suponer que la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones lineales 
ha sido reducida mediante operaciones en los renglones a la forma escalonada re- 
ducida dada. Resolver el sistema. 


PL 0. E St 
alo 1.0. 0 wlo 0 

0. 0. 1.7 0. 0 1 1 -S 

Y ES E 

0.0 1. 0. 4. 7 A A 
c) d 10 0 l 0 

0. 0 0 1 5.8 

0 0 1 
0. 0 0 0 0.0 


5. En cada inciso, suponer que la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones lineales 
ha sido reducida mediante operaciones en los renglones a la forma escalonada dada. 
Resolver el sistema. 


Lo 4 y Lo 0. 8 -S 6 
alo: y 2-2 blo. 1. 4 -9 3 
0. 0. 1.5 0. 0 1. 1.2 
Ll E -3 Lo 
0. 0. 1 1 5 
e dr a si JO. 1. 4 0 
0. 0. 0 0. 0.0 2. Y 4 
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6. Resolver cada uno de los siguientes sistemas aplicando eliminación de Gauss-Jordan. 


a) x + x+2x3= 8 b) 2x1, +2x+2x= 0 
=x, 2x1 +3x3= 1 —2x,+5x+2x3= 1 
3x, — 7x, + 4x3=10 8x, + x2+4x3= —1 

c) x-— y+2- w=-—l d) -—2b+3c= 1 
2x+ y-2z-2w= -2 3a + 6b-— 3c= -2 
=x+2y-42+ w= 1 6a+6b+3c= $5 
3x —= 3w= -3 


7. Resolver cada uno de los sistemas del ejercicio 6 aplicando eliminación gaussiana. 


8. Resolver cada uno de los siguientes sistemas aplicando eliminación de Gauss-Jordan. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


a) 2x, — 3x,= -2 db) 3x,+2%- xam=-—15 
y a | 5x,+3x+2x3= 0 
IES dd JA ea => 11 
=6x, —4x,+2x3= 30 
c) 4x,-8x,= 12 d) l0y —-42+ w= 1 
3x, =6x= 9 x+ 4y- z4+ w= 2 
—2x, +4x,=-6 3x+ 2y+ z2+2w= 5 
=2x -— Sy +22- 2w= -—4 
x= 6y+ 3z = 1] 
. Resolver cada uno de los sistemas del ejercicio 8 aplicando eliminación gaussiana. 
Resolver cada uno de los siguientes sistemas aplicando eliminación de Gauss-Jordan. 
a) 5x,—2x,+6x,3=0 b)x— 2x2+ x3>- 4x=1 c) WZ2x= y=4 
2 + +32 xX1+ 3xo+ 7x3+ 2x4=2 O 
x1 = 12x,-— lx, — 16x,=5 w+3x-2y=7 
2u + 4u + w+07x = 7 


Resolver cada uno de los sistemas del ejercicio 10 aplicando eliminación gaussiana. 


Sin usar lápiz y papel, determinar cuáles de los siguientes sistemas homogéneos tienen 
soluciones no triviales. 
a) 2x, —3x,+4x3— x4=0 b)x, +3x,— x3=0 
2x, + 8x, + Xz — Xx4=0 4x,=0 
4>71X] + 037X) + 4d73x3=0 6x, - 4x,=0 


Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales homogéneos aplicando cual- 
quier método. 


a) 2x, + x.+3x,=0 b)3x, +x+x3+x4=0 c) 2x + 2y+42=0 
Xx: t2x, = ( S5x, =x2+x37x4=0 wW e y-3z2=0 
Xx + x3=0 2wW+3x+ y+ z=0 


—=2wW+ x+3y-2z2=0 


Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales homogéneos aplicando cual- 
quier método. 
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a) 2x- y-3z= b) v+3w-2x=0 NS E e +Xxjy=0 
—=x+2y-3z2= 2u+ v-4w+3x=0 Xx + 4x,+2x, =0 
x+ y+42=0 2u + 3u0+2w- x=0 25 2 ED 
—4u — Ju + 5w-—4x=0 2x, =4x+ xx +x=0 


15. Resolver los siguientes sistemas aplicando cualquier método. 


a) 21, — L+3L+4L= 9 b) Z+ Z¿+Z,=0 
I, -2L +71 =1 =Z,= Z+2Z,-3Z,+Z¿=0 
31, -3L+ L+Sl= 8 Z + Z,-2Z, -Z¿=0 
21,+ L+4L+4L,=10 AE A +Z=0 


16. Resolver los siguientes sistemas, donde a, b y e son constantes. 


a) 2x+ y=a O E O 
3x+ 6y=0b 2x + 2x3 =b 
3x2 3x3 20 


17. ¿Para qué valores de a el siguiente sistema no tiene solución? ¿exactamente una 
solución? ¿infinidad de soluciones? 


R2p= 3z=4 
ds Sz = 2 
4x+ y+(a— 14z23=a+2 


18. Expresar 
a 1 
O 2 yl 
3 4 
en forma escalonada reducida sin introducir ninguna fracción. 


19. Encontrar dos formas escalonadas diferentes de 


l 3 
e 
20. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones no lineales para los ángulos descono- 
cidos a, y B, donde0O<as<2x,0<SPBbS<2x,y0<y<r. 
¿sena — cosB+ 3 tan y =3 
4sena + 2cos fB — 2 tan y = 2 
6sena—3cosB+ tany= 09 
21. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones no lineales para x, y y z. 
+ y 22=6 
xr? y+22?*=2 


24 73 


ME A A A e e co — bl 
e e A 
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22. Demostrar que el siguiente sistema no lineal tiene 18 soluciones s10 <a <2x,0 < 
p<2lx,y0S<y<?2x. 


sena +2cosB6+3tany=0 
2sena + 5cosB + 3tany=0 
—senar — 5cosB + Stan y = 0 


23. ¿Para qué valor(es) de y el siguiente sistema de ecuaciones tiene soluciones no 


triviales? 
(A 3)x + y=0 
x+(A-3)=0 
24. Considerar el sistema de ecuaciones 
ax+by=0 
cx+dy=0 
ex+fy=0 


Analizar las posiciones relativas de las rectas ax + by=0,cx+dy=0yex+fy=0 
cuando 


a) el sistema tiene sólo la solución trivial, b) el sistema tiene soluciones no triviales. 


25. En la figura 2 se muestra la gráfica de una ecuación cúbica y = ax? + bx? + cx + d. 
Encontrar los coeficientes a, b, c y d. 





Figura 2 


26. Recordar que en geometría plana tres puntos no colineales determinan una circunfe- 
rencia de manera única. En geometría analítica se demuestra que la ecuación de una 
circunferencia en el plano xy es de la forma 


axt+ay+bx+cy+d=0 
Encontrar la ecuación de la circunferencia que se muestra en la figura 3. 


(-2,7) 


(-4, 5) 





(4, -3) Figura 3 


A ARA ii UA e ii Pu A A E a rt 
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27. Describir las posibles formas escalonadas reducidas de 


dE 0 E 
d e | 
g hi 


28. Demostrar que si ad — bc % 0, entonces la forma escalonada reducida de 


a b 1.0 
es 
E. «q O 1 
29, Usar el ejercicio 28 para demostrar que si ad — bc = 0, entonces el sistema 


ax+by=k 
cx +dv=]l 


tiene exactamente una solución. 


30. Resolver el sistema 


2x, 8 X> = Ax; 
E O o 
7 2%; le 2x> Ate Xy Ss AX, 


para x,, X, y Xy Sl 


as bDas2 


31. Considerar el sistema de ecuaciones 
ax+by=0 
cx+dy=0 
a) Demostrar que sl x = X,, Y = y, €s cualquier solución del sistema y k es cualquier 
constante, entonces x = Ax,, y = ky, también es una solución. 
b) Demostrar que sl x= Xy, Y = Y, Y * = Xp y = y, son dos soluciones cualesquiera, 
entonces x= x, +x,, y = y, + y, también es una solución. 


3. Considerar el sistema de ecuaciones 


(1) ax+bv=k (1) ax+by=0 
cx+dv=! cx+dy=0 


a) Demostrar que s1x=x,, y = y Y x= x,, y = y, son soluciones de 1, entonces x = x 
= Xx, y =y, — y, es una solución de II. 
b) Demostrar que si x= x,, y = y, es una solución de l y x= x,, y = y, es una solución 


de II, entonces x= x, + x,, y = y, + y, es una solución de 1. 


l 


33. a) En el sistema de ecuaciones numerado con (3), explicar por qué sería incorrecto 
denotar a las variables principales por X ¡> X,, .-- , X, €n Vez de por x e Xy 
, F 

como se hizo. 
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b) El sistema de ecuaciones numerado con (2) es un caso específico de (3). ¿Qué valor 
tiene r en este caso? ¿Cuáles son x, , Xp) >>> * en este caso? Escribir las sumas 
1 r 
denotadas por 2 ( ) en (3). 


34. Encontrar un sistema lineal inconsistente que tenga más incógnitas que ecuaciones. 


O A A E 


1.3 MATRICES Y OPERACIONES CON MATRICES 


NOTACIÓN Y 
TERMINOLOGÍA 
DE MATRICES 


Los arreglos rectangulares de números reales surgen en muchos contextos 
distintos a las matrices aumentadas de sistemas de ecuaciones lineales. En esta 
sección estos arreglos se considerarán como objetos en sí y se desarrollarán 


algunas de sus propiedades para aplicarlas más tarde. 





Definición. Una matriz es un arreglo rectangular de números. Los números en 
el arreglo se denominan elementos de la matriz. 


Ejemplo 1 Algunos ejemplos de matrices son 





] -V2 Toe 
301 [P210 -3], 7 20 Al [4] A 
=1 4 0.0.0 


El tamaño de una matriz se describe en términos del número de renglones 
(líneas horizontales) y de columnas (líneas verticales) que contiene. Por ejemplo, 
la primera matriz del ejemplo 1 tiene tres renglones y dos columnas, de modo que 
su tamaño es 3 por 2 (que se escribe 3 X 2). En la descripción del tamaño, el 
primer número siempre denota el número de renglones y el segundo, el de 
columnas. Las demás matrices del ejemplo 1 son de tamaño 1 x 4,3x3,2 Xx ly 
1 X 1, respectivamente. Una matriz con una sola columna se denomina matriz co- 
lumna (0 vector columna), y una matriz con un solo renglón se denomina matriz 
renglón (o vector renglón). Así, en el ejemplo 1, la matriz 2 x 1 es una matriz 
columna, la matriz 1 X 4 es una matriz renglón y la matriz 1 Xx 1 es tanto una 
matriz renglón como una matriz columna. (El término vector tiene otro signi- 
ficado que será analizado en capítulos ulteriores. 


OBSERVACIÓN. —Se acostumbra omitir los corchetes en una matriz 1 X 1. Así, se 
podría escribir 4 en vez de 4 . Aunque lo anterior imposibilita saber si 4 denota el 
número "cuatro" o la matriz 1 X 1 cuyo elemento es "cuatro", excepcionalmente 
causa problemas, ya que casi siempre es posible inferir el significado a partir del 
contexto en que aparece el símbolo. 
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Para denotar matrices se usarán mayúsculas y para denotar cantidades, 
minúsculas; así, se podría escribir 


2 1 € 
he 7 ; C= a bc 
3.4 2 d e f 


Al estudiar matrices, es común denominar escalares a las cantidades numéricas. A 
menos que se establezca otra cosa, los escalares serán números reales, 10s 
escalares complejos serán considerados en el capítulo 10. 

El elemento que aparece en el renglón ¡ y la columna ¡ de una matriz A se 
denota por a,,. 
Asi, una matriz general 3 x 4 se puede escribir como 


di 4 Az Aya 


A=| 4d, 4%» 4 Aaa 


4d Az zz dz 


y una matriz general m Xx n, como 


Gi Ay 4, 
day ln “da, | 

e 5 (1) 
O] Ao OS Gin 


Cuando se desea que la notación sea condensada, la matriz precedente se puede 
expresar como 


[a,; do xn O [a,, ] 


la primera notación se usa cuando en el análisis es importante conocer el tamaño y 
la segunda cuando no es necesario recalcar el tamaño. Por lo general, la letra que 
denota una matriz corresponde a la letra que denota sus elementos; así, para una 
matriz B en general se usará b,, para denotar el elemento en el renglón ¡ y la 
columna /, y para una matriz C se usará c,.. 

El elemento en el renglón ¡ y la columna / de una matriz A se denota por el 
simbolo (4) ij Asi, para la matriz (1) anterior, se tiene 


(A )y = a 


7 


a 
DS es A y 


y para la matriz 


se tiene (4), , = 2, (4),, = —3, (4),, =7 , y ()z7 = 0. 

Las matrices renglón y columna revisten especial importancia y se denotan con 
minúsculas negritas en vez de mayúsculas. En estas matrices es innecesario usar 
subíndices dobles para los elementos. Entonces, una matriz renglón general a 1 X 
n y una matriz columna general b m X 1 se escribirán como 





Figura 1 


OPERACIONES 
CON MATRICES 
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Una matriz 4 con rn renglones y n columnas se denomina matriz cuadrada 
de orden n, y se dice que los elementos 4,,, 4,,, . . . , 4, Están en la diagonal 
principal de A (véanse los elementos en tipo negro en la figura 1). 


Gi 4% "0 4, 
da A, 425 
41 A Ar 


Hasta el momento, las matrices se han usado para abreviar el trabajo al resolver 
sistemas de ecuaciones lineales. Para otras aplicaciones, sin embargo, es deseable 
desarrollar una "aritmética de matrices" en la que sea posible sumar, restar y mul- 
tiplicar matrices de manera útil. El resto de esta sección se dedicará al desarrollo 
de esa aritmética. 


Definición. Dos matrices son ¿iguales si tienen el mismo tamaño y sus ele- 





mentos correspondientes son iguales. 


En notación matricial, si 4 = [a] y [B=b a ] son del mismo tamaño, entonces Á = 
B si y sólo si (4) jj B), o, equivalentemente, a b ¡¡ Para todo i y ¡. 


Ejemplo 2 Considerar las matrices 


a 2 1 p= 2 1 is 2.1.0 

13 x (35 134 0 
Six = 5, entonces 4 = B, pero para los demás valores de x las matrices 4 y B 
no son iguales, ya que no todos sus elementos correspondientes son iguales. 


No hay ningún valor de x para el que 4 = C, ya que los tamaños de 4 y C son 
diferentes. Á 


Definición. Si Á y B son matrices del mismo tamaño, entonces la suma A + B 
es la matriz obtenida al sumar los elementos de B con los elementos 


correspondientes de 4, y la diferencia A — B es la matriz obtenida al restar los 
elementos de B de los elementos correspondientes de 4. No es posible sumar o 
restar matrices de tamaños diferentes. 
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En notación matricial, si A = [a,] y B= [P,,] son del mismo tamaño, entonces 


(A + BD) = (A )ij + (5) ij = Aj + Di (4 — B);; = (A di; 7 (5D): =p 7 by 





Ejemplo 3 Considerar las matrices 


2 | 0 e —4 3 > ] 
A= Y —1 0 2 4 B = 2 Z O —1 c=!! A 
4 —2 7 0 3 2 —4 5 ES 
Entonces 
eZ 4 5 4 O =Z =3 2 
A+B= 1 Z 2 3 y A=B=|-3 -2 Z 5 
q 0 3 5 Lg 1UL => 


Las expresiones 4 + €, B+C,A— Cy B-— Cno están definidas. A 


Definición. Si 4 es cualquier matriz y c es cualquier escalar, entonces el 


producto cÁ es la matriz obtenida al multiplicar cada elemento de A por c. 





En notación matricial, sí A = [a,, entonces 


(CA);; => C(A) = C4;; 


Ejemplo 4 Para las matrices 


a [2.34 Y [7 + 3 
11.3 1 Ale A es A E 


se tiene 


Es común denotar (—1)B por —B. A 


SiA,, 4, . - . , 4, Son matrices del mismo tamaño y C,, C,, . . . , C, SON 
escalares, entonces una expresión de la forma 


A Ay + e, 4A) + SS a e 


se denomina combinación lineal de A,, A,,..., A, con coeficientes C,, Cy, . .. 
c, Por ejemplo, si 4, B y C son las matrices del ejemplo 4, entonces 


ES O AAA 


924526 
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24 B+3C=2A+(- DB +3C 
3 DN E A a 
212 6 2| |1 -3 5 Il 0.4 
o Y 
(4 3 11 
es la combinación lineal de 4, B y C con coeficientes escalares 2, —1 y z. 

Hasta el momento se ha definido la multiplicación de una matriz por un 
escalar, pero no la multiplicación de dos matrices. Como la suma de matrices se 
ejecuta sumando los elementos correspondientes y la resta de matrices se ejecuta 
restando los elementos correspondientes, parecería natural definir el producto de 
matrices como la multiplicación de los elementos correspondientes. Sin embargo, 
resulta que la definición no es de mucha utilidad en la mayor parte de los 


problemas. La experiencia ha llevado a los matemáticos a la siguiente definición, 
menos natural pero más útil, de producto de matrices. 


Definición. Si 4 es una matriz mx r y B es una matriz r x n, entonces el 
producto AB es la matriz m x n cuyos elementos se determinan como sigue. 
Para encontrar el elemento en el renglón ¡ y en la columna ¡ de 4B, considerar 


sólo el renglón ¡ de la matriz 4 y la columna ¡ de la matriz B. Multiplicar entre 
sí los elementos correspondientes del renglón y de la columna mencionados y 
luego sumar los productos resultantes. 





Ejemplo 3 Considerar las matrices 


4 1 4 3 
E B=l0 -1 3. 1 
2.6.0 o 


Como 4 es una matriz 2 X 3 y B es una matriz 3 Xx 4, el producto 4B es una 
matriz 2 X 4. Para determinar, por ejemplo, el elemento en el renglón 2 y en la 
columna 3 de 4B, sólo se consideran el renglón 2 de 4 y la columna 3 de B. 
Luego, como se ilustra a continuación, los elementos correspondientes (en tipo 
negro) se multiplican entre sí y se suman los productos obtenidos. 


4 1. 4 3 
A A [elena 
E E DD 


Q-4)+ (6-3) + (0:-5)=26 
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El elemento en el renglón 1 y en la columna 4 de 44 (en negro) se calcula como sigue. 


EA E SN 10000 


1 
2.6 0 


3 = 
A E 
(1-3) +Q-1)+(4:2)=13 


Los cálculos para los demás productos son 


(1:49+7(Q02:0)+ (4:2)= 12 
(d1-D-Q:D0+(4:7)= 27 
(1-49+(Q:3)+(4:5)= 30 A 30 13 
Q:4)+(6:0)+(0:-2)= 8 e | 
(Q:1)-(6-1)+(0-7)= -4 

Q:3)+(6:1)+(0:2)= 12 A 


Para formar el producto 48, la definición de multiplicación de matrices 
requiere que el número de columnas del primer factor A sea el mismo que el 
número de renglones del segundo factor B. Si no se cumple esta condición, 
entonces el producto está indefinido. Una manera conveniente para determinar si 
el producto de dos matrices está definido es escribir el tamaño del primer factor y, 
a la derecha, escribir el tamaño del segundo factor. Si, como se observa en la 
figura 2, los números interiores son iguales, entonces el producto está definido. 
Los números exteriores proporcionan entonces el tamaño del producto. 


A B AB 
m XX F r Xx n m xn 
á 
Medios 


Figura 2 Extremos 


Ejemplo 6 Suponer que A, B y C son matrices con los siguientes tamaños: 


Á B E 
3x4 4x7  7X3 


Entonces 4B está definido y se trata de una matriz 3 X 7; CA está definido y se 
trata de una matriz 7 X 4; y BC está definido y se trata de una matriz 4 X 3. Los 
productos 4C, CB y BA están indefinidos. 

SIA = [a,,] es una matriz general m X ry B=|[5 ji es una matriz general r Xx 
n, entonces como se ilustra con tipo negro de la figura 3, el elemento (465) ¡¡ En el 
renglón ¡ y la columna j de 4B está definido por 


ASAS 


Figura 3 A 


(AB) E 


41 


422 


4; 


A 2 
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ab, ¡+ aj2b), + 4gb3,+:::+,,b,; (2) 
a, 
0% (161 di by, bs, 
ba b>) b, Dan 
Ao | 
by bi b,; ¿AN 
a 


PARTICIÓN DE Una matriz se puede subdividir o partir en matrices más pequeñas insertando 
MATRICES rectas horizontales y verticales entre renglones y columnas selectos. Por ejemplo, 
a continuación se muestran tres posibles particiones de una matriz general A 3 x 
4: la primera es una partición de 4 en cuatro submatrices A ,, A;,, A7, Y Az2; la 
segunda es una partición de 4 en sus matrices renglón r,, r,, rz y r,; y la tercera 
es una partición de A en sus matrices columna C,, C,, Cz y Cy: 
di Aj 0131414 
2141 “4 4 | 44 | > va Pl 
noo. —-- pea A Az 
431 43 433143 
411 Gp 4 Aya Pr 
ÁA=| 4 da da da |=]1P 
dz 43 dz za E 
41] | d1> TE 14 
=| 47,143 1423 1074 |=[0, 0 03 €] 
431 | 43 ¡33 ' 34 
MULTIPLICA- Algunas veces es necesario encontrar un renglón o una columna particulares de 
CION DE un producto 4B de matrices sin calcular todo el producto. Los siguientes 
MATRICES resultados, cuyas demostraciones se dejan como ejercicios, son útiles para este 
POR COLUMNAS — propósito: 
Y POR 
RENGLONES 


j-ésima matriz columna de 45 = A [¡-ésima matriz columna de B] 


¡ésima matriz renglón de 4B = [i-ésima matriz renglón de ]4 B 





A 


3) 


(4) 


Ejemplo 7 Si 4 y B son las matrices del ejemplo 5, entonces por (3) la segunda 
matriz columna de AB se puede obtener al calcular 


MT OR AA RU A A RP 
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PRODUCTOS 
DE MATRICES 
COMO 
COMBINACIO- 
NES LINEALES 


l 
$ 2 A Ñ | A] 
2.6.0 M —4 
7 | 
] | 
Segunda columna Segunda columna 
de B de AB 


y por (4), la primera matriz renglón de 4B se puede obtener al calcular 


A E 
a ANO E E ls 27 30 13] — 


| 2.7 5 2 | 

] 

——| Primer renglón Primer renglón  |—-. 
de A de AB 


Sia,,a,,..., a, denotan las matrices renglón de 4 y b,,b,, ..., b, denotan 
las matrices columna de B, entonces por las fórmulas (3) y (4) se concluye que 





CAB=A[b, 1 b>! >> 1 b,]=[4b, | 4b, ! --- 1 4b,] (5) 


(AB calculada columna por columna) 


(6) 





(AB calculada renglón por renglón) 


OBSERVACIÓN. Las fórmulas (5) y (6) son casos especiales de un procedimiento 
más general para multiplicar matrices divididas (véanse los ejercicios 15, 16 y 17). 


Las matrices renglón y columna proporcionan otra manera de concebir la multi- 
plicación de matrices. Por ejemplo, suponer que 


4 “0? dj, X 1 


e 
l 
e 
yal 
Il 


Entonces 
41¡X] + 012%) + 0 +40),X, a 41 41, 
AX Y l79X) + 00 + aX > 422 43, 
Áx = e =Xi + PO e 
AX as Ama AS A 4 1 A a 
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En palabras, la fórmula (7) establece que el producto Ax de una matriz Á y una 
matriz columna x es una combinación lineal de las matrices columna de Á con los 
coeficientes que provienen de la matriz x. En los ejercicios de la sección se pide al 
lector demostrar que el producto yA de una matriz y 1 X m y una matriz Ám X n 
es una combinación lineal de las matrices renglón de A con coeficientes escalares 
que provienen de y. 


Ejemplo 8 El producto matricial 


ed 3 2 2 l 
] A nd a 
2 EL 2 3 = 0 


se puede escribir como la combinación lineal 


1 3 2 l 
2 Li=112Pe31=3[=)=9 
Z ] 2 ES 
y el producto matricial 
1 3 2 
[1 —>9 —3]| 1 2: =31>E=T6: >=18. 33] 
2 2 


se puede escribir como la combinación lineal 
I[=1 3 2]-9[1 2 +-3]-=3[2 1 —2]=[-16 —18 35] A 
Por (5) y (7) se concluye que la j¡-ésima matriz columna de un producto AB es 


una combinación lineal de las matrices columna de A con los coeficientes que 
provienen de la ¡-ésima columna de B. 


Ejemplo 9 En el ejemplo 5 se demostró que 


4 1. 4 3 
yA 
añ=| 6 , E: 1 y ”» +] 
E E 


Las matrices columna de 4B se pueden expresar como combinaciones lineales de las 
matrices columna de A en la forma siguiente: 


BRENES 
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ds 2 4 
= E el 
—4 2 6 0 
30 1 Z 4 
= 4 $ 
e) =el2J+=6)+s(s] 
E 4 
= 3 E + : eZ 
12 2 6 OLA 


FORMA La multiplicación de matrices tiene una aplicación importante a los sistemas de 
MATRICIAL DE ecuaciones lineales. Considerar cualquier sistema de mm ecuaciones lineales con n 
UN SISTEMA incógnitas. 
LINEAL 

411X, + 09 + 0004 45, Xx = 0 

AX] $ 039) +00 + 40»>,x, = b, 

AS + Ara EA AE Cuan*y ¿e 


Como dos matrices son iguales si y sólo si sus elementos correspondientes son 
Iguales, es posible sustituir las »m ecuaciones lineales en este sistema por la simple 
ecuación matricial 


Ej TA OA b, 
CES + lo Xx) + o + Ur An b, 
LES 4 Aa A Amnt* n Do 


La matriz m X l en el miembro izquierdo de esta ecuación se puede escribir como 
un producto para obtener 


11 4 Gia MA by 
421 42 dan P] b, 
Un ] A 2 Ann Xx, Os 


St estas matrices se designan por 4, x y b, respectivamente, entonces el sistema original 
de mm ecuaciones con 1 incógnitas ha sido reemplazado por la ecuación matricial 


Ax=b 


La matriz A en esta ecuación se denomina matriz de coeficientes del sistema. La 
matriz aumentada del sistema se obtiene adjuntando b a 4 como última columna; 
asi, la matriz aumentada es 


A A A A A AA A A A A A A A A A A A A A A A A 


TRANSPUESTA 
DE UNA MATRIZ 
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1 
di Aj “0? dy, y b, 
21 Az dan 1D, 
[4 ¡| b]= e: 
A j 
! 
A 1 a m2 A nn ; a 


Esta sección termina con la definición de dos operaciones matriciales que carecen 
de análogo en los números reales. 


Definición. Si 4 es cualquier matriz m X n, entonces la transpuesta de A, 
denotada por 4*, se define como la matriz n X m que se obtiene al intercambiar 


los renglones y las columnas de 4; es decir, la primera columna de 4? es el 
primer renglón de 4, la segunda columna de 4% del segundo renglón de 4, y así 
sucesivamente. 





Ejemplo 10 A continuación se presentan algunos ejemplos de matrices y sus 
transpuestas. 


411 Ar 4 4 2: 3 
Á — a>] 4 137 154 B= l 4 C=[1l 3 5] D=|[4] 
43 za 433 dz S 6 


411 42 03 


| 
2 
O pr=| CT=13|  D7=[4] A 


413 23 43 


414 Una Aza 


Observar no sólo que las columnas de 4% son los renglones de 4, sino que 
los renglones de 4* son las columnas de 4. Así, el elemento en el renglón ¡ y la 
columna ¡ de 4? es el elemento en el renglón ; y la columna ¡ de A, es decir, 


| (43),= y | (8) 


Observar la inversión de los subíndices. 

En el caso especial en que Á es una matriz cuadrada, la transpuesta de 4 se 
puede obtener al intercambiar los elementos simétricos con respecto a la diagonal 
principal (figura 4). Planteado de otra forma, 4% se puede obtener "reflejando" 4 
con respecto a su diagonal principal. 


A sd 24 1 d =5 
AA 

Á = 3 7 0Ol=| 3 da >A=| -2 7 8 

—$ 8 6 -5" 8% 4 4 0 6 


Intercambiar los elementos 


simétricos con respecto a la 
diagonal principal. 
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TRAZA DE UNA 
MATRIZ 
CUADRADA 


Definición. Si 4 es una matriz cuadrada, entonces la traza de A, denotada por 


tr(4), se define como la suma de los elementos de la diagonal principal de 4. La 
traza de Á no está definida si 4 no es una matriz cuadrada. 





Ejemplo 11 A continuación se presentan algunos ejemplos de matrices y sus 
trazas. 
4] p 7 0 

3 de 8 4 

E. E 3 

4 -2 l 0 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 1.3 


41 4py 41 
Á=|4> 4 43 da 


431 O33 43 


1. Suponer que A, B, C, D y F' son matrices de los tamaños siguientes: 
Á B $ D E 
(4 x 5) (4 x 5) (5.062) (4 Xx 2) (5x4) 


Determinar cuáles de las siguientes expresiones de matrices están definidas. Para las 
que estén definidas, proporcionar el tamaño de la matriz resultante. 


a) BA b)ACHD C)AE+B  d)AB+B 
e) E(4 + B) F) E(AC) e) ETA DAT + EJD 


/ 2. Resolver la siguiente ecuación matricial para a, b, e y d. 


a=b b+c Ñ 8 1 
3d+c 2a-4dl 17 6 


3. Considerar las matrices. 
0 1 $5 ] 
A id pa GE ade 
EU O A A A ¡IAS 
| lol 3.24 4 1 3 
Calcular lo siguiente (en caso de ser posible). 
a) D+E b)D-E c) 5A dd 10 
e) 2B-C £) 4E-2D 2) -A(D+2E)  hA-A 
1) tr(D) Y tr(D-3E) k) 4 tr(7B) Ly tr(4) 
4. Con las matrices del ejercicio 3, calcular lo siguiente (en caso de ser posible). 
a) 24*+C b) DT - E” ce) (D-EyY d) B"+5C" 
e) 3C* — 4 f) B-B" 8g)2E7- 3D" HQET=3D*y 
5. Usar las matrices del ejercicio 3 para calcular lo siguiente (en caso de ser posible). 
a) AB b) BA c) (3E)D d) (ABIJC 
e) A(BC) f) CC? 2) (DAY h) (CBA? 


1) tr(DD?) 3) tr(4E7 — D) K)tr(C747+2E") 


A A a rr AG AG AA ID A AI PTA 
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6. Mediante las matrices del ejercicio 3, calcular lo siguiente (en caso de ser posible). 


a) (QD7 — E)JA b) (4B)JC + 2B Cc) (—ACY + 5D" 
d) (BAT -2Cy” e) BUCCT-—A7A) £) DE” — (EDy" 


7. Sean 
3 -—2 7 6 -—2 4 
A=1|6 S) 4 y B=|0 l 3 
0 9 7 e 5 


Con el método del ejemplo 7, encontrar 
a) el primer renglón de 4B, Cc) la segunda columna de 4B, e) el tercer renglón de A4, y 
b) el tercer renglón de 4B,  d) la primera columna de BA, f) la tercera columna de 44. 


8. Sean A y B las matrices del ejercicio 7. 
a) Expresar cada matriz columna de AB como una combinación lineal de las matrices 
columna de 4. 
b) Expresar cada matriz columna de BA como una combinación lineal de las matrices 
columna de B. 


9. Sean 
Gn 4 2 in 
421 42n 
Y=ÍY: Ya “00 ym] y A=| - ; 
A 1 A m2 a 


Demostrar que el producto yA se puede expresar como una combinación lineal de las 
matrices renglón de A con los coeficientes escalares de y. 


10. Sean A y B las matrices del ejercicio 7. 
a) Usar el resultado del ejercicio 9 para expresar cada matriz renglón de AB como una 
combinación lineal de las matrices renglón de B. 
b) Con el resultado del ejercicio 9 expresar cada matriz renglón de BA como una com- 
binación lineal de las matrices renglón de A. 


11. Sean C, D y E las matrices del ejercicio 3. Efectuando el menor número de cálculos 
posible, determinar el elemento en el renglón 2 y en la columna 3 de C(DE). 


12. a) Demostrar que si AB y BA están definidos, entonces AB y BA son matrices cua- 
dradas. 
b) Demostrar que si A es una matriz m X n y A(BA) está definido, entonces B es una 
matriz n X m. 


13. En cada inciso determinar las matrices A, x y b que expresen el sistema de ecuaciones 
lineales dado como una simple ecuación matricial Ax = b. 


a) 2x,-3x+5x= 7 b) 4x, =Ixy FF x=1 
x¡ + 5x, + 4x, = 0 2 =D Xx4=0 


3x2 — x3+7x=2 


14. En cada inciso expresar la ecuación matricial como un sistema de ecuaciones lineales. 


EIA SAN RA, al UA ME Ai Dd A A A a 
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a S =2 
7 sl X, 2 a 
a) 4 3 Xa | es] b) 
3 
=z l pes 4 
Y 


entonces AB se puede expresar como 


— —= —= — mom e a A A e a A o kn 


AB= E + AB) 1 A11B, | 


ea ty O 


<= = E 
SS > 0 


ta 


en el supuesto de que los tamaños de las submatrices A y B sean tales que las 
operaciones indicadas se puedan efectuar. Este método para multiplicar matrices - 
divididas se denomina multiplicación en bloque. En cada inciso, calcular el producto 
por medio de multiplicación en bloque. Comprobar los resultados multiplicando direc- 


tamente. V 
E RA E E dE 
| > O l-3 5; 
a o o BE 
l 5 1 6 ] 
0 3 | 
4 
| 2 l 
—1 2 ] Ú ! 
RÁ ln e 5 
b) 4 = O —3 4 21, B = 7-1 
l 5 6ai1lb —— e========- aa 
! 0 3 13 


16. Adaptar el método del ejercicio 15 para calcular los siguientes productos mediante 


multiplicación en bloque. 


E 2 
er tesis 0 3 
| b 
E B o 4) 4 E o 
AS 1 
Lo 0 01.0 0 3 
o 1. o. o 0|- 4 
cepo o 1 0 of1._s 
0. 0. 0: 2.0 a) 
0 0. 01-1 3 1 6 


17. En cada inciso, determinar si la multiplicación en bloque se puede usar para calcular 
AB a partir de las particiones dadas. En caso afirmativo, calcular el producto mediante 


multiplicación en bloque. 


i Z | 

21.2. 1015 | 

| 30.50 

a) Á == 0 NE 5 B = le ES 
E CS 0 | 

; 
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18. a) Demostrar que si 4 contiene un renglón de ceros y B es cualquier matriz para la que 
AB está definido, entonces AB también contiene un renglón de ceros. 
b) Encontrar un resultado semejante, pero respecto a una columna de ceros. 


19. Sea A cualquier matriz m X n y sea O la matriz m X n, cada uno de cuyos elemento es 
cero. Demostrar que si k4 = 0, entoncesk=004=0). 


20. Sea 7 la matriz n X n cuyo elemento en el renglón ¡ y en la columna y es 


11 sl pj 
O si ¡Aj 
Demostrar que AI = IA = A para toda matriz 4 n X n. 


21. En cada inciso, encontrar una matriz [a,] 6 X 6 que cumpla la condición que se 
establece. Hacer que las respuestas sean lo más generales posible usando letras en vez 
de números específicos para denotar los elementos diferentes de cero. 


a)a,=0 si ¡Xj (b)aj,=0 si ¡>j (c)a,=0 si ¡<j  (d) a,¿=0 si i=j>1 


22. Encontrar una matriz A = [a,] de 4 x 4 cuyos elementos cumplan la condición que se 
establece. 


o ] l si li-jj>1 
a) a,¡=i5+ b) a, =84 7! Cc) a, = . 
á z ) di Lo si li=7]<1 
23. Demostrar lo siguiente: S1 4 es una matriz m X n, entonces 
tr(447) = tr(474) =s 
donde s es la suma de los cuadrados de los elementos de A. 


24. Usando el resultado del ejercicio 23, demostrar lo siguiente. 
a) Si A es una matriz m X n tal que 447=0 0 474 =0, entonces A =0. 
b) Si A es una matriz n X n tal que A = 4Í y 4? =0, entonces A = 0. 





1.4 INVERSAS; REGLAS DE LA ARITMÉTICA DE MATRICES 





En esta sección se analizarán algunas propiedades de las operaciones aritméticas 
sobre matrices. Se verá que muchas de las reglas básicas de la aritmética de los 


números reales también se cumplen para matrices, aunque unas cuantas no. 


APA Al Me ic RRA CAR ÍA O A e Lo od im lo od A Cb o A ur 
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PROPIEDADES 
DE LAS 
OPERACIONES 
CON MATRICES 


Para números reales a y b siempre se tiene que ab = ba, lo cual se denomina ley 
conmutativa de la multiplicación. Para matrices, sin embargo, 4B y BA no ne- 
cesariamente son iguales. Es posible que la igualdad no se cumpla debido a tres 
razones. Puede suceder, por ejemplo, que 46 esté definido pero que BA no. Este es 
el caso si A es una matriz 2 X 3 y B es una matriz 3 X 4. También, puede suceder 
que AB y BA estén definidos aunque sean de tamaños distintos. Esta es la 
situación si 4 es una matriz 2 X 3 y B es una matriz 3 X 2. Finalmente, como se 
muestra en el ejemplo 1, se puede tener 45 % BA inclusive si tanto 4B como BA 
están definidos y son del mismo tamaño. 


Ejemplo 1 Considerar las matrices 


Así. ABÉ BA. A 


Aunque la ley conmutativa de la multiplicación no es válida en aritmética 
matricial, muchas leyes conocidas de la aritmética son válidas para matrices. En el 
siguiente teorema se resumen algunas de las más importantes, así como sus deno- 
minaciones. 


Teorema 1.4.1. Suponiendo que los tamaños de las matrices son tales que las 
operaciones indicadas se pueden efectuar, entonces son válidas las siguientes 
reglas de aritmética matricial. 


a) A+ B=B>+A (Ley conmutativa de la adición) 

BY AF(B+4C)=(4+ B)+C (Ley asociativa de la adición) 

Cc) ABC) = (AB)C (Ley asociativa de la multiplicación) 
d) A(B+C)=AB+AC (Ley distributiva por la izquierda) 
e) (B+ CA = BA + CA (Ley distributiva por la derecha) 

FP) A(B-C)=AB-AC Jj) (a+ HDC=aC+bBC 

2) (8 - C)A= BA -— CA K) (a=b)]JC=aC-bC 

hy a(B+ C)=aB+aC Py atbC) = (ab) 

¡y a(B=C)=aB-=aC m) a(BC) = (aBIC = B(aC) 





Para probar las igualdades de este teorema es necesario demostrar que la matriz 
del miembro izquierdo es del mismo tamaño que la matriz del miembro derecho y 
que los elementos correspondientes en ambos miembros son iguales. Con excep- 
ción de la ley asociativa del inciso c), todas las demostraciones siguen el mismo 


A 
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patrón general. Como ilustración, se demostrará el inciso d). La demostración de 
la ley asociativa, que es más complicada, se esboza en los ejercicios. 


Demostración de d). Es necesario demostrar que 4(B + C) y AB + AC son del 
mismo tamaño y que los elementos correspondientes son iguales. Para formar 4(5 
+ C), las matrices B y C deben ser del mismo tamaño, por ejemplo m X n, y 
entonces la matriz 4 debe tener m columnas, de modo que su tamaño debe ser de 
la forma r X m. Con lo anterior, se tiene que 4(B + C) es una matriz r X n. Se 
concluye que 4B + AC también es una matriz r X n y, en consecuencia, 4(B + C) 
y AB + AC son del mismo tamaño. 

Suponer que A = [a,,, B = [b,/ y C = [c,]J. Se quiere demostrar que los 
elementos correspondientes de 4(8 + C) y AB + AC son iguales; es decir, que 


[AB + C)],, =[4B + AC], 


para todos los valores de ¡ y j. Pero por las definiciones de adición y multiplicación 
de matrices se tiene 


[A(B + C)l,, = a (b,,+ C1;) ES aj kb; O O y AiO y Cu) 
= (a,b, ,+ 42D, +... + A iy y 3) + (9,¡Cy ¡+ Aj2Caj 74 "0 A Ajo C py 5) 
5 [AB |,, + [4C;;] =[AB + AC |, Ll 


OBSERVACIÓN. Aunque las operaciones de adición y multiplicación de matrices 
se definieron para pares de matrices, las leyes asociativas b) y c) permiten denotar 
sumas y productos de tres matrices como A + B + C y ABC sin introducir ningún 
paréntesis. Lo anterior se justifica por el hecho de que sin importar cómo se 
introducen paréntesis, las leyes asociativas garantizan la obtención del mismo 
resultado final. En general, dados cualquier suma o producto de matrices, en las 
expresiones se pueden introducir o eliminar pares de paréntesis sin afectar el 
resultado final. 


Ejemplo 2 Como ilustración de la ley asociativa de la multiplicación de matrices, 


considerar 
a e 4 3 
A=|3 4 pl: á ji d 
0 1 3 
Entonces 
L 2 añ 8 $5 
AB=1|3 4 B > 20 13 y Bo= |: 3h ol d 
o 1 > 0 2 FI Z 3 4 3 
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MATRICES 
CERO 


Por tanto, 8 5 id ls 15 
(ABJC=|20 13 P x =|46 39 
2 1 4 3 


1 21 18 15 
a E 4 5 spa 46 39 


[o 1 


de modo que (45)C = A(BC), como garantiza el teorema 1.4.1c. A 


Una matriz que tiene todos sus elemento iguales a cero, como 


[0] 


san E us PU cmo E 


se denomina matriz cero. Una matriz cero se denotará por 0; si es importante 
destacar el tamaño, se escribirá O, ... para denotar la matriz cero m X h. 


S1 4 es cualquier matriz y 0 es la matriz cero del mismo tamaño que A, resulta 
evidente que 4 + 0 = 0 +4 =4. La matriz O desempeña casi la misma función en 
estas ecuaciones matriciales que la desempeñada por el número O en las ecua- 
ciones numéricas a+0=0+a=a. 

Como ya se sabe que algunas de las reglas de la aritmética para los números 
reales no se cumplen en la aritmética matricial, sería temerario asumir que todas 
las propiedades del número real cero se cumplen para las matrices cero. Por 
ejemplo, considerar los dos resultados normales siguientes de la aritmética para 
los números reales. 


e Siab= ac y a= 0, entonces b =c. (Esto se denomina ley de cancelación.) 
* Si ad=0 entonces por lo menos uno de los factores del miembro izquierdo 


es cero. 


Como se muestra en el siguiente ejemplo, en general los resultados correspon- 
dientes no son ciertos en aritmética matricial. 


Ejemplo 3 Considerar las matrices 


A A a AE EC CI II ci li al A cr A A Aa 


MATRICES 
IDENTIDAD 


AS 
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Aquí 3.4 
AB=AC= 


Aunque A % 0, es incorrecto cancelar la 4 en ambos miembros de la ecuación 46 
= AC y escribir B = C. Así, la ley de cancelación no se cumple para maírices. 
También, 4D =0, aunque 4 *0yDxXx0. A 


A pesar del ejemplo anterior, existen varias propiedades conocidas de número 
real O que se cumplen en las matrices cero. Algunas de las más importantes se 
resumen en el siguiente teorema. Las demostraciones se dejan como ejercicio. 


Teorema 1.4.2. Si se supone que los tamaños de las matrices son tales que es 
posible efectuar las operaciones que se indican, las siguientes reglas de 
aritmética matricial son válidas. 


a) ÁFO=0+A=A 
bDA=A=0 

Cc) O-A= -Á 

dy) A0=0; 04=0 





De especial interés son las matrices cuadradas que tienen unos en la diagonal 
principal y ceros fuera de ésta, como 


1 0 

I0.0 Ey 

Ea 0 10 A etcétera 

0 1| rl 0.0.1.0 
0.000 1 


Una matriz de esta forma se denomina matriz identidad y se denota por /. Si es 
importante recalcar el tamaño, se escribirá /,, para denotar la matriz identidad n x ». 
Si A es una matriz m X n, entonces, como se ilustra en el siguiente ejemplo, 


Así, en aritmética matricial la matriz identidad juega un papel bastante semejante 
al que desempeña el número 1 en las relaciones numéricas a: 1=1-:a=a. 


Ejemplo 4 Considerar la matriz 


í 
41 Gp 4y 
A = 
42; dar 4 


pd ll 0% 4% 4) 41 jp 4013 P 
24 = | = = 
0 1]||%1 4d 4) 431 42 dz 


Entonces 


E 
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INVERSA DE UNA 
MATRIZ 


1 


| 11. 0-0 ó 
O E A la Aa dal d 


Como se muestra en el siguiente teorema, las matrices identidad surgen de 
manera natural en el estudio de formas escalonadas reducidas de matrices 
cuadradas. 


Teorema 1.4.3. Si R es la forma escalonada reducida de una matriz A de n X 


n, entonces R tiene un renglón de ceros, o bien, R es la matriz identidad Ly 





Demostración. —Suponer que la forma escalonada reducida de 4 es 


Entonces sucede que el ultimo renglón de esta matriz está integrado comple- 
tamente de ceros o no lo está. En caso de que no lo esté, la matriz no contiene 
renglones cero y. en consecuencia, cada uno de los » renglones contiene un 
clemento principal igual a 1. Como estos unos principales aparecen progresi- 
vamente cada vez más lejos hacia la derecha a medida que la matriz se 
recorre hacia abajo, cada uno de estos unos debe aparecer en la diagonal prin- 
cipal. Ya que los demás elementos en la misma columna de uno de los unos 
principales son cero, entonces [* debe ser /,. Así, R tiene un renglón de ceros, 
obien,R=1,.[] 






Definición. Si 4 es una matriz cuadrada y si se puede encontrar una 
matriz B del mismo tamaño tal que 4B = BA = /, entonces se dice que Á es 
invertible y B se denomina una inversa de A. 


Ejemplo 5 La matriz 


7 == 
B = | es una inversa de A = , d 
2 | 3 


ya que 
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SIA DE 


Ejemplo 6 La matriz 


1.4.0 
A=|2 5 0 
3560 
no es invertible. Para ver por qué, sea 
by bD1 b13 
B=|b3 bs ba 
b3 b3, b33 


cualquier matriz 3 X 3. La tercera columna de BA es 


by br) by3 0 0 


ba bz b23|p0 0 
by Dx) by, 0 0 
Así, 
10.0 
BAFI=|0 1 O A 
0 0 1 
PROPIEDADES Es razonable preguntar si una matriz invertible puede tener más de una inversa. El 
DE LAS siguiente teorema muestra que la respuesta es no: una matriz invertible tiene 
INVERSAS exactamente una inversa. 





Demostración. Yaque B es una inversa de 4, se tiene que BA =1. Al multiplicar 
ambos miembros por la derecha por C se obtiene (B4)C = IC = C. Pero (B4)C = 
B(AC) = BI = B, de modo que C=B. [|] 


Como una consecuencia de este importante resultado, ahora es posible hablar 
de "la" inversa de una matriz invertible. Si 4 es invertible, entonces su inversa se 
denota por el símbolo 47!. Así, 


AA ==] y A al 


A ON A SN 
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La inversa de 41 tiene en ariimética matricial casi la misma función que el 
recíproco a”? juega en las relaciones numéricas aa”! =1ya7la=1. 

En la siguiente sección se desarrollará un método para determinar inversas de 
matrices invertibles de cualquier tamaño; sin embargo, el siguiente teorema 
establece condiciones bajo las cuales una matriz 2 X 2 es invertibie y proporciona 
una fórmula sencilla para encontrar la inversa. 


Teorema 1.4.5. La matriz 


qa a b 
: cd 


es invertible si ad — bc % 0, en cuyo caso la inversa está definida por la 


fórmula 


de | d 
ad — bel —c 


t 





Demostración. Se deja para el lector la comprobación de que 447! =1, y 47 lA 


=b. D 


¡ Teorema 1.4.6. Sí A y B son matrices invertibles del mismo tamaño, entonces 


ay AB es invertible. 
Hp AB era 





Demostración. Si se puede demostrar que (481871475) = (BUT LDAB) = 1, 
entonces se habrá demostrado simultáneamente que la matriz 4B es invertible y 
que (4B)7? = B71471. Pero (4BXB7147)) = A(BBM47? = 4147 =A4471=1 
Con un razonamiento semejante se demuestra que (B7147M4B)=1. 


Aunque este resultado no se demostrará, se puede extender para incluir tres o 
más factores: es decir, 


Un producto de cualquier número de matrices invertibles es invertible, y la 





inversa del producto es el producto de las inversas en orden invertido. 


Ejemplo 7 Considerar las matrices 


2 3 2 
A= B = ala 
Lo 3 E. 9 8 





POTENCIAS DE 
UNA MATRIZ 
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Aplicando la fórmula del Teorema 1.4.5, se obtiene 


20) ll 
Ar : 1 3 
Su] 1] 1 3 

También, 
A Sl 3 al 4 4 
=1 3-1 1) -3 2 


Por consiguiente, (4B)”? = B71471, como garantiza el teorema 1.4.6. A 


A continuación se definirán las potencias de una matriz cuadrada y se analizarán 
sus propiedades. 


Definición. Si 4 es una matriz cuadrada, entonces las potencias enteras no ne- 
gativas de 4 se definen como 


A" =AÁAA::Á 
AA 
n factores 


(n > 0) 


| 4-1! 


Además, si 4 es invertible, entonces las potencias enteras negativas de 4 se 
definen como 


ASMELA US ASAS A 
A a 


| n factores 





Debido a que esta definición es paralela a la de los números reales, se cumplen las 
leyes usuales de los exponentes. (Se omiten los detalles.) 


Teorema 1.4.7. Si 4 es una matriz cuadrada y r y s son enteros, entonces 


A AS pan qn (A0y no AP | 


El siguiente teorema establece algunas propiedades importantes de los expo- 
nentes negativos. 








Teorema 1.4.8. Si 4 es una matriz invertible, entonces 


b) A" es invertible y (407 *=(4 Y poean=0,1,2, 


y] 


c) Para cualquier escalar k diferente de cero ía matriz £A es invertible 


y (AJA = art Ñ 
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Demostración 
a) Como 447! =A4714=1 la matriz 47? es invertible y (471)! =4, 
by Este inciso se deja como ejercicio. 


c) Si k es cualquier escalar diferente de cero, entonces por los resultados /) y mm) 
del teorema 1.4.1 es posible escribir 


1, Y_1 EN == (1)/ = 
af ) zan (ras (D)/=1 


De manera semejante, (Pa47) (KA) = 1 de modo que XA es invertible y (k4)”! = LA da 


Ejemplo 8 Sean A y 47? como en el ejemplo 7; es decir, 


AN 
l 
| 
Uy  N2 
e 

a 
| 
Il 
Pp 
| 
— Y) 
— hb 
Lino 


Entonces 
A E 11 30 
¡An —= = 
1 3]|1 3]|1 3 I5 41 
3 -=2|| 3 -2|f| 3 -2 41 —30 
=3 rap E 
E: E A A ¿ Mes Pla 


EXPRESIONES Si A es una matriz cuadrada, por ejemplo m X 7n, y si 

POLINÓMICAS 

EN QUE PSA) FAR SS e (1) 
APARECEN 

MATRICES es cualquier polinomio,, entonces se define 


plA)=aJ + a d+: +a, A 


donde / es la matriz identidad m X m. En palabras, p(4) es la matriz m X m que 
se obtiene cuando 4 se sustituye por x en (1) y a, se reemplaza por aj. 


Ejemplo 9 Si 


po) =2x?-3x+4 y A = 


entonces 


=24-34+41=2| 2, E E 
O E E E E 


AE 





PROPIEDADES 
DE LA 
TRANSPUESTA 


VR pac at li PT iS e A O cr A It — 
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En el siguiente teorema se enumeran las propiedades más importantes de la ope- 
ración de transposición. 


Teorema 1.4.9. Si los tamaños de las matrices son tales que se pueden efectuar 
las operaciones planteadas, entonces 


ay (4d) = 


b) (4 + By = ed TS BT y (A4A=BY =A*=B" 
C) (KA) =kA*, donde k es Ed po 


dy (AB =BTA (AN 





Considerando que al transponer una matriz se intercambian sus renglones y 
sus columnas, los incisos a), b) y c) deben ser evidentes. Por ejemplo, en el inciso 
a) se establece que al intercambiar renglones y columnas dos veces la matriz per- 
manece sin modificar; en el inciso b) se afirma que al sumar y luego intercambiar 
renglones y columnas se obtiene el mismo resultado que cuando primero se 
intercambian renglones y columnas y luego se suma, y en el inciso c) se establece 
que al multiplicar por un escalar y luego intercambiar renglones y columnas se ob- 
tiene el mismo resultado que si primero se intercambian renglones y columnas y 
luego se multiplica por un escalar. El inciso (4) no es tan evidente, por lo que se 
demostrará. 


Demostración de d). Sean 
A [a;; La XxX? y NE [ ee 1, X n 


de modo que es posible formar los dos productos 4B y B*4*. Se deja para el lector 
comprobar que (45) y B?4% son del mismo tamaño; a saber, que son n X m. Así, 
queda por demostrar que los elementos correspondientes de (4B)! y B*4* son los 
mismos; es decir, 


(148) ) (Ar (2) 


Y 


Al aplicar la fórmula (8) de la sección 1.3 al miembro izquierdo de esta ecuación y 
usar la definición de multiplicación de matrices, se obtiene 


((48)) =(48),=a,b,+0,2b3,+=>=+ a,b, (3) 


Jer 
tl] 


Para evaluar el miembro derecho de (2) es conveniente que a; ¡dl bp”, ¡ Jenoten los ij- 
ésimos elementos de 47 y B*. respectivamente, de modo que 


poo ¡KO 
4;;= 4; y bi; = b,, 


Con base en estas relaciones y la definición de multiplicación de matrices se 
obtiene 


TO EA pro o ia Do ad a e 
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INVERTIBILIDAD 
DE UNA 
TRANSPUESTA 





(BAP), =bi01, + bj2a7, +00 + +b;a, 


ire] 
a D,,4; 23 D3¡4;) O D,: Aj 
S 41D, as 42D), A > AD, 


Lo anterior, junto con (3), demuestra (2). [| 


Aunque no se demostrará este hecho, el inciso 4) del teorema se puede 
extender para incluir tres o más factores; es decir, 


La transpuesta de un producto de cualquier número de matrices es igual al 
producto de sus transpuestas en orden invertido. 


OBSERVACIÓN. —Nótese la semejanza entre este resultado y el resultado, que está 
a continuación del teorema 1.4.6, respecto a la inversa de un producto de matrices. 


El siguiente teorema establece una relación entre la inversa de una matriz in- 
vertible y la inversa de su transpuesta. 


Teorema 1.4.10. Si 4 es una matriz invertible, entonces A* también es inver- 
tible y 


Ayi= (ay? (4) 





Demostración. Se puede probar la invertibilidad de A? y obtener (4) al 
demostrar que 


AUS SAS I 
Pero por el inciso d) del teorema 1.4.9 y el hecho de que I' =], se tiene 


ANA TA RR 
(A + A IO E a O 


con lo que se completa la demostración. [] 


Ejemplo 10 Considerar las matrices 


=5 -3 | -S 2 
= Az 
e e ia E 
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Como garantiza el teorema 1.4.10, estas matrices satisfacen la fórmula (4). A 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 1.4 


1. Sean 
2 —1 3 g8 -—3 -—5 0 — 3 
4A:= 0 4 Mola B=1|0 l 2d C=b1 41, a = 4, b= -7 
2 l 4 4 —7 6 3 9 


Demostrar que 


a) A+ (B+ C)=(4+ B)+C b) (4B)JC = A(BC) c) la+ bIC=aC+bC 
d) a(B-C)=aB= aC 


2. Usando las matrices y los escalares del ejercicio 1, demostrar que 


a) a(BC) = (aB)C = B(aC) b) AB-C)=AB-AC c)(B+C)4A=BA+CA 
d) a(bC) = (ab)C 


3. Usando las matrices y los escalares del ejercicio 1, demostrar que 
a) (41) =A4 b) (A+BY=4AT4+BT> 0) (aCy=aCT" d)(4B)"=B"A" 


4. Usar el teorema 1.4.5 para calcular las inversas de las siguientes matrices 


del a 2 0 
ci E ¡De 
Ba lod ls 


5. Comprobar que las tres matrices 4, B y C del ejercicio 4 satisfacen las relaciones 
AB = BA ABO) 2 C ABRAS 


6. Sean A y B matrices cuadradas del mismo tamaño. ¿(ABY = 4?B? es una igualdad ma- 
tricial válida? Justificar la respuesta. 


7. En cada inciso, usar la información dada para encontrar A. 


E a IS 
SS | l -2 


| =3 —]l =1 2 
$ x= 1 
Cc) (54?) -| p z d) (1+24) >| 4 a 


| 8. Sea A la matriz 


2 0 
4 1 
Calcular 45, 473 y A? — 24 +1 


0 Sea A la matriz 


e e NO A A NE A 


224526 
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10. 


J11. 


12. 


13. 


14. 


IS; 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


En cada inciso, determinar p(4). 
a) pO)=x-2  b)pxa)=2x—x+1 Cc) p(x)=x3 —2x +4 


Sean p,(x) =x, — 9, p(x)=x +3 y py (x)=x - 3, 
a) Demostrar que p,(4) = p,(4)p,(4) para la matriz A del ejercicio 9. 
b) Demostrar que p, (4) = p(A)p,(4) para cualquier matriz cuadrada A. 


Encontrar la inversa de 
cosó  senó 
—senf cos 
a) Encontrar matrices A y B 2 X 2 tales que (4 + BY + 4?*+24B + B*. 
b) Demostrar que si 4 y B son matrices cuadradas tales que AB = BA, entonces 
(A+ BY = 4? + 24B + B* 


c) Encontrar un desarrollo de (A + By que sea válido para todas las matrices cuadra- 
das A y B del mismo tamaño. 


Considerar la matriz 
Mi CO Us 
O a» 0 0 
A= 
0 0 0 4 0 
donde a,,a,, a, % 0. Demostrar que 1 es invertible y encontrar su inversa. 
nn 
Demostrar que si una matriz cuadrada A satisface 4? — 34 + I= 0, entonces 47?! = 3] 


— A. 


a) Demostrar que una matriz con un renglón de ceros no puede tener inversa. 
b) Demostrar que una matriz con una columna de ceros no puede tener inversa. 


La suma de dos matrices invertibles, ¿necesariamente es invertible? 


Sean A y B matrices cuadradas tales que 4B = 0. Demostrar que si Á es invertible, 
entonces B = 0. 


En el teorema 1.4.2, ¿por qué el inciso d) no se escribió como 40 = 0 = 04? 


La ecuación real a? = 1 tiene exactamente dos soluciones. Encontrar por lo menos ocho 
matrices diferentes 3 Xx 3 que cumplan la ecuación matricial An L,. [Sugerencia. 
Buscar soluciones en las que todos los elementos fuera de la diagonal principal sean 
iguales a cero. ] 


a) Encontrar una matriz A 3 Xx 3 diferente de cero tal que AT=A. 
b) Encontrar una matriz A 3 X 3 diferente de cero tal que Al=-A. 
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cl E dl yr 5 AN Ni 

y + a Lal q o o? 
E A A 
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21. Una matriz cuadrada A se denomina simétrica si 4% = 4 y antisimétrica es Al = —A. 
Demostrar que si B es una matriz cuadrada, entonces 
a) BB? y B+ B? son simétricas. b) B-— BY es antisimétrica. 


22. Si 4 es una matriz cuadrada y rn es un entero positivo, ¿es cierto que (AE ANO 
Justificar la respuesta. 


23. Sea A la matriz 
1.0 1 
l 10 
0 
Determinar si A es invertible y, en caso afirmativo, encontrar su inversa. [Sugerencia. 
Resolver AX = / igualando los elementos correspondientes de ambos miembros. ] 


24. Demostrar lo siguiente: 
a) Inciso b) del teorema 1.4.1. b) Inciso ¿) del teorema 1.4.1. Cc) Inciso m) del teore- 
ma 1.4.1. 


25. Aplicar los incisos d) y m) del teorema 1.4.1 a las matrices 4, B y (—1)C para obtener 
el resultado del inciso f). 


26. Demostrar el teorema 1.4.2. 


27. Considerar las leyes de los exponentes 44? = 4% y (4 =4”. 
a) Demostrar que si 4 es cualquier matriz cuadrada, entonces estas leyes son válidas 
para todos los valores enteros no negativos de r y s. 
b) Demostrar que si 4 es invertible, entonces estas leyes son válidas para todos los 
valores enteros negativos de r y s. 


28. Demostrar que si 4 es invertible y k es cualquier escalar diferente de cero, entonces 
(KAY = k” 4” para todos los valores enteros de n. 


29. a) Demostrar que sí A es invertible y 4B = AC, entonces B = C. 
b) Explicar por qué el inciso a) y el ejemplo 3 no se contradicen entre sí. 


30. Demostrar el inciso c) del teorema 1.4.1. [Sugerencia. Suponer que A es m X n, que B 
esn X p y que Ces p X q. El ¿j-ésimo elemento en el miembro izquierdo es l,, =4, 
BG Ha BO, +7 *+a BC Y el ¡j-ésimo elemento en el miembro derecho es Y, 
0 AR + AB ic, Comprobar que /,,= Fs) 





1.5 MATRICES ELEMENTALES Y UN MÉTODO PARA DETERMINAR A-—1 


En esta sección se obtendrá un algoritmo para determinar la inversa de una 
matriz invertible y se analizarán algunas propiedades básicas de las matrices in- 
vertibles. 
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MATRICES Definición. Una matriz 1 X n se denomina matriz elemental sí se puede obtener 
ELEMENTALES a partir de la matriz identidad /, n X n al efectuar una sola operación elemental | 
| en los renglones. 





Ejemplo Í A continuación se muestran cuatro matrices elementales y las opera- 
ciones con que se obtuvieron. 


0 


SS LD 0 EA 
O O 
Oo —. o 


0 
0 
l 





Intercambiar los Sumar 3 veces el tercer 





Multiplicar por 
—3 el segundo 
renglón de £> 


Multiplicar por 
l el primer 
renglón de £ 


| renglones segundo y renglón de /, al primer 
cuarto de / 4 renglón 





Cuando una matriz 4 se multiplica por la izquierda por una matriz elemental £-, 
el efecto es efectuar una operación elemental en los renglones de 4. Este es el contenido 
del siguiente teorema, cuya demostración se deja como ejercicio para el lector. 


Teorema 1.5.1. Si la matriz elemental E resulta de la ejecución de ciertas 
operaciones en los renglones de 1, y si A es una matriz m X n, entonces el 


producto EA es la matriz que se obtiene cuando la misma operación en los 
renglones se efectúa en A. 





Ejemplo 2 Considerar la matriz 


pa 
l 

0) 
| 

w 


y considerar la matriz elemental 


5) 
! 
o 


1 0 Z 3 
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que es precisamente la misma matriz que se obtiene al sumar 3 veces el primer 
renglón de A al tercer renglón. A 


OBSERVACIÓN. El teorema 1.5.1 reviste esencialmente interés teórico y será usado 
para obtener algunos resultados sobre matrices y sistemas de ecuaciones lineales. 
Desde un punto de vista de esfuerzo de cómputo, es preferible efectuar operaciones 
en los renglones directamente, en vez de multiplicar por la izquierda por una 
matriz elemental. 


Si una operación elemental en los renglones se ejecuta en una matriz ele- 
mental / para obtener una matriz elemental E, entonces existe una segunda ope- 
ración en los renglones que, al ser efectuada en E, produce nuevamente /. Por 
ejemplo, si £ se obtiene al multiplicar el ¡-ésimo renglón de / por una constante c 
diferente de cero, entonces / se puede recuperar si el ¡-ésimo renglón de E se mul- 
tiplica por 1/c. En la tabla 1 se enumeran las diversas posibilidades. 


TABLA 1 






de E que reproducen / 


Las operaciones en la columna derecha de la tabla se denominan operaciones 
inversas de las operaciones correspondientes en la columna izquierda. 







Ejemplo 3 En cada una de las siguientes situaciones se efectuó una operación 
elemental en un renglón de la matriz identidad 2 X 2 para obtener una matriz ele- 
mental £, y luego E se convirtió en la matriz identidad mediante la operación 
inversa en el mismo renglón. 


. ! 1.0 
— : ———> 
O 1 O 7 0 
Multiplicar por 7 el segun- Multiplicar por 1/7 el se- 
do renglón. gundo renglón. 


TN uz 
A 


78 / Sistemas de ecuaciones lineales y matrices 


Intercambiar los renglones 
primero y segundo. 





Intercambiar los renglones 
primero y segundo. 


Sumar 5 veces el segundo Sumar —5 veces el segun- 
renglón al primero. do rengión al primero. 





El siguiente teorema establece una propiedad importante de las matrices ele- 
mentales. | 


Teorema 1.5.2. Toda matriz elemental es invertible, y la inversa también es 


una matriz elemental. 





Demostración. —Si E es una matriz elemental, entonces £ se obtiene al efectuar 
algunas operaciones en los renglones de /. Sea £, la matriz que se obtiene cuando 
la inversa de esta operación se efectúa en /. Al aplicar el teorema 1.5.1 y usando el 
hecho de que las operaciones inversas en los renglones cancelan mutuamente su 
efecto, se concluye que 


EJE =1 y EE, =1 


Así, la matriz elemental £, es la inversa de £. B 


El siguiente teorema establece algunas relaciones fundamentales entre in- 
vertibilidad, sistemas lineales homogéneos, formas escalonadas reducidas y matri- 
ces elementales. Estos resultados son extremadamente importantes y se usarán 
muchas veces en secciones ulteriores. 





Teorema 1.5.3, Si A es una matriz n X n, entonces las siguientes proposiciones 
son equivalentes; es decir, todas son verdaderas o todas son falsas. 

a) Á es invertible. 

bY Ax =0 sólo tiene la solución trivial. 

c) La forma escalonada reducida de Á es l,,. 

d) A se puede expresar como un producto de matrices elementales. 








Demostración. Se demostrará la equivalencia estableciendo la cadena de 
implicaciones a>b>c=>d> ad. 


a => b: Suponer que 4 es invertible y sea xy cualquier solución de Ax = 0; así, Ax, 
= (). Al multiplicar ambos miembros de esta ecuación por la matriz A 71 se obtiene 
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ATUAxp) = 470, o (4714)x, = 0, o lx, = 0, o xy = 0. Por tanto, Ax, = 0 sólo 
tiene la solución trivial. 


b=><c: Sea Ax =0 la forma matricial del sistema 


o a e e 


4s¡X] + AX) + e + Ary Xn =0 (1) 


AA eS AuAXz q E Urankn + 0 


y suponer que el sistema sólo tiene la solución trivial. Si el sistema se resuelve por 
eliminación de Gauss-Jordan, entonces el sistema de ecuaciones correspondiente a 
la forma escalonada reducida de la matriz aumentada es 


Xx =0 
x =0 
ó (2) 
Xp =0 
Así, la matriz aumentada 

di 41 Ain 0 

41 4 Az Ú 

Ant An o. Ann 0 


de (1) se puede reducir a la matriz aumentada 


1.0.0 0 0 
0 1.0 0-0 
0 0 1 0 0 
0.000 -*+ 1 0 


de (2) por medio de una sucesión de operaciones elementales en los renglones. Si 
en cada una de estas matrices se elimina la última columna (de ceros), se puede 
concluir que la forma escalonada reducida de 4 es 7, 


c => d: Suponer que la forma escalonada reducida de A es 7, de modo que A se 
puede reducir a /, mediante una sucesión finita de operaciones elementales en los 
renglones. Por el teorema 1.5.1, cada una de las operaciones se puede efectuar 


$0 / Sistemas de ecuaciones lineales y matrices 


EQUIVALENCIA 
POR 
RENGLONES 


UN MÉTODO 
PARA INVERTIR 
MATRICES 


a A A A A A A A A TA a 1 1 
pu a A O a a a o cr am E 
€ 


multiplicando por la izquierda por una matriz elemental idónea. Así, es posible 


hallar matrices elementales E, E», ...., E, tales que 
Ej EJE Á=1, (3) 
Por el teorema 1.5.2. las matrices elementales £,, E... ., Ez Son invertibles. Al 
multiplicar por la izquierda ambos miembros de la ecuación (3) sucesivamente por 
E EJ! Ef! se obtiene 
A A O E O DA (4) 


Por el teorema 1.5.2, esta ecuación expresa 4 como un producto de matrices 
elementales. 


d => a: Si A es un producto de matrices elementales, entonces por los teoremas 
1.4.6 y 1.5.2 la matriz 4 es un producto de matrices invertibles, y por tanto es 
invertible. |] 


Si una matriz B se puede obtener a partir de una matriz 4 mediante la ejecución 
de una sucesión finita de operaciones elementales en los renglones, entonces 
resulta evidente que B se puede convertir de nuevo en 4 mediante la ejecución al 
revés de las inversas de tales operaciones elementales en los renglones. Las 
matrices que se pueden obtener a partir de otra matriz mediante la ejecución de 
una sucesión finita de operaciones elementales en los renglones se denominan 
equivalentes por renglones. Con esta terminología, por los incisos a) y c) del 
teorema 1.5.3 se concluye que una matriz 4 n X n es invertible si y sólo si es 
equivalente por renglones a la matriz identidad n X n. 


Como primera aplicación del teorema 1.5.3, se establecerá un método para deter- 
minar la inversa de una matriz invertible. Al invertir los miembros izquierdo y de- 
recho de (4) se obtiene A”? = E,; + E, E, o, de manera equivalente, 


as EL (5) 


que establece que 47! se puede obtener al multiplicar / , Sucesivamente por la 
izquierda por las matrices elementales E,, £»,..., E, Como cada multiplicación 
por la izquierda por una de estas matrices elementales efectúa una operación en los 
renglones, al comparar las ecuaciones (3) y (5) se concluye que la sucesión de 
operaciones en los renglones que reduce A a 1, también reduce 1, a A“! Así, se 


tiene el siguiente resultado: 


Para determinar la inversa de una matriz invertible A, es necesario encontrar 
una sucesión de operaciones elementales en los renglones que reduzca A a la 


matriz identidad y luego efectuar esta misma sucesión de operaciones en 1, 
para obtener A7?. 





En el siguiente ejemplo se proporciona un método sencillo para llevar a cabo el 
procedimiento anterior. 
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Ejemplo 4 Encontrar la inversa de 
1.2 3 
A=|2 5 3 
108 
Solución. Se desea reducir A a la matriz identidad mediante operaciones en los 
renglones y aplicar simultáneamente las operaciones a / para obtener A7?. Para 


lograr ésto, la matriz identidad se adjunta a la derecha de 4, con lo que se obtiene 
una matriz de la forma 


[4 11] 


y luego se aplican operaciones en los renglones a esta matriz hasta que el lado 
izquierdo se reduce a /, estas operaciones convierten el lado derecho en 4” !, de 
modo que la matriz final es de la forma 

[1147] 


Los cálculos son como sigue: 








1.2. 3 1 0 0 
Z SS 3 0 
l1.0.81. 0. 0 1 
l 2 3 | | 0 0 Se sumó —2 veces el primer 
0 I =3 0 =2 1 0 renglón al segundo y —1 vez el 
0) s 1 ol 0 1 primer renglón al tercero. 
1.0.2. 31 1 00 NES 
. e sumó 2 veces el segundo 
0 0 =1.5 -5 2 1 
1.0.2. 31 1 0-0 E 
tercer renglón se 
0 0 a S =2 Él 
2 0 1 > 14 6 3 Se sumó 3 veces el tercer renglón 
0 ] O: IS =D) al segundo y —3 veces el tercer 
0 0 1 | 5. =l 2] renglón al primero. 
l 0 O ; -40 16 9 
renglón al primero. 
0. 0. 15 5-2 -1 
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Así, 
— 40 16 9 
ata 13 -5 -—3| A 
5 -2 —1 


A menudo no es posible saber de antemano si una matriz dada es invertible. 
Si una matriz A n X n no es invertible, entonces no se puede reducir a /, por 
medio de operaciones elementales en los renglones [inciso (c) del teorema 1.5.3.] 
Planteado de otra forma, la forma escalonada reducida de A contiene por lo menos 
un renglón de ceros. Así, si el procedimiento del último ejemplo se intenta con una 
matriz que no es invertible, entonces en algún momento de los cálculos aparecerá 
un renglón de ceros en el lado izquierdo. Entonces es posible concluir que la 
matriz dada no es invertible, de modo que ya no se realizan más cálculos. 


Ejemplo 5 Considerar la matriz 


lo 6 4 
A=| 2 4 1 
=1..2 5 


l 6 4 | l 0 0 
2 4 —]l | 0 | 0 
| 2 501 0 0 l 
6 4 1 0 0 Se sumó —2 veces el primer 
O -—-8 -9 ¡ —2 l 0 renglón al segundo y se sumó el 
0 8 9 0 0 ] primer renglón al tercero. 
l 6 y | 0 0 Se sumó el 
DD =$ == $ =2 ] 0 segundo renglón 
0 0 0 0 7 ] 1 | al tercero. 





Dado que en el lado izquierdo se ha obtenido un renglón de ceros, se concluye que 
Á no es invertible. A 


Ejemplo 6 En el ejemplo 4 se demostró que 


es una matriz invertible. Por el teorema 1.5.3 se concluye que el sistema de ecua- 
ciones 
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x¡ +2x,+3x3=0 
2x, + 3x,+3x,=0 
Xx] + 8x,=0 


sólo tiene la solución trivial. A 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 1.5 


1. De las siguientes matrices, ¿cuáles son elementales? 


2. Encontrar una operación en los renglones que convierta la matriz elemental dada en 
una matriz identidad. 


sí 


0 
1 


1.0.0 
b)|0o 10 
0.03 


3. Considerar las matrices 


A 


3 
2 
8 


4 l 
=E El B 
] 5 


o 
rr 


8 
pa 
3 


== O O O 


0 
] 
0 
0 


l 
7 
4 


O ” 0% 


5 


=1 


l 


O O SS 


Encontrar matrices elementales £,, E,, E, y E, tales que 


a) E,A=B 


b) EB=A c)EA=C d)E,C=A 


oo<os+-—- 


SO O —= a 


-= OO O 


4. En el ejercicio 3, ¿es posible encontrar una matriz elemental E tal que EB = C? Jus- 
tificar la respuesta. 


En los ejercicios 5, 6 y 7, aplicar el método mostrado en los ejemplos 4 y 5 para encontrar 
la inversa de la matriz dada si la matriz es invertible, y comprobar la respuesta por 


E ol 


multiplicación. 
5 l 4 
. a 
2: 1 
3 4 
6 a)|l 0 
1 1 
3 E] 
DT ais 3 
E A 
5 5 


il 1 


3 bl 2 
-4 -4 
_2 

5 

1 

160 

1 

10 


3 
4 
2 


6 -4 


3 


2 


| 


A o e E 


GU 6 UU) O 


NU O O 


300 o 


OO oO sn 


[aro eo A A 


O rr O 0 


-— O O NN 


84 


10. 


11. 


12. 


A A A a e A A A 
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—8 17 2 1 0 0 2 0 
| 4 0 E —9 l 0 0 
d) e) 
0 O 0 () 0 ! 3 0 
| 13 4 Z Pe | de 


. Encontrar la inversa de cada una de las siguientes matrices 4 X 4, donde Kk, ' Ko, Ka, k Ay 


k son, todos, diferentes de cero. 


k ¡0 0 0 0. 0. 0 4, KkU0 OO 

0 k 00 0. 0.40 Lx 00 
a) b) c) 

0 0 k, 0 0 k; O 0 O 1 k 0 

O 0 0 ka ka 0 0 0 O 0 5 4 


. Considerar la matriz 


a 


$e 


a) Encontrar matrices elementales E, y E, tales que E,E 4 =1 
b) Escribir 47? como un producto de dos matrices elementales. 
c) Escribir 4 como un producto de dos matrices elementales. 


En cada inciso, efectuar en 


2-1 0 
4. 5 -3 
Lo-4 7 


la operación en los renglones que se indica, multiplicando A por la izquierda por una 
matriz elemental. En cada caso, comprobar la respuesta efectuando la operación en los 
renglones directamente en A. 

a) Intercambiar los renglones primero y tercero. 

b) Multiplicar por L el segundo renglón. 

c) Sumar dos veces el segundo renglón al primer renglón. 


Expresar la matriz 


0 7 8 
Á = ! 3 . 
a E = 


en la forma A = EFGR, donde E, F y G son matrices elementales y R está en forma 
escalonada. 


Demostrar que sl 


1.0.0 
4=0 1 0] 
a bc 


es una matriz elemental, entonces por lo menos un elemento en el tercer renglón debe 
ser Igual a cero. 


A A A A A A e 


13. Demostrar que 
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0 a 0.00 0 
b0c0.0 
AÁ=|0 d 0 e O 
00f0se 
0.0.0ñ0 


no es invertible para cualesquiera valores de los elementos. 


14. Demostrar que si 4 es una matriz m X n, entonces existe una matriz invertible C' tal 
que CA está en forma escalonada reducida. 


15. Demostrar que si Á 


es una matriz invertible y B es equivalente por renglones a 4, 


entonces B también es invertible. 


16. a) Demostrar: Si A y B son matrices m X n, entonces A y B son equivalentes por 
renglones si y sólo si A y B tienen la misma forma escalonada reducida. 


b) Demostrar que Á 


y B son equivalente por renglones, y encontrar una sucesión de 


operaciones elementales en los renglones que produzca B a partir de 4. 


] 
A=|1 
2 


Za ] 0 3 
4 1 B=|0 Zo 2 
1 9 1 1 4 


17. Demostrar el teorema 1.5.1. 





1.6 OTROS RESULTADOS SOBRE SISTEMAS DE ECUACIONES E 


INVERTIBILIDAD 


UN TEOREMA 
FUNDAMENTAL 


En esta sección se establecerán más resultados sobre sistemas de ecuaciones 
lineales e invertibilidad de matrices. El trabajo dará por resultado un método 


totalmente nuevo para resolver sistemas de n ecuaciones con n incógnitas. 


Se empezará por demostrar un resultado fundamental sobre sistemas lineales, que 
ya fue anticipado en la primera sección de este libro. 


Teorema 1.6.1. Todo sistema de ecuaciones lineales no tiene solución, tiene 





exactamente una solución o tiene infinidad de soluciones. 


Demostración. SiAx = b es un sistema de ecuaciones lineales, entonces exacta- 
mente una de las siguientes afirmaciones es verdadera: a) el sisiema no tiene solu- 
ción, b) el sistema tiene exactamente uno solución, o bien, c) el sistema tiene más 
de una solución. La demostración estará completa si se puede demostrar que el 
sistema tiene infinidad de soluciones en el caso y). 
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Suponer que 4x = b tiene más de una solución, y sea x, = x ¡ 7 Xx), donde xy 
y x, son dos soluciones distintas cualesquiera. Debido a que x, y x, son distintas, 
entonces la matriz x, es diferente de cero; además, 


AX = Á(X, — Xx) = Ax, Ax =b-b=0 
Si ahora se deja que k sea cualquier escalar, entonces 


Á(X, FAX) = AX, + A(kx¿) = AX, + k(4x 0) 
=b+x0=b>+0=b 


Pero esto establece que x, + Xx, es una solución de Ax = b. Como x, es diferente 
de cero y existen infinidad de elecciones para k, entonces el sistema Ax = b tiene 
infinidad de soluciones. |) 


RESOLUCIÓN DE Hasta el momento se han estudiado dos métodos para resolver sistemas lineales: la 
SISTEMAS eliminación gaussiana y la eliminación de Gauss-Jordan. El siguiente teorema 
LINEALES POR proporciona un nuevo método para resolver ciertos sistemas lineales. 
INVERSIÓN DE 


MATRICES Teorema 1.6.2, Si A es una matriz invertible n X n, entonces para toda matriz 


bn xl, el sistema de ecuaciones Ax = b tiene exactamente una solución; a 
saber, x=A71b, 





Demostración. Como A(47*hb) = b, se concluye que x = 47 *b es una solución 
de 4x = b. Para demostrar que esta es la única solución, se supondrá que x, es una 
solución arbitraria y luego se demostrará que x, debe ser la solución 4” th. 

Si x, es cualquier solución, entonces Ax, = b. Al multiplicar ambos 
miembros por 47? se obtiene x, =47*b. U 


Ejemplo 1 Considerar el sistema de ecuaciones lineales 


A oa qee» 
2 FI RIAS 
X + 8x3 = 17 


! 


En forma matricial, este sistema se puede escribir como Ax = b, donde 


1 2 3 Y a 
A=|2 5 3 x="|x b=| 3 
1.0.8 X3 de 


En el ejemplo 4 de la sección precedente se demostró que 4 es invertible y que 
40 16 9 
A *= 5 == 
> Pd ll 


RESOLUCIÓN DE 
VARIOS 
SISTEMAS 
LINEALES CON 
UNA MATRIZ DE 
COEFICIENTES 
COMÚN 


1.6 Otros resultados sobre sistemas e invertibilidad / 87 


Por el teorema 1.6.2, la solución del sistema es 


40 16 9 > ] 
x=4A 'b= 1. FE 3|=]| —1 
SY =zZ2 =kHJ17 2 


o bien, x, = 1, x, =-1, xz = 2. A 


OBSERVACIÓN. Nótese que el método de ejemplo 1 es aplicable sólo cuando el 
sistema tiene tantas ecuaciones como incógnitas y la matriz de coeficientes es in- 
vertible. 


Frecuentemente es necesario resolver una sucesión de sistemas 
Ax=b,, Ax =b,, AX = b,, AN Ax=0b, 
cada uno de los cuales tiene la misma matriz de coeficientes 4. Si A es invertible, 


entonces las soluciones 


A = AD x, = A 'b,, x, = 4 'ba, Less Xx, = 47 'b, 


se pueden obtener con una inversión matricial y k multiplicaciones de matrices. 
Sin embargo, un método más eficaz es formar la matriz 


[4 1 b, ! b,!--* 1 b,] (1) 


donde la matriz de coeficientes 4 es "aumentada" por todas las k matrices b ¡> D,, - 
. - , b,. Al expresar (1) en forma escalonada reducida, por eliminación de Gauss- 
Jordan se pueden resolver a la vez todos los X sistemas. Este método tiene la 
ventaja de que se puede aplicar aun cuando A no sea invertible. 


Ejemplo 2 Resolver los sistemas 


2x1 + 5x2 +3x=5 20 HIS EAS 


Solución. Los dos sistemas tienen la misma matriz de coeficientes. Si esta matriz 
de coeficientes se aumenta con las columnas de constantes que están en los 
miembros derechos de tales sistemas. se obtiene 


l Z d+ 1 y Al 
2 3 3 1 5 V 6 
l 0 8 1 9 ¡6 
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PROPIEDADES 
DE LAS 
MATRICES 
INVERTIBLES 


Al expresar esta matriz en forma escalonada reducida se obtiene (comprobar) 


ora 
0 1 BRIAN 
ay e 


Con base en las dos últimas columnas, se concluye que la solución del sistema a) es x, 
= 1, x, =0, x= 1, y que solución del sistema b) es x, =2,x,=1lyx,3=-—1 A 


Hasta el momento, para demostrar que una matriz A n X n es invertible ha sido 
necesario encontrar una matriz Bn X n tal que 


AB=1 y BA =1 


El siguiente teorema demuestra que si se obtiene una matriz B n X n que satisface 
cualquier condición, entonces la otra condición se cumple automáticamente. 










Teorema 1.6.3. Sea A una matriz cuadrada. 
a) Si B es una matriz cuadrada que satisface BA =1, entonces B=A”?, 
b) Si B es una matriz cuadrada que satisface AB =1, entonces B=A”!. 


Se demostrará el inciso a), y el inciso b) se deja como ejercicio. 


Demostración a). Suponer que B4 = 7. Si es posible probar que 4 es Inverti- 
ble, la demostración se puede completar multiplicando BA = / en ambos miembros 
por 47? para obtener 


BAA | =I14"! O Bl=IA4"! O B=A"! 


Para probar que A es invertible, basta demostrar que el sistema 4x = 0 sólo tiene la 
solución trivial (véase el teorema 1.5.3). Sea x, cualquier solución de este sistema. 
Si ambos miembros de Ax, = ( se multiplican por la izquierda por B, se obtiene 
BAx, = B0 0 1x,=00x, = 0. Así, el sistema de ecuaciones Ax = 0 sólo tiene la 
solución trivial. |] 


Ahora ya es posible añadir dos proposiciones más que son equivalentes a las 
cuatro dadas en el teorema 1.5.3. 


Teorema 1.6.4. Si 4 es una matriz n X n, entonces las siguientes proposiciones 
son equivalentes. 

a) A es invertible. 

bj) Ax=0 sólo tiene la solución trivial. 


c) La forma escalonada reducida de A es 1,. 

d) A es expresable como un producto de matrices elementales. 

e) Ax= b es consistente para toda matriz bn X 1. 

f) Ax= b tiene exactamente una solución para toda matriz bn X 1. 
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Demostración. Como en el teorema 1.5.3 se demostró que a), b), c) y d) son 
equivalentes, basta demostrar que a >/>e > a. 


a => f. Este hecho ya se demostró en el teorema 1.6.2. 
f > e: Esta implicación es de por sí evidente. Si 4x = b tiene exactamente una 
solución para toda matriz b de n X 1, entonces Ax = b es consistente para toda 


matriz bden X 1. 


e > a: Si el sistema Ax = b es consistente para toda matriz b n X 1, entonces en 
particular los sistemas 


] 0 0 
0 ] 0 
ÁX = 0 a ÁX = 0 A A ÁX = 0 
0 0 ] 
son consistentes. Sean X,, X,, . . . , X, las soluciones de los sistemas respectivos, y 


se forma una matriz Cn X n que tenga estas soluciones como columnas. Así, C es 
de la forma 


C=[2 16h 
Como se analizó en la sección 1.3, las columnas sucesivas del producto 4C son 


AX, AX», --., AX 


n 


Asi, 


0 1 0 
AC=[Ax, ! Ax, ! ¡Ax,]=|0 0 0|=/ 
0 0 1 


Por el inciso b) del teorema 1.6.3 se concluye que C = 47! Entonces, 4 es 
invertible. [|] 


Por el trabajo realizado antes se sabe que factores de matrices invertibles 
producen un producto invertible. En el siguiente teorema se considera la conversa: 
se demuestra que si el producto de matrices cuadradas es invertible, entonces los 
factores mismos deben ser invertibles. 
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Teorema 1.6.5. Sean A y B matrices cuadradas del mismo tamaño. Si AB es 





invertible, entonces A y B también deben ser invertibles. 


Más tarde se encontrará que el siguiente problema fundamental aparece en 
varios contextos. 


Un problema fundamental. Sea 4 una matriz fija m X n. Encontrar todas las 


matrices b m X 1 tales que el sistema de ecuaciones Ax = b sea consistente. 





Si A es una matriz invertible, el teorema 1.6.2 resuelve por completo este 
problema al establecer que para toda matriz bm X 1 el sistema lineal Ax = b tiene 
la solución única x = 47 !b. Si A no es cuadrada, o si 4 es cuadrada pero no 
invertible, entonces el teorema 1.6.2 no es válido. En estos casos la matriz b debe 
satisfacer ciertas condiciones a fin de que 4x = b sea consistente. El siguiente 
ejemplo ilustra cómo se puede usar la eliminación gaussiana para determinar tales 
condiciones. 


Ejemplo 3 ¿Qué+condiciones deben satisfacer 5,, b, y by para que el sistema de 
ecuaciones 


O o 
Xy + x3=0b, 
2x, +x27+3x,=0b, 


sea consistente? 


Solución. La matriz aumentada es 





l 1 Z b, 

Se sumó —1 veces el primer 
0 EL el br =by renglón al segundo y se sumó —2 
oO —1 -—1 bx — 2b, veces el primer renglón al tercero. 
l l 2 b) a A > 

segundo renglón se 

0 | by — b, multiplicó por —1. 
l ] l b, 


> 
pod. 

> 
S 

ho 


El segundo renglón se 
sumó al tercero. 


o 
S 
o 
> 

GA 
o" 

ty 

| 
1 
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Por el tercer renglón de la matriz, ahora resulta evidente que el sistema tiene una 
solución si y sólo si b,, b, y by satisfacen la condición 


b=b,-b,=0 0 by =b,+b, 


Expresado de otra forma, esta condición es: Ax = b es consistente si y sólo si b es 
una matriz de la forma 


donde b, y b, son arbitrarios. Á 


Ejemplo 4 ¿Qué condiciones deben satisfacer b,, b, y by para que el sistema de 
ecuaciones 


E PZA AD 
2x, +-5%, + 3% =D) 
Xi + 8x3 = b; 


sea consistente? 


Solución. La matriz aumentada es 


E E 
2 5 3 b, 
1.0.8 db, 


Al expresar esta matriz en forma escalonada reducida se obtiene (comprobar) 


l 0. 0 —40b,+16b,+09b, 
0 1. 0. 13b,- 5b,-3b, 2) 
0. 0.1 Sb,-= 2b,= b, 


En este caso no hay restricciones sobre 5,, b, y by; es decir, el sistema Ax = b dado 
tiene la solución única 


X¡ =, — 40b, 5 16b, + 9b,, AA 13b, baba, x3 = 5b, = 2h), = bx (3) 
para todab. A 


OBSERVACIÓN. —Debido a que el sistema Ax = b del ejemplo anterior es consis- 
tente para toda b, entonces por el teorema 1.6.4 se concluye que A es invertible. Se 
deja para el lector comprobar que las fórmulas en (3) también se pueden obtener 
calculando x = 47 1h. 
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EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 1.6 


En los ejercicios del 1 al 8, resolver el sistema invirtiendo la matriz de coeficientes y 
aplicando el teorema 1.6.2. 


Ll. 1+ m=-=2 Le AN 3 x+31+x%= 4 
5x, + 6x,=09 2x =5x= 9 ZELDA Al 
ZO FIA 

O ES A S, IHP+ z= 5 6. = x=21-3z=0 
IA Hs +2 =2 x+v-42z=10 wW+ x+dy+4z= 
temes =4x+v+ 72= 0 w+3x+Ty+092= 


=w—2x-—4v-6:=6 
7.3x, +5x=0b E TA A 
= Pi e o O 
ESAS A 
9. Resolver el siguiente sistema general invirtiendo la matriz de coeficientes y aplicando 
el teorema 1.6.2. 


+2 +x=/b, 
Xy as > | Xz == b, 
OE Y = b, 
Usando las fórmulas resultantes, encontrar la solución si 


10. Resolver los tres sistemas del ejercicio 9 aplicando el método del ejemplo 2. 


En los ejercicios del 11 al 14, usar el método del ejemplo 2 para resolver simultánea- 
mente los sistemas en todos los incisos. 


11. Xy — 5x, == bi 12. a Y + 4x> + X3 NN by 
IX; + 2X> — b, Xy e 9x, Cie A == b, 


a) b, = Me b, = Á 6X, 2 4X) => 8Xy = by 


e E 2)b,=0, bi=1l, b,=1 
bb ,=-3, b,=4, bj=-5 
13. 4x, —7x,=0b, 14d. —x,+3x+5x =P, 
X] + 2x), = b, E ES =b, 
2 e E Xx3 = 0, 
a ei xy + Sx), + 4x3 = b, 
brb,= —4, b,=6 a)b,=1, b,=0, bj= —1 
d)b,==5, b,=1 c)b,=-=1l, b,=-—1, b,=0 


15. El método del ejemplo 2 se puede usar para resolver sistemas lineales que tienen 
infinidad de soluciones. Usando ese método, resolver al mismo tiempo los sistemas de 
ambos incisos. 


da) Xx, —21 + xm==2 bx-2x+ x= 1 
O 3x, 7x2 +2x= 0 
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En los ejercicios del 16 al 19, encontrar condiciones que deben satisfacer las b para que el 
sistema sea consistente. 


l6. 6x, — 4x,=b, Eds y A o 
3x1, — 2x2 = b, 4x, — 5x, + 8x3 = b, 
—3x, + 3x, — 3x3 = by 
18. DE A O 19. xXx XxT+3x3+2x,=0b, 
—=4x, + 5x, + 2x3 = b, 2x1 + mM+Í + x1 =D> 
—4x, + 7x, + 4x3 = b; 3x1 + 2%) +2 == Xx, —bB, 


Ax, — 3x2 + Xx3 + 3x,= 05 


20. Considerar las matrices 


2 l 2 X 
A=142 2 “2 y x=|x) 
3 1 l X3 


a) Demostrar que la ecuación Ax = x se puede volver a escribir como (4 — Mx = 0 y 
usar este resultado para resolver Ax = x para x. 
b) Resolver Ax = 4x. 


21. Resolver la siguiente ecuación matricial para X. 


l- 4 l ZE 5 7 8 
2 3 0|X=]j4 U- 233 0 1 
0 2 23 3 y 2 l 


22. En cada inciso, determinar si el sistema homogéneo tiene una solución no trivial (sin 
usar lápiz y papel); luego, establecer si la matriz dada es invertible. 


Sx, + 4x3 +3x,¿=0 0 5 4 3 

x3 +2x4=0 0 0 1 2 

sio 0. 0.0.3 

b) Sxy +x+4x3+ x4=0 5 l 4 l 
2x3" x4=0 0 0 2 —1 

x3 + x4=0 0. 0. 1-1 


dd 0. 0. 0. 7 


23. Sea Ax = 0 un sistema homogéneo de nr ecuaciones lineales en n incógnitas que sólo 
tiene la solución trivial. Demostrar que si k es cualquier entero positivo, entonces el 
sistema 4%x = 0 también tiene sólo la solución trivial. 


24. Sean Ax = () un sistema homogéneo de n ecuaciones lineales con n incógnitas y O una 
matriz invertible n x n. Demostrar que Ax = 0 tiene sólo la solución trivial si y sólo si 
(OA )x = 0 sólo tiene la solución trivial. 


25. Sea Ax = b cualquier sistema de ecuaciones lineales consistente, y sea x, una solución 
fija. Demostrar que toda solución del sistema se puede escribir en la forma x = x] + X,, 
donde x,, es una solución de Ax = 0. También demostrar que toda matriz de esta forma 
es una solución. 


26. Usar el inciso a) del teorema 1.6.3 para demostrar el inciso b). 
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1.7 MATRICES DIAGONALES, TRIANGULARES Y SIMÉTRICAS 


En esta sección se considerarán ciertas clases de matrices que tienen formas 
especiales. Las matrices que se estudiarán en esta sección se encuentran entre las 
más importantes del álgebra lineal y se presentan en muchas situaciones a lo 


largo de este texto. 


MATRICES Una matriz cuadrada en la que todos los elementos fuera de la diagonal principal 
DIAGONALES son cero se denomina matriz diagonal, algunos ejemplos son 
n.o0 6 0 0 0 
b e] o 0-4 0 0 
0 -=3 
ae dos A 0 0 0 0 
0 0 0 8 


Una matriz diagonal general D n X n se puede escribir como 


d 0 -- 0 
Dei (0) 
O $ 


rn 


Una matriz diagonal es invertible si y sólo si todos los elementos en su diagonal 
principal son diferentes de cero; en este caso la inversa de (1) es 


O 
br 307 ss VE 


El lector debe comprobar que DD" l=pr1p=1 
Las potencias de las matrices diagonales son fáciles de calcular; se deja para 
el lector comprobar que si D es la matriz diagonal (1) y k es un entero positivo, 


entonces 
dk 0 0 
[0 a 0 
D' = 
0 0 di 


PP A O 


MATRICES 
TRIANGULARES 
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Ejemplo 1 Si 


0.0 
A=|0 -3 0 
0 0. 2 
entonces 
10.0 1 0 0 Lo 0 0 
ATI=l0 -34 0] Ad=|O0 -243 Ol ar=|0 —-a OlA 
0. 0 +4 0 0 32 0. 0. $ 


Los productos de matrices en que aparecen factores diagonales son espe- 
cialmente fáciles de calcular. Por ejemplo, 


d 0 0 411 4 43 4 dia, día, d¡ajz d;ia14 
0 d, 0 dx “a dz Ar |=| dd), dia» d3d7 dara 
0 0 d3[| 43, 43 yx 434 d343; dz0z dzazz d3az4 
Gua “Go dj E dd, d3aj, d3ay 
1 
41 Us 4 e dia; d30>, d34>3 
O d, 0l|= 
431 Az dz 0 0d diaz, dz dza33 
3 
lar Ga 4 d¡0d4y Aya d3da) 


En palabras, para multiplicar una matriz A por la izquierda por una matriz 
diagonal D, es posible multiplicar renglones sucesivos de A por los elementos 
diagonales sucesivos de D, y para multiplicar A por la derecha por D es posible 
multiplicar columnas sucesivas de Á por los elementos diagonales sucesivos de D. 


Una matriz cuadrada en la que todos los elementos arriba de la diagonal principal 
son cero se denomina triangular inferior, y una matriz cuadrada en la que todos 
los elementos abajo de la diagonal principal son cero se denomina triangular 
superior. Una matriz que es triangular superior o triangular inferior se denomina 
triangular. 


Ejemplo 2 
Gi Gr dj 4, 
0 “3 As lr 
0 0 zz Ga 


Una matriz trian- 


Una matriz trian- 
gular inferior gene- 
ral 4 x 4. 


gular superior ge- 
neral 4 x 4. 
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OBSERVACIÓN. —Nótese que las matrices diagonales son tanto triangulares supe- 
riores como triangulares inferiores, ya que tienen ceros por abajo y por arriba de la 
diagonal principal. Nótese también que una matriz cuadrada en forma escalonada 
es triangular superior porque tiene ceros por abajo de la diagonal principal. 

A continuación se proporcionan cuatro caracterizaciones útiles de las 
matrices triangulares. El lector encontrará instructivo comprobar que las matrices 
en el ejemplo 2 tienen las propiedades establecidas. 


* Una matriz cuadrada A = [aij] es triangular superior si y sólo si el i-ésimo 
renglón empieza con por lo menos 1 — 1 ceros. 

* Una matriz cuadrada A = [aij] es triangular inferior si y sólo si la j-ésima 
columna empieza con por lo menos ¡ — 1 ceros. 

e Una matriz cuadrada A = [aij] es triangular superior si y sólo si [a1j] = O 
para 1 >]. 

* Una matriz cuadrada A = |aij] es triangular inferior si y sólo si [aij) = O 
para 1< Jj. 


En el siguiente teorema se enumeran algunas de las propiedades básicas de 
las matrices triangulares. 


Teorema 1.7.1. 

ay) La transpuesta de una matriz triangular inferior es triangular superior, y 
la transpuesta de una matriz triangular superior es triangular inferior. 

by El producto de matrices triangulares inferiores es triangular inferior, y el 
producto de matrices triangulares superiores es triangular superior. 


c) Una matriz triangular es invertible si y sólo si todos sus elementos diago- 
nales son diferentes de cero. 

d) La inversa de una matriz triangular inferior invertible es triangular infe- 
rior, y la inversa de una matriz triangular superior invertible es triangular 
superior. 





El inciso a) es evidente a partir del hecho de que la trasposición de una matriz 
se puede efectuar reflejando los elementos con respecto a la diagonal principal; se 
omite la demostración formal. Se demostrará 5), pero las demostraciones de c) y d) 
se pospondrán para el siguiente capítulo, donde se contará con los medios para 
probar los resultados de manera más eficaz. 


Demostración de b). Se demostrará el resultado para matrices triangulares infe- 
riores; la demostración para matrices triangulares superiores es semejante. Sean Á 
= (aj; y B= 0; matrices triangulares inferiores n X n, y sea € = [ej] el 
producto C = AB. Por la observación que precede a este teorema, se puede probar 
que C es triangular inferior demostrando que [c; = Q para ¡ < 7. Pero por la 
definición de multiplicación de matrices, 


Co == 4,10; + 45702, o ql 7 b 


in?nj 





MATRICES 
SIMETRICAS 
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Si se supone que ¡ < j, entonces los términos de esta expresión se pueden agrupar 
como sigue: 


Ci; e 4:11; $ 02D); ES A; ¡D;-. 1) SN a;;D,, AR OinP 
A e ii 
Términos en los cuales el Términos en los cuales el 
número de renglón de bh es número de renglón de a es 
menor que el número de menor que el número de 
columna de b. columna de a. 


En el primer agrupamiento, todos los factores b son cero, ya que B es triangular 
inferior, y en el segundo agrupamiento todos los factores a son cero, ya que Á €s 
triangular inferior. Así, Cj¡= 0, que es lo que se quería demostrar. [| 


Ejemplo 3 Considerar las matrices triangulares superiores 


A Sel El 0 
A=l0 2 4 B=l0 0 -1 
0.0.5 0.01 


La matriz A es invertible, ya que sus elementos diagonales son diferentes de cero, 
pero la matriz B no lo es. Se deja para el lector calcular la inversa de 4 aplicando 
el método de la sección 1.5 y demostrar que 


4 
alo 4-4 
1 

0 0 É 


Esta inversa es triangular superior, como garantiza el inciso d) del teorema 1.7.1. 
También se deja para el lector comprobar que el producto 4B es 


y FL 
AB=|0 0 2 
0 0 5 


Este producto es triangular superior, como garantiza el inciso b) del teorema 1.7.1. A 


Una matriz cuadrada 4 es simétrica si A = 4? 


Ejemplo 4 Las siguientes matrices son simétricas, ya que cada una es igual a su 
propia transpuesta (comprobar). 


e 1 4 5 A a O 
me q de 3 a a E A 
Ss 0. 7 de az 0 
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Es fácil reconocer las matrices simétricas por inspección: Los elementos de la 
diagonal principal pueden ser cualesquiera, pero las "imágenes especulares” de los otros 
elementos de la matriz con respecto a la diagonal principal deben ser iguales (figura 1). 


4,4 $ 
4% 32,0 
saca 


Figura 1 


Este hecho se concluye porque la transposición de una matriz cuadrada se puede 
efectuar al intercambiar los elementos que son simétricos con respecto a la dia- 
gonal principal. Expresado en términos de los elementos individuales, una matriz 
Á = [aj] es simétrica si y sólo si [aj] = [a,¡] para todos los valores de ¡ y j. Como 
se ilustra en el ejemplo 4, todas las matrices diagonales son simétricas. 

En el siguiente teorema se enumeran las propiedades algebraicas más im- 
portantes de las matrices simétricas. Las demostraciones son consecuencias direc- 
tas del teorema 1.4.9 y se dejan como ejercicios. 


Teorema 1.7.2. Si 4 y B son matrices simétricas del mismo tamaño y si k es 
cualquier escalar, entonces: 


a) 4? es simétrica. 
b)A + ByA — B son simétricas. 
C) KA es simétrica. 





OBSERVACIÓN. —En general, no es cierto que el producto de matrices simétricas es 
simétrico. Para ver esto, sean 4 y B matrices simétricas del mismo tamaño. Enton- 
ces por el inciso d) del teorema 1.4.9 y por la simetría se tiene 


(48) =B?4*=BA 


Como 48 y BA suelen ser diferentes, se concluye que en términos generales 4B no 
es simétrico. Sin embargo, en el caso especial en que 45 = BA, el producto AB es 
simétrico. Si 4 y B son matrices tales que 45 = BA, entonces se dice que 4 y B 
conmutan. En resumen: el producto de dos matrices simétricas es simétrico si y 
sólo si las matrices conmutan. 


Ejemplo 5 En la primera de las siguientes ecuaciones se muestra un producto 
de matrices simétricas que no es simétrico, y en la segunda se observa un pro- 
ducto de matrices simétricas que sí es simétrico. Se concluye que los factores de la 
primera ecuación no conmutan, pero que los de la segunda sí lu hacen. Se deja 
para el lector comprobar ambos hechos. 


ES 


MATRICES DE 
LA FORMA 447 
Y ATA 
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En general, una matriz simétrica no necesariamente es invertible; por ejem- 
plo, una matriz cuadrada cero es simétrica, pero no invertible. Sin embargo, si una 
matriz simétrica es invertible, entonces su inversa también es simétrica. 


Teorema 1.7.3. Si A es una matriz simétrica invertible, entonces Á TL es simé- 


Írica. 





Demostración. —Suponer que Á es simétrica e invertible. Por el teorema 1.4.10 y 
el hecho de que 4 = A Tse tiene 


e O O =A7) 
lo que demuestra que 47? es simétrica. [] 


Los productos matriciales de la forma 44* y 474 se presentan en varias apli- 
caciones. Si 4 es una matriz m X n, entonces 4% es una matriz n X m, de modo 
que los dos productos 447 y 474 son matrices cuadradas; la matriz 44% es de 
tamaño m X m y la matriz A%4 es de tamaño n X n. Estos productos siempre son 
simétricos porque 


AA ASA Ada”? y ASE AAA ATA 


Ejemplo 6 Sea A la matriz 2 x 3 


Entonces 
l 3 10 -—2 —1I 
$ l -—2 4 
A'A=]1 -2 0 3 o -5 == =2 4 — Y 
4 5 —11l —8 4] 
l —2 4 : , 21 17 
AA* = —2 O | = 
3 O -—$ — 17 34 
4 -—5 


Observar que 4%4 y 447 son simétricas, como era de esperarse. Á 


Más tarde en este texto se obtendrán condiciones generales para A bajo las 
cuales 447 y ATA son invertibles. Sin embargo, para el caso especial en que Á es 
cuadrada, se tiene el siguiente resultado. 


Teorema 1.7.4. Si A es una matriz invertible, entonces AAT y ATA también son 


invertibles. 
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Demostración. Como Á es invertible, entonces por el teorema 1.4.10 también lo 
es 47. Así, 44? y AA son invertibles, ya que son el producto de matrices 
invertibles. 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 1.7 


1. Determinar si la matriz es invertible, en caso afirmativo, encontrar la inversa por ins- 
pección. 


2 4 0 id > 0 0 
a) bs E BHO 000 c) 0.2.0 
| 00 A ñ 0.0 


2. Calcular el producto por inspección. 


al 


3 y 0 24 2 0 0 4 —] dl 0D 
a)j0 —] O —4 1 b)910 1 0 | z 0 0 5 0 
0 0 2 Za 0 0 411 5 L 2 0-0" 2 


Mo 200 

a) A= bba=10 ¿40 
0. 2 | 

OD 0 4 


4. ¿Cuáles de las siguientes matrices son simétricas? 


: | 3 0 0 1 
me” o Met Ss 1 day jo 2.0 
a $ Ps Be Es 
Lo 2 40 B 
E 30.1. 7 3.0% 0 
5. Por inspección, determinar sí la matrYz triangular dada es invertible. 
. y 0 LL 3 
e 
0 3.0 b | , ' 
Ñ 0.05 | E: 
0 0 0 5 


6. izncontrar todos los valores de a, b y c para los cuales 4 es simétrica. 


2 a=2bh+2e 2la+b+e 
A=13 2 ase 
0 =2 7 


7. Encontrar todos los valores de a, b y c para los cuales A y B, ambas, no son invertibles. 


atber Y 5 0 
Á e ; B =s 
0 3 DO: Za=36=7 
8. Aplicar la ecuación dada para determinar por inspección si las matrices de la izquierda 
conmutan. 


A A A EA 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


1% 


18. 


19. 


20. 
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. Demostrar que A y B conmutan sia — d=7/b. 


Z 1 a b 
AE , Hi 
LS bd 


Encontrar una matriz diagonal .1 que cumpla 


po o0.0 9.0.0 
ay A=l0 -1 0 b)4 ?=|0 4 0 
0 0-1 0 01 


a) Factorizar A en la forma A = BD, donde D es una matriz diagonal. 


3411 54jy 70, 


343, 5432 743; 


b) La factorización efectuada, ¿es la única posible? Explicar la respuesta. 


Comprobar el teorema 1.7.1b para el producto AB, donde 


A A E 
A=| 0 1: 3|: CBefo 2 1 
0. 0 -4 0.0.3 


Comprobar el teorema 1.7. 1d para las matrices 4 y B del ejercicio 12. 


Comprobar el teorema 1.7.3 para la matriz dada A. 


5 +2 3 
y 4=| : 2 b)4=|-2 E 7 
| y == 


Sea Á una matriz simétrica. 
¿ 5 : PS 
a) Demostrar que 4” es simétrica. 
b) Demostrar que 24” — 34 + ] es simétrica. 


Sea A una matriz simétrica. 
a) Demostrar que A* es simétrica si k es cualquier entero no negativo. 
b) Si p(x) es un polinomio, ¿es necesariamente simétrico p(4y? Explicar la respuesta. 


Sea A una matriz triangular superior y sea p(x) un polinomio. ¿p(4) es necesariamente 
triangular superior? Explicar la respuesta. 


Demostrar: Si 4%4 = A, entonces A es simétrica y A = 4? 


¿Cuál es el número máximo de elementos distintos que puede contener una matriz 
simétrica de n X n? 


Sea Á = a, una matriz n X ». Determinar si 4 es simétrica. 


d): d+ [To + de b) ES a 
O ES d) a,,= 257 + 2 
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21. Con base en la experiencia adquirida en el ejercicio 20, instrumentar una prueba 
general que se pueda aplicar a una fórmula para a, a fin de determinar si A = a, es 
simétrica. 


22. Una matriz cuadrada A se denomina antisimétrica si 47 = —A. Demostrar lo siguiente: 
a) Si A es una matriz antisimétrica invertible, entonces 47! es antisimétrica. 
b) Si A y B son antisimétricas, entonces también lo son 47, 4 + B, A —+B y kA para 
cualquier escalar k. 
c) Toda matriz cuadrada se puede expresar como la suma de una matriz simétrica y 
una matriz antisimétrica. 


23. En el texto se demostró que el producto de matrices simétricas es simétrico si y sólo si 
las matrices conmutan. El producto de matrices antisimétricas que conmutan, ¿ es 
antisimétrico? Explicar la respuesta. 


24. Si la matriz 4 n X n se puede expresar como 4 = LU, donde L es una matriz triangular 
inferior y U/ es una matriz triangular superior, entonces el sistema lineal 4x = b se 
puede expresar como LUx = b y se puede resolver en dos pasos: 


Paso 1. Sea Ux = y, de modo que LUx = b se puede expresar como Ly = b. Resolver 
este sistema. 
Paso 2. Resolver el sistema Ux = y para x. 


En cada inciso, aplicar el método anterior de dos pasos para resolver el sistema dado. 


t 0 042 —1 31 | 
a)|-2 3 OJO 2lx|=]|-2 
2 4 1]|10 0 4 Ulla, 0 

z 0 013 .=S 24H, 4 

b) 4 ] 0 x|=| -5 

2d BL 310 2 Jl x3 2 





EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS 1.7 


1. Usar eliminación de Gauss-Jordan para resolver para x' y y' en términos de x y y. 
x=éx' —5y' 
y=3x +85y 

2. Usar eliminación de Gauss-Jordan para resolver para x' y y en términos de x y y. 
x=x'c080-— y'senQ 
y =x'sen0 + y cos Y 


3. Encontrar un sistema lineal homogéneo con dos ecuaciones que no sean múltiplos entre 
sí y tales que 


10. 


11. 
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x1=2, x2=0, x3=3, x=-—1 


sean soluciones del sistema. 


. Una caja contiene en total 13 monedas distintas de 1, 5 y 10 centavos, cuyo valor total 


es de 83 centavos. ¿Cuántas monedas de cada denominación hay en la caja? 


. Encontrar enteros positivos que cumplan 


x+ y+ z= 9 
x + 5y+ l0z = 44 


. ¿Para qué valor(es) de a el siguiente sistema no tiene solución, tiene exactamente una 


solución y tiene una infinidad de soluciones? 
XxX, +x+x3=4 
x=2 


(a? — 4x, = a - 2 


Sea 
a 0 b 2 
a a 4 4 
0 a 2: b 
la matriz aumentada de un sistema lineal. ¿Para qué valores de a y b el sistema 
a) tiene una solución única? b) tiene una solución de un parámetro? 


c) tiene una solución de dos parámetros?  d) no tiene solución? 


. Resolver para x, y y z. 


xy —2Vy + 3zy = 8 
2xy — 3VYy + 2zy = 7 
=xy+ Vy+2zy=4 


. Encontrar una matriz K tal que AKB = C dado que 
l 4 , A ñ 8 6 -6 
A=| -2 31, B= | C= 6. =1 1 

0 +1 
tl -2 4 0 0 


¿Cómo se debe elegir los coeficientes a, b y c de modo que el sistema 


ax+by=3z= -—3 


=2x—by+cz= -—1 
1 
tenga la solución x=1,y=—1yz=27 


En cada inciso, resolver la ecuación matricial para Y. 
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12. a) Expresar las ecuaciones 
dd XT XX au ds SE 
YE 3x+ x-4x y A 
e A o o Id 
en las formas matriciales Y = AX y Z = BY. Luego, usar estas formas para obtener una 
relación directa Z = CX entre Z y X. 
b) Usar la ecuación Z = CX obtenida en el inciso a) para expresar z, y z, en términos 
de x,, x, y X,. ] 
c) Comprobar el resultado del inciso b) sustituyendo directamente las ecuaciones para 
Y ¡> Y, Y y, €n las ecuaciones para z, y z, y luego simplificando. 


13. Si4esm x nyBesn X p, ¿cuántas operaciones de multiplicación y cuántas 
Operaciones de adición son necesarias para calcular el producto matricial 4B? 


14. Sea 4 una matriz cuadrada. 


a) Demostrar que (/— 4)! =I+4+ 4 + 4si4=0. 
b) Demostrar que (1 4) =[+ A+ A+ 44M 47+!=0, 


15. Encontrar valores de a, b y e de modo que la gráfica del polinomio px)=ad+bx+e 
pase por los puntos (1, 2), (=1, 6) y (2, 3). 


16. (Para lectores que ya estudiaron Cálculo.) Encontrar valores de a, b y e de modo que 
la gráfica del polinomio p(x) = ax? + bx+c pase por el punto (—1, 0) y tenga una 
tangente horizontal en (2, —9). 


17. Sea J_ la matriz n X n integrada completamente por elementos iguales 1. Demostrar 
que 


] 
ESTAS? == 
n— ii 


18. Demostrar que si una matriz cuadrada A satisface A? + 44? — 24 + 7T_ entonces 
también 47 cumple esta ecuación. 


19, Demostrar: Si B es invertible, entonces AB”! = BA si y sólo si AB = BA. 


20. Demostrar. Si 4 es invertible, entonces ambas 4 + Be I + BA”? son invertibles o 
ambas no son invertibles. 


21. Demostrar que si 4 y B son matrices n x n, entonces 
a) tr(4 + B) = tr(4) + tr(B) b) tr(k4) = k tr(4) c) tr(47) =tr(4) d) tr(4B) = tr(BA) 


22. Usar el ejercicio 21 para demostrar que no existen matrices cuadradas A y B tales que 
AB — BA=I. 


23: 


24. 


25. 


26. 


27. 
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Demostrar: Si Á es una matriz m X n y B es la matriz n X 1 integrada completamente 
por elementos iguales a 1/n, entonces 


— 


. un xl] 


AB= 
Pm 


donde r,es la media de los elementos en el ¡-ésimo renglón de A. 


(Para lectores que ya estudiaron Cálculo.) Si los elementos de la matriz 


CHO). CiAx) co Ci) 
ml Cal) Cox) o: Canlx) 
Con (X) Cp AX) ds CmnkX) 


son funciones diferenciables de x, entonces se define 


cu) ca) c+ cinta) 
dc C71(x) 2) 00 Can kx) 
dx | 3 : 

Cue) a) eL (a) 


Demostrar que si los elementos de A y B son funciones diferenciables de x y los 
tamaños de las matrices son tales que es posible ejecutar las operaciones ittdicádas, 
entonces 


B dA dB 
yla) 0) Lar mE E 0) 48) = ui 


(Para lectores que ya estudiaron Cálculo.) Usar el inciso c) del ejercicio 24 para 
demostrar que 
da”! dÁ 
AÑ == —ÁT l — AT l 
dx dx 


Escribir todas las hipótesis establecidas para obtener esta fórmula. 


Encontrar los valores de 4, B y C que hacen la ecuación 


E A y PX e 
(B3x-Dt+1) 3x-1 x2+1 








una identidad. [Sugerencia. Multiplicar todo por (3x — 1) + 1) e igualar los coefi- 
cientes correspondientes de los polinomios en cada miembro de la ecuación resultante]. 


Si P es una matriz 1 X 1 tal que PTP = 1, entonces H = 1] — 2PP7 se denomina matriz 


de Householder correspondiente (en honor del matemático estadunidense A. S. 
Householder). 


a) Comprobar que P7P = 1 si P? = 3/4 1/6 1/4 5/12 5/12 y calcular la matriz de 
Householder correspondiente. 
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28. 


pde 








b) Demostrar que si = es cualquier matriz de Householder, entonces H = H? y HH =1. 
c) Demostrar que la matriz de Householder determinada en el inciso a) satisface las 
condiciones demostradas en el inciso b). 


Suponiendo que las inversas indicadas existen, demostrar las siguientes igualdades. 


2) (CI+DTI=ACADID  (b) U+CD)J IC =C(+ DOY! 
(0) (C+ DDT) D=C"DU+DICAIDy! 


a) Demostrar que si a 4 b, entonces 
ar+ar libra bid abr 4 bp” 
b) Usar el resultado del inciso a) para encontrar 
a 0 0 
4á=|0 b 0 
10 c 


[Nota. Este ejercicio se basa en un problema de John M. Johnson, The Mathematics 
Teacher, Vol. 35, No. 9, 1992.] 


CAPÍTULO 2 


DETERMINANTES 





2.1 LA FUNCIÓN DETERMINANTE 





El lector está familiarizado con funciones como fl) = sen x y Álx) = x”, que 
asocian un número real fix) a un valor real de la variable x. Como x y Ax) 
asumen sólo valores reales, tales funciones se describen como "funciones con 
valores reales de una variable real". En esta sección se estudiará la función 
determinante, que es una "función con valores reales de una variable matricial" 
en el sentido de que asocia un número real f(X) con una matriz X. El trabajo que 
se efectuará sobre funciones determinantes tendrá importantes aplicaciones en la 
teoría de sistemas de ecuaciones lineales y también conducirá a una fórmula 
explícita para calcular la inversa de una matriz invertible. 


De acuerdo con el teorema 1.4.5, la matriz 


a b 
c d 


es invertible si ad — bc 4 0. La expresión ad — bc aparece con tanta frecuencia 
en matemáticas que tiene un nombre; se llama determinante de la matriz 4 2 X 2, 


y se denota por el símbolo det(4). Con esta notación, la inversa de A se puede 
expresar como 


] d —b 


— 1 == 
det(4)| —c a 
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PERMUTACIONES 


Uno de los objetivos de este capítulo es obtener fórmulas análogas para matrices de 
orden superior. Esto requerirá que se amplíe el concepto de determinante a 
matrices de orden superior. Para este fin serán necesarios algunos resultados 
preliminares sobre permutaciones. 









Definición. Una permutación del conjunto de enteros [1, 2, ..., n) es un 
| arreglo de éstos en algún orden sin omisiones ni repeticiones. 


Ejemplo 1 Existen seis permutaciones diferentes del conjunto de enteros (1, 2, 33, 
que son 


LAR. ALAN LD 
(1, 3, 2) (2:31) (3,21) A 


Un método conveniente para enumerar sistemáticamente las permutaciones 
es por medio de un árbol de permutaciones. Este método se ilustra en el siguiente 
ejemplo. 


Ejemplo 2 Enumerar todas las permutaciones del conjunto de enteros (1, 2, 3, 4). 


Solución. - Considerar la figura 1. Los cuatro puntos identificados por 1,2, 3, 4 en 
la parte superior de-la figura representán las elecciones posibles para el primer 
número de la pertnutación. Las tres ramás que salen de cada uno de estos puntos 
representan las posibilidades para elegir la segunda posición en la permutación. 
Entonces, si la permutación empieza como (2, —, —, —), las tres posibilidades 
para la segunda posición son 1, 3 y 4. Las dos ramas que salen de cada punto en la 
segunda posición representan las elecciones posibles para la tercera posición. Asi, 
si la permutación empieza como (2, 3, —, —), las dos elecciones posibles para la 
tercera posición son 1 y 4. Por último, la rama que sale de cada punto en la tercera 
posición representa la única elección posible para la cuarta posición. Entonces, si 
la permutación para la cuarta posición empieza como (2, 3, 4, —), la única 
elección para la cuarta posición es 1. Ahora es posible enumerar las distintas 
permutaciones siguiendo todas las trayectorias posibles a lo largo del "árbol". 
desde la primera posición hasta la última. Por medio de este proceso se obtiene la 
siguiente lista. 


(1.2302) 0134 4A24. 41123 
(1,2, 4, 3) (2,1,4,3) (3,1,4,2) —(4,1,3,2) 
(1,3,2,4) OL 219 .(04,.21.3) 
(13,42 ¡ASADO 624 42310 
(PE MA QT GALA (431 
(1,4,3,2) Q0,4.3,1) (35,4,2, 0) (43.2. 10) A 





Figura 1 
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A partir de este ejemplo se observa que existen 24 permutaciones del 
conjunto (1, 2, 3, 4). Si se hubiera razonado como sigue, este resultado hubiera 
podido anticiparse sin necesidad de enumerar realmente las permutaciones. Como 
la primera posición puede ocuparse de cuatro formas y luego la segunda posición 
puede ocuparse de tres formas, hay 4:3 formas para ocupar las dos primeras 
posiciones. Como la tercera posición se puede ocupar entonces en dos formas, 
existen 4 - 3 - 2 formas para ocupar las tres primeras posiciones. Finalmente, como 
la última posición se puede ocupar de una sola forma, existen 4 : 3: 2: 1=24 
formas de ocupar las cuatro posiciones. En general, el conjunto (1, 2, ..., a) 
tiene n(n — 1) — 2) :: 2: 1=Hm! permutaciones diferentes. 





Para denotar una permutación general del conjunto [1, 2, ... , n), se es- 
cribirá (/,, Jj, - - - ,J,). Aquí, j, es el primer entero en la permutación, /, es el 
segundo, y así sucesivamente. Se dice que en una permutación (G¡, Jz .--,J,) 


ocurre una inversión siempre que un entero mayor precede a uno menor. El 
número total de inversiones que ocurren en una permutación puede obtenerse 
como sigue: (1) encontrar el número de enteros que son menores que j, y que están 
después de y, en la permutación; (2) encontrar el número de enteros que son 
menores que j, y que están después de j, en la permutación. Continuar este 
proceso de conteo para jz, ...,J,,, La suma de estos números es el número total 
de inversiones que hay en la permutación. 


Ejemplo 3 Determinar el número de inversiones que hay en las siguientes 
permutaciones: 
a) (6, 1, 3, 4, 5, 2) DY), 4, 1, 3) c) (1, 2,3, 4) 


Solución. 


a) El número de inversiones es 5+0+1+1+1=8. 
b) El número de inversiones es 1+2+0=3. 
Cc) En esta permutación no hay inversiones. A 





Definición. Se dice que una permutación es par si el número total de 
inversiones es un entero par, y es ¿impar si el número total de inversiones es un 
entero impar. 
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DEFINICIÓN DE 
DETERMINANTE 


Ejemplo 4 En la tabla siguiente, cada una de las permutaciones de (1, 2, 3) se 
clasifica como par o impar. 


Clasificación 


Número de 
inversiones 


Permutación 





Por producto elemental de una matriz 4 n X n se entiende cualquier producto de 
n elementos de 4, de los cuales ningún par de elementos proviene del mismo 
renglón o de la misima columna. 


Ejemplo 5 Enumerar los productos elementales de las matrices 


4 dy 413 

411 47 b) i 
a day Ua (O) 
da 42 Ñ 


Solución de a). Como cada producto elemental tiene dos factores y cada factor 
proviene de un renglón diferente, entonces un producto elemental se puede escribir 
en la forma 


donde los espacios en blanco indican números de columna. Como ninguna pareja 
de factores en el producto proviene de la misma columna, entonces los números de 
columna deben ser 1] 20 2 1. Así, los únicos productos elementales son a, ,0,, y 


41,471. 


Solución de b). Como cada producto elemental tiene tres factores, cada uno de 
los cuales proviene de un renglón diferente, entonces un producto elemental se 
puede escribir en la forma 


41.47.43. 


Como ninguna pareja de factores en el producto proviene de la misma columna, 
entonces los números de columna no tienen repeticiones; en consecuencia, deben 
formar una permutación del conjunto (1, 2, 3). Estas 3! = 6 permutaciones pro- 
ducen la siguiente lista de productos elementales. 
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4,¡4),Az3 CA, 4%g 4,34),43, 
4,¡%34y 4174343; 4,304) A 


Como indica este ejemplo, una matriz A de 1 X n tiene n! productos 
elementales. Son los productos de la forma Ay 0 0 A, donde (Y, J2» -- > in 
es una permutación del conjunto (1, 2,3,..., ni Por un producto elemental con 
signo de A se entenderá un producto elemental a, psss an multiplicado por 
+l o por —1. Si (J;, Jj, - - - > Jy) €S Una permutación par se usa el signo +, y si (/, 
Jo --->Íp) eS Una permutación impar, se usa el signo —., 


Ejemplo 6 Enumerar todos los productos elementales con signo de las matrices 


ada “o 4 

' di 41 b) A y 

a 221 22 23 
21 42 

43 Uy 3 


Solución. 


Producto 
Producto Permutación elemental 
elemental asociada Par oimpar con signo 


Producto 
Producto Permutación elemental 
elemental asociada Paro impar con signo 


411422433 411472433 
41142343) 7 411423432 
412421433 412471433 
412433431 41247343 
413421432 41341030 
41347243; — 4134343 





Ahora ya es posible definir la función determinante. 










Definición. Sea 4 una matriz cuadrada. La función determinante se denota 
por det, y det(4) se define como la suma de los productos elementales con signo 
de A. El número det(4) se denomina determinante de A. 
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EVALUACIÓN DE Ejemplo 7 Con referencia al ejemplo 6, se obtiene 
DETERMINAN- 
TES2x 2Y3x 3 


di 41 
a) det 4 E = 41¡472 7 4190) 
21 Az] 


dy dy dj 
b) det| d,; 4 43 = 411472833 + 417249343¡ + 0/30)/43) 


43 dz dz 41347243; 7 4124243 — Aida A 


Para no tener que memorizar estas expresiones difíciles de manejar, se su- 
glere usar técnicas mnemónicas que se describen en la figura 2. La primera fór- 
mula del ejemplo 7 se obtiene de la figura 2a al multiplicar los elementos de 
la flecha hacia la derecha y restar el producto de los elementos de la flecha hacia 
la izquierda. La segunda fórmula del ejemplo 7 se obtiene escribiendo de nuevo las 
columnas primera y segunda como se muestra en la figura 25. Luego, el determi- 
nante se calcula sumando los productos de las flechas hacia la derecha y restando 
del resultado la suma de los productos de las flechas hacia la izquierda. 





Figura 2 a) b) 


Ejemplo 8 Evaluar los determinantes de 


z ? 1 2 3 
a=|; a y B=| -4 5 6 
7 -—8 9 


Solución, Con el método de la figura 2a se obtiene 
det(4) = BX-2) -— 04) = —10 


El método de la figura 25 produce 
det(B) = (45) + (84) + (96) — (105) — (- 48) — (—72) = 240 





Advertencia. Se recalca que los métodos que se muestran en la figura 2 no fun- 
cionan para determinantes de matrices 4 X 4 o superiores. 


COMENTARIOS 
SOBRE LA 
NOTACIÓN Y LA 
TERMINOLOGÍA 
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La evaluación directa de determinantes a partir de la definición conduce a 
dificultades de cómputo. En efecto, la evaluación directa de un determinante 4 X 4 
podría incluiría el cálculo de 4! = 24 productos elementales con signo, y un deter- 
minante 10 X 10 incluiría el cálculo de 10! = 3 628 800 productos elementales 
con signo. Aplicando este método, inclusive la computadora digital más rápida es 
incapaz de manejar en una cantidad razonable de tiempo el cálculo de un determi- 
nante 25 x 25. Por consiguiente, gran parte del resto del capítulo se dedica al 
desarrollo de propiedades de determinantes, que simplificarán la evaluación de éstos. 


Esta sección concluye con algunos comentarios sobre la terminología y la nota- 
ción. Primero, se observa que el símbolo 4 es otra notación para det(4). Por ejem- 
plo, el determinante de una matriz de 3 X 3 se puede escribir como 


411 04 413 4 Gp 4j 
det] 47, 4, 4» O 4 AU da 
431 Az 43 da zo A3 


Con la última notación, el determinante de la matriz 4 del ejemplo 8 se escribiría 
como 


3 ] 


= 10 
4 -2 








OBSERVACIÓN, En términos concretos, el determinante de una matriz es un 
número. Sin embargo, se acostumbra "abusar" ligeramente de la terminología y 
usar el término "determinante" para referirse a la matriz cuyo determinante está 
siendo calculado. Así, 

3 ] 

4 -2 


se podría identificar como un determinante 2 X 2 y denominar 3 al elemento que 
está en primer renglón y en la primera columna del determinante. 

Por último, se observa que el determinante de 4 a menudo se escribe simbó- 
licamente como 


det(4) =P, 14, ;,* "4, (1 


donde > indica que los términos deben sumarse sobre todas las permutaciones Ur» 
La» + - - > Jn) y los signos + o — se eligen en cada término según si la permutación es 


par o impar. Esta notación es útil cuando es necesario recalcar la definición de un 
determinante. 
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EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 2.1 


I. Encontrar el número de inversiones que hay en cada una de las siguientes permuta- 
ciones de 1,2,3, 4,5. 
a) (41352). b)(53421).c0)(32541)d)(54321).e)(12349.0(14235). 


2. Clasificar cada una de las permutaciones del ejercicio | como par o impar. 


En los ejercicios del 3 al 12, evaluar el determinante. 























1 3S 4 1 =5 6 y v2 v6 a=3 5 
"|-2 4 8 2 7 -2 24.4 V3 -3 a-2 
eL | + e] 1 2 3 0 0 a —d4 
9 3 0 E 10. 3 ES 1 <=] 3 12. 12 
| 6 2 l 7 2 l 9 -4 4 c-1 
13. Iincontrar todos los valores de 4 para los cuales det(4) = 0. 
1-2 A-4 0 0 
a) | | E EN bBLo 4.2 
0 3 ARI 


14. Clasificar cada una de las permutaciones de (1, 2, 3, 4) como par o impar. 


15. Usar los resultados del ejercicio 14 para obtener una fórmula del determinante de una 
matriz 4 Xx 4, 


16. Usar la fórmula obtenida en el ejercicio 15 para evaluar 


4. =9 9 Ze 


17. Usar la definición de determinante para evaluar 








0 0 0 Or 3 7 y) 0 0 0 
0 0 O —4 0 0 0 0 0 -—4 
a) [0 O +1 0 0 by) ¡0 0 3 0 0 
0 2 0 0 0 0 0 0 ] 0 
5 0 0 0 0 de 2 0 0 0 
18. Resolver para x. 
Io -3 
A 0 
ES 1 309 
19. Demostrar que el valor del determinante 
sen 9 cos Ó 0 
—cos 6 sen 6 0 


senó— «058 seng+cosó 1 


' : Ñ ¿AURA IRON bi ea A 


no depende de 6. 


2.2 Evaluación de determinantes por reducción de renglones / 115 


20. Demostrar que si una matriz cuadrada 4 tiene un renglón o una columna de ceros, 


entonces det(4) = 0. 


21. Demostrar que las matrices 


É b 
A= 

0 c 
conmutan si y sólo s1 


b a=c 


e d=] 








lor Ls 


=0 





2.2 EVALUACIÓN DE DETERMINANTES POR REDUCCIÓN DE RENGLONES 





UN TEOREMA 
BASICO 


En esta sección se mostrará que el determinante de una matriz se puede evaluar 
expresando si se reduce la matriz a la forma escalonada. Este método es 
importante, ya que evita los extensos cálculos que se presentan cuando se usa la 
definición de determinante. 





Se empezará con un teorema fundamental sobre determinantes. 


Teorema 2.2.1. Sea A una matriz cuadrada. 


a) Si A tiene un renglón de ceros o una columna de ceros, entonces det(A) = 0. 
b) det(A) = det(4?). 





Demostración de a). Como todo producto elemental con signo de A tiene un 
factor de cada renglón y un factor de cada columna, entonces todo producto 
elemental con signo tiene necesariamente un factor de un renglón cero o de una 
columna cero. En estos casos, todo producto elemental con signo es cero, y det(4), 
que es la suma de los productos elementales con signo, es cero. [] 

Se omite la demostración del inciso bh), pero se recuerda que un producto 
elemental tiene un factor de cada renglón y un factor de cada columna, de modo 
que es evidente que A y 4? tienen exactamente el mismo conjunto de productos 
elementales. Mediante algunos teoremas sobre permutaciones, cuyo análisis 
llevaría demasiado lejos, se puede demostrar que .n realidad 4 y 4% tienen el 
O conjunto de productos elementales con signo. Esto significa que det(4) = 
det(4 *). 


OBSERVACIÓN, Debido al teorema 2.2.1b_ casi todos los teoremas sobre 
determinantes que contienen la palabra "renglón" en su enunciación también son 
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EFECTO DE LAS 
OPERACIONES 


verdaderos cuando en vez de "renglón" se escribe la palabra "columna". Para 
demostrar una proposición sobre columnas, basta transponer la matriz en cuestión 
para convertir la proposición sobre columnas en una proposición sobre renglones, 
y luego aplicar los resultados conocidos sobre renglones. 


El siguicnte teorema facilita la evaluación del determinante de una matriz trian- 
gular, sin importar su tamaño. 










Teorema 2.2.2. Si 4 es una matriz triangular n X n (triangular superior, 
triangular inferior o diagonalj, entonces det(A) es el producto de los elementos 
de la diagonal principal; es decir, det(A) = a;jaz>...a 





nr 


A fin de facilitar la notación. se demostrará el resultado para una matriz 
triangular inferior 4 x 4 


a, 0 0 0 


do Só a 
43 Uy dz 0 


dar ls az Uds 


El razonamiento en el caso general 1 X n es semejante. Para matrices triangulares 
superiores se puede obtener una demostración aplicando el teorema 2.2.16 y 
observando que la transpuesta de una matriz triangular superior es una matriz 
triangular inferior con los mismos elementos en la diagonal. 


Demostración del teorema 2.2.2 (Caso de una matriz triangular inferior de 4 X 4), 
El único producto elemental de 4 que puede ser diferente de cero es 2,,47,4330 44: 
Para ver que así es. considerar un producto elemental representativo a, 1%72%304y4: 
Como a,, = 4,7 = a, ¿7 6, se debe tener j, = 1 a fin de tener un producto elemental 
diferente de cero. Si /, = 1, se debe cumplir que /, = l, ya que ninguna pareja de 
factores comunes proviene de la misma columna. Además, como a), = 4, = 0, se 
debe tener /, = 2 a fin de que el producto elemental sea diferente de cero. Prosiguiendo 
de esta manera se obtiene j, = 3 y /¿ = 4. Como a, ¡4,4334 44 se multiplica por +1 
al formar el producto elemental con signo, se obtiene 


det(4) = 4,147,433444 [ 


Ejemplo 1 


= 2 IOMA) = —1296 A 


O OOO 
O O Oów0uw 
O O 03] 6 
OóOo JJ Un 00 
Hh 00 A — 4 


El siguiente teorema muestra cómo una operación elemental en los renglones de 
una matriz afecta el valor de su determinante. 


ELEMENTALES 
EN LOS 
RENGLONES 
SOBRE UN 
DETERMINANTE 


2.2 Evaluación de determinantes por reducción de renglones / 117 


Teorema 2.2.3. Sea A una matriz n X n. 


a) Si B es la matriz que se obtiene cuando un solo renglón o una sola 
columna de Á se multiplica por un escalar k, entonces det(B) = k det(A). 

by) Si B es la matriz que se obtiene cuando se intercambian dos renglones o 
dos columnas de A, entonces det(B) = —det(A). 

c) Si B es la matriz que se obtiene cuando un múltiplo de un renglón de Á se 
suma a otro renglón o cuando un múltiplo de una columna se suma a otra 
columna, entonces det(B) = det(A). 


Una demostración de este teorema se puede obtener usando la fórmula (1) de la 
sección 2.1 para calcular los determinantes que aparecen y comprobando después 
las igualdades. Se omite la demostración, aunque se proporciona el siguiente ejem- 
plo que ilustra el teorema para determinantes 3 X 3. 


Ejemplo 2 


Relación Operación 





El primer renglón de 4 
| se multiplica por . 


a a : 
12 13 Los renglones primero y 


a = — 
12 Y 402: 403 segundo de 4 se 
da 43 43 (U3z intercambian. 


det(B) = — det(.4) 


Un múltiplo del segundo 
| renglón de 4 se suma al 
primer renglón. 


det(B) = det( 4) 


Se comprobará la ecuación del último renglón de la tabla; las dos primeras se 
dejan para el lector. Con auxilio del ejemplo 7 de la sección 2.1 se obtiene 
det(B) = (a,, + ka, )a33433 + (a;, + ka>,)4,303, + (4,3 + ka>3)a7,43) 
— 431024 3 + ka,;,) — 03307/(4 1) + ka)7) — 4320 33(0,) + Kay) 
= det(4) + k(07107,43; + Gz703103) + 09347;03) 
— Ar ¡Oy 33 7 33071437 — 43747309) 


! 


det(4) +0 =det(4) A 


118 / Determinantes 
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OBSERVACIÓN. Como se observa en la primera ecuación del ejemplo 2, el inciso 
a) del teorema 2.2.3 permite sacar del determinante un "factor común" de cual- 
quier renglón (o columna). 


Recordar que una matriz elemental se obtiene cuando se efectúa una sola opera- 
ción elemental en los renglones de una matriz identidad; así, si en el teorema 
2.2.3 se hace que A = 1, de modo que se tiene det(4) = det(Y,,) = 1, entonces la 
matriz K es una matriz “elemental y el teorema conduce al siguiente resultado 
sobre determinantes de matrices elementales. 


Teorema 2.2.4. Sea E una matriz elemental n X h. 
a) Si E se obtiene al multiplicar por k un renglón de In, entonces det(E) = k. 


b) Si E se obtiene al intercambiar dos renglones de In, entonces det(E) = —1. 
c) Si E se obtiene al sumar un múltiplo de un renglón de In a otro renglón, 
entonces det(E) = 1. 





Ejemplo 3 Los siguientes determinantes de matrices elementales, que se evalúan 
por inspección, ilustran el teorema 2.2.4. 


10.00 0.0.0 1 10.0 7 
3050 0 E =Ow 0.100 
0.0 1 0 0.0 1 0 0.00 1.0 
00.01 100.0 0.0 0 1 
El segundo renglón de 1, se Se intercambiaron los El último renglón de 1 y Se 
multiplicó por 3. renglones primero y sumó 7 veces al primer 
último de 1. renglón. 


Si una matriz cuadrada 4 tiene dos renglones proporcionales, entonces se puede 
introducir un renglón de ceros sumando un multiplo adecuado de uno de los 
renglones a otro renglón. Lo mismo es cierto para columnas. Pero sumar un 
múltiplo de un renglón o una columna a otro renglón o a otra columna no cambia 
el determinante, de modo que por el teorema 2.2.1a se debe cumplir que det(4) = 
O. Esto demuestra el siguiente teorema. 





Ejemplo 4 El siguiente cálculo ilustra la introducción de un renglón de ceros 
cuando hay dos renglones proporcionales: 












1 3 —2 j E 4 El segundo renglón es dos 

> <P 8 | 0 0 0 0 veces el primero, de modo que 
= = () se sumó —2 veces el primer 

3 9 3 | 3 9 3 renglón al segundo para 

1 1 4 8 1 1 4 8 introducir un renglón de ceros. 


A A A A SA 
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Cada una de las siguientes matrices tiene dos renglones o dos columnas propor- 
cionales; así, por inspección, el determinante de cada una es cero. 


A continuación se proporcionará un método para evaluar determinantes, el cual 
requiere sustancialmente menos cálculos que la aplicación directa de la definición 
de determinante. La idea del método es reducir la matriz dada a la forma trian- 
gular superior mediante operaciones elementales en los renglones; luego, calcular 
el determinante de la matriz triangular superior (lo que es fácil), y, finalmente, 
relacionar el determinante de ésta con el determinante de la matriz original. Á 
continuación de presenta un ejemplo. 


Ejemplo 5 Evaluar det(4), donde 


0 l 5 
A=|3 -—6 9 
2 6 l 


Solución. A se reducirá a la forma escalonada (que es triangular superior) y se 
aplicará el teorema 2.2.3: 
















0 ] 5 a o 9 2 : 
Se intercambiaron los renglones 
det(4)=/3 —6 E ] a) primero y segundo de 4. 
2 6 2 6 1 
1-2 3 Se obtuvo un factor común 3 en 
= -=3|0 1 5 el primer renglón tomando en 
> 6 1 cuanta el signo del determinante. 
l 2 3 
E Se sumó —2 veces el primer 
E , renglón al tercer renglón. 
0 10 —5 
lr 2 3 
= —310 1 5 Se sumó —10 veces el segundo 
O 0 55 renglón al tercer renglón. 
1-2 3 Se obtuvo un factor común —55 
= (— 31 55)/0 l 5 en el último renglón 
0 0 1 considerando el signo del 


determinante. 


= (-3(-550)=165 A 
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OBSERVACIÓN. El método de reducción de renglones se ajusta bien a la evalua- 
ción de determinantes por computadora, ya que es sistemático y se puede progra- 
mar fácilmente. Sin embargo, en secciones ulteriores se desarrollarán métodos que 
a menudo facilitan los cálculos manuales, 


Ejemplo 6 Calcular el determinante de 


O hy —: 

WYW DQO Y O 

— YO O 
DR 


=D 


Solución. Este determinante se puede calcular como ya se mostró, mediante 
operaciones elementales en los renglones para reducir A a la forma escalonada, 
aunque A también se puede escribir en forma triangular inferior en un paso 
sumando —3 veces la primera columna a la cuarta para obtener 


det(4) = det =(1XMON—26) = —- 546 


— O NM —= 
DY DD —] O 
— YO oO 
Soo o 


=ZÓ 


Este ejemplo señala la utilidad de no perder de vista las operaciones en las colum- 
nas que pueden abreviar los cálculos. A 





EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 2.2 


1. Comprobar que det(4) = det(A 2 para 


2] 
Y id E 2 Ñ 
E ) 


5 -—3 6 
2. Evaluar por inspección los siguientes determinantes. 
a 
2 0 0 0 
> a q o E a] RED 3 
-8 V2 0 0 | 
a) 10 5 l b) > a : A c) lt -—7 Xi d j2 -—4 6 
0 q. =2 | e l 3 5 —8 ] 


9 5 6 ] 
3. Encontrar por inspección los determinantes de las siguientes matrices elementales. 


l 0 0 0 10.00 ] 0 0 0 

0 ] 0 0 0.0 1 0 0 ] O" =9 
a) b) c) 

0 q eS 0 0 1.0.0 0 0 1 0 

0 0 0 1 0.000 1 0 0 0 l 
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En los ejercicios del 4 al 11, evaluar el determinante de la matriz dada reduciendo la 
matriz a forma escalonada. 


3 6. =-9 0 3 1 lt =3 0 Y, E 9 
4 0 o -—2 SAL EZ 6. | —2 4 ] Ta 2 E. 52 
uz ] S EZ. 4 Sm z 0 ] 5 
1 2 3 l Zo E 3 Al 0” 1 1 4 : ó E 
5 E 6 3 LN 1.114 A A 
8. | * 9. mM. | 337, ¿| mp o 0-1 
Es 2 6 0 0.2.1.0 2 1140 E: 
1 2 0 0 
DD E E 1 ¿DU E 1 3 de A 
a b c 
12. Dadoque ld e f|= —6, encontrar 
g h 1 
d e f 3a  3b  3c a+tg b+h c+i 34 =3b. =3€ 
a) le h 1 b)l=d -e -—f 1 q e y d) d e J 
a bc 4 4h di 2 h ¡ g-4d h-d4e ¡-4f 


13. Por medio de la reducción de renglones demostrar que 
=(b — aíe — ac — b) 


14, Con un razonamiento semejante al de la demostración del teorema 2.2.2, mostrar que 


0 0 0 a 
14 

0 0 413 0 0 
423 Aza 

a) det] 0 42 23 |= 72130203; b) det = 41447343743) 
0 43 Az Az 
2433 Az 43 

day Ga ls Qu 


15. Demostrar los siguientes casos especiales del teorema 2.2.3. 


ka; ka ¡> kay 411 Gp 4 4 “za 4 Gi Gr y 
a) | da 42 a|=4kla,, Az Aa b) Ja, 4 a3|=-—|a, 4d 43 
431 Aza 433 2431 4 433 431 día 03 431 Az Az 


| 


— — =— HH u 





2.3 PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN DETERMINANTE 





En esta sección se desarrollarán algunas de las propiedades fundamentales de la 
función determinante. Con el trabajo aquí realizado se adquirirán mayores cono- 
cimientos sobre la relación que hay entre una matriz cuadrada y su determinante. 
Una de las consecuencias inmediatas de este material es una importante prueba de 


determinante para la invertibilidad de una matriz. 
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Suponer que 4 y B son matrices n X n y que k es cualquier escalar. Se comenzará 
considerando posibles relaciones entre det(4), det(B) y 


det(k4), det(4 + B) y det(4B) 


Como del determinante puede sacarse un factor común de cualquier renglón 
de una matriz, y como cada uno de los n renglones de kA tiene un factor común 


igual a k, se obtiene 
det(k4) = k" det(4) (1) 


Por ejemplo, 

kay, Kaj, Kay di 4p 43 
¿23 

Kd2, Kdz Kad | =k" (4), dp 42 





kaz, Kkazz kaz, 431 zp dz 


Desafortunadamente, en general no existe ninguna relación simple entre los 
determinantes det(4), det(B) y det(4 + B). En particular, se recalca que det(4 + B) 
suele no ser igual a det(4) + det(B). El siguiente ejemplo ilustra este hecho. 


Ejemplo 1 Considerar 


¡AE 3 1 4 3 
= = A4B= 
ld lia eel 
Se tiene det(4) = 1, det(B) = 8 y det(4) + det(B) = 23; así, det(4 + B) + 
det(4) + det(B). A 


A pesar del tono negativo del ejemplo anterior, existe una relación im- 
portante en la que intervienen sumas de determinantes que a menudo es útil. Para 
obtenerla, considerar dos matrices 2 X 2 que sólo difieren en el segundo renglón: 


Jsz 411 41 p= Mi a 
Las dy y bz1 Daz 


Se tiene 
det(4) + det(B) = (4,47, — 412471) + (4,157, — a,b) 
= 411(47, + b27) — 41207, + b>1) 
211 412 
es A +ba d+ 8 
Así, 


O A ] 


DETERMINANTE 
DE UN 
PRODUCTO DE 
MATRICES 
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ds Gi 41 dal 411 41 1 411 di | 
ú 421 4 ú ba bal ñ a Hb 42 +bz 


Este es un caso especial del siguiente resultado general. 


Teorema 2.3.1. Sean A, B y C matrices n X n que sólo difieren en un renglón, 
por ejemplo, el r-ésimo, y suponer que el r-ésimo renglón de C se puede 
obtener sumando los elementos correspondientes de los r-ésimos renglones de 


A y B. Entonces 
det(C) = det(A) + det(B). 





El mismo resultado es cierto para columnas. 


Ejemplo 2 Con la evaluación de los determinantes se puede comprobar que 


] 7 5 ] 7 5 Í 7 5 
deti 2 0 3 = det| 2 0 3 | +det| 2 0 3LA 
1+-0 441 7+(-1) 1 4 7 0 l —1 


Cuando se considera la complejidad de las definiciones de la multiplicación de 
matrices y determinantes de una matriz, parecería improbable que exista alguna 
relación simple entre ellas. Es esto lo que hace tan sorprendente la sencillez del 
siguiente resultado. Se demostrará que si A y B son matrices cuadradas del 
mismo tamaño, entonces 


det(AB) = det(4) det(B) (2) 


Como la demostración de este teorema es bastante minuciosa, primero es necesario 
desarrollar algunos resultados preliminares. Se empezará con el caso especial de 
(2) en que A es una matriz elemental. Debido a que este caso especial es sólo un 
preludio a (2), se denomina lema. 


Lema 2.3.2. Si B es una matriz n X n y E es una matriz elemental n X n, 
entonces 


det(EB) = det(E) det(B) 





Demostración. Se considerarán tres casos, cada uno' dependiendo de la 
operación en el renglón con que se obtiene £. 


Caso 1. Si E se obtiene al multiplicar por k un renglón de / ,», Entonces, por el 
teorema 1.5.1, EB se obtiene a partir de B al multiplicar por k un renglón; así, por 
el teorema 2.2.3a se tiene que 


det(EB) = k det(B) 
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Pero por el teorema 2.2.4a se tiene que det(1) = k, de modo que 
det(EB) = det(E) det(B) 
Casos 2 y 3. Las demostraciones de los casos en los que E se obtiene al 


intercambiar dos renglones de /, o al sumar un múltiplo de un renglón a otro 
renglón siguen el mismo patrón que el caso 1, por lo que se dejan como ejercicios. 


OBSERVACIÓN. Por aplicaciones repetidas del lema 2.3.2 se concluye que si 8 es 
una matriz n xnyE,, E,,..., E, son matrices elementales » X n, entonces 


det(E E): E, B) = det(£, ) det(E)) : det(E,) det(B) BS) 
Por ejemplo. 


det(E,E,B) = det(E,) det(E,B) = det(E, ) det(E,) det(B) 


El siguiente teorema es uno de los más importantes en álgebra lineal; proporciona 
un criterio importante de invertibilidad en términos de determinantes y se usará 
en la demostración de (2). 





Demostración. Sea R la forma escalonada reducida de 4. Como paso preliminar 
se demostrará que tanto det(4) como det(X) son cero o diferentes de cero: Sean £., 
Es, . .., E, las matrices elementales que corresponden a las operaciones elemen- 
tales en los renglones con que se obtiene R a partir de 4. Asi, 


R=E EXA 


y según (3), 
det(R) = det(£,): : det(£») det(£, ) det(4) (4) 


Pero por el teorema 2.2.4, los determinantes de las matrices elementales son diferentes 
de cero. (Tomar en cuenta que multiplicar por cero un renglón ro es una operación 
elemental en los renglones permitida, de modo que k = O en esta aplicación del teorema 
2.2.4.) Así, por (4) se concluye que det(4) y det(X?) son cero o diferentes de cero. Ahora 
se procederá a la parte más importante de la demostración. 

Si A es invertible, entonces por el teorema 1.6.4 se tiene R = 7, de modo que 
det(R) = 1 4 0 y, en consecuencia, det(4) + 0. Recíprocamente, si det(4) * 0, 
entonces det(R) 4 0, de modo que R no puede contener un renglón de ceros. Por el 
teorema 1.4.3 se concluye que R = /, de modo que por el teorema 1.6.4 se tiene que 
Á es invertible. [] 
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Por los teoremas 2.3.3 y 2.2.5 se concluye que una matriz cuadrada con dos 
renglones o columnas proporcionales no es invertible. 


Ejemplo 3 Como los renglones primero y tercero de 


1 2 3 
A=|1 0 1] 
2 4 6 


son proporcionales, det(4) = 0. Así, 4 no es invertible. A 


Ahora ya es posible abordar el resultado principal de esta sección. 





Demostración. La demostración se dividirá en dos casos que dependen de si 4 
es Invertible o no lo es. Si la matriz A no es invertible, entonces por el teorema 
1.6.5 tampoco lo es el producto AB. Así, por el teorema 2.3.3 se tiene que det(46) 
= 0 y det(4) = 0, por tanto, se concluye que det(4B) = det(4) det(B). 

Ahora se supone que A es invertible. Por el teorema 1.6.4, la matriz 4 se 
puede expresar como producto de matrices elementales, por ejempio 


de modo que 
AB =E,E,'**E,B 


Si se aplica (3) a esta ecuación se obtiene 
det(4B) = det(£,) det(E,) * * * det(£,) det(B) 


y aplicando (3) de nuevo se obtiene 
de AB) = de(E, E, - + E,) det(B) 
que, según (5), se puede escribir como det(4B) = det(4) det(B) O 


Ejemplo 4 Considerar las matrices 


Se deja al lector comprobar que 


det(4) = 1 det(B) = —23 y det(4B) = --23 
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Asi, det(4B) = det(4) det(B), como garantiza el teorema 234. A 


El siguiente teorema proporciona una relación útil entre el determinante de 
una matriz invertible y el determinante de su inversa. 


Teorema 2.3.5. Si 4 es invertible, entonces 





Demostración. Como A“%4 = 1, se concluye que det(4 714) = det(7). Por consi- 
guiente, se debe tener que det(4 7?) det(4) = 1. Como det(4) = 0, la demostración 
puede completarse dividiendo entre det(4). [|] 


SISTEMAS Muchas aplicaciones del álgebra lineal están relacionadas con sistemas de »n 
LINEALES DE LA ecuaciones lineales en » incógnitas que se expresan como 
FORMA Ax= Áx 

AX = ÁX (6) 


donde Á es un escalar. Estos sistemas son realmente sistemas lineales homogéneos 
encubiertos, ya que (6) puede escribirse de nuevo como x — Ax =0 o, insertando 
una matriz identidad y factorizando, como 


(Al Ax =0 (7) 
A continuación se proporciona un ejemplo. 


Ejemplo 5 El sistema lineal 
x, +3x>= Ax; 
4x; =P 2x, == Ax) 


puede escribirse en forma matricial como 


1 3 1% La Xy 
4 211% X2 
que es de la forma (6) con 
3 X] 
lolo» le] 


Este sistema puede volver a escribirse como 


¡AAA 


An 


2.3 Propiedades de la función determinante / 127 


alo Jl Edel 


que es de la forma (7) con 


AL 3 
ul a 


El problema de interés esencial en sistemas lineales de la forma (7) es 
determinar los valores de para los cuales el sistema tiene una solución no trivial; 
ese valor de A se denomina valor característico o eigenvalor* de A. Si Aes un 
eigenvalor de 4, entonces las soluciones no triviales de (7) se denominan eigen- 
vectores de A correspondientes a A. 

De acuerdo con el teorema 2.3.3 se concluye que el sistema (7 — 4)x = 0 
tiene una solución no trivial si y sólo sí 


Ésta se denomina ecuación característica de A; los eigenvalores de A se pueden 
encontrar resolviendo esta ecuación para 4. 

Los eigenvalores y los eigenvectores se estudiarán de nuevo en otros 
capítulos, donde se analizará su interpretación geométrica y se desarrollarán sus 
propiedades con mayor profundidad. 


Ejemplo 6 Determinar los eigenvalores y los eigenvectores correspondientes de la 
matriz A del ejemplo $5. 


Solución. La ecuación característica de 4A es 


A=1  —3 


E 


det(AI — 4) = 











*La palabra eigenvalor es una combinación de alemán y español, El prefijo alemán eigen puede traducirse 
como "propio", que resulta de las antiguas publicaciones en las que los eigenvalores se conocían como 
valores propios, también se denominan raíces latentes. 


A A A 
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A 34-10=0 


La forma factorizada de esta ecuación es (A + 24 — 5) = 0, de modo que los 
cigenvalores de 4 son A= —-2 y A=5. 


Por definición. 
pa 
== 
XA2 


es un eigenvector de 4 si y sólo si x es una solución no trivial de (A7 — 4)x =0; es 


decir, 
A=1.  -3 ]|]%4 0 
| = (9) 
4 4-2]11% 0 
Si A = —2, entonces (9) se convierte en 
2 Falo 0 
=4 —4]|1% 0 
Al resolver este sistema se obtiene (comprobar) 
Xx ==, Xx, Fl 


de modo que los eigenvectores correspondientes a 4 = —2 son las soluciones 
diferentes de cero de la forma 


De nuevo por (9), los eigenvectores de 4 correspondientes a A = 5 son las 


soluciones no triviales de 
4  —3 11%; a Q 
-4  —3lx]| lo 


Se deja que el lector resuelva este sistema y demuestre que los eigenvectores de 4 
correspondientes a A = 5 son las soluciones diferentes de cero de la forma 


En el teorema 1.6.4 se mencionaron cinco resultados que son equivalentes a la 
invertibilidad de una matriz A. Esta sección termina con la inclusión del teorema 
2.3.3 en esa lista para obtener el siguiente teorema que relaciona los temas 
primordiales que se han estudiado hasta ahora. 


2.3 Propiedades de la función determinante / 129 


Teorema 2.3.6. Si A es una matriz n X n, entonces las siguientes proposicio- 
nes son equivalentes. 

a) A es invertible. 

by Ax =0 sólo tiene la solución trivial. 

c) La forma escalonada reducida de A es 1, 


d) A se puede expresar como un producto de matrices elementales. 
e) Ax = b es consistente para toda matriz bn X 1. 

f) Ax = b tiene exactamente una solución para toda matriz bn X 1. 
gy) det(A) = 0. 





EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 2.3 


1. Comprobar que det(k4) = k” det(A4) para 
2 —1 3 


=1 2 
9 1=| a 2 |i 2 b) 4=]/3 2 Id; k= -2 
| 4 5 
2. Comprobar que det(4B) = det(4) det(B) para 
2 10 1 
A=143 4 0 y B=|7 Í 
0.0 2 5 0 l 


3. Por inspección, explicar por qué det(4) = 0. 


=2 8 ] 4 
3 e) 5 1 

A= 
[ 0 7 0 


4-6 4 -3 


4. Con el teorema 2.3.3, determinar cuáles de las siguientes matrices son invertibles. 


E $. 4 2 8 ds NR A 
a) [9 -1 4 bl-2 1-4 c) 1342 -3V7 0 dl 506 
8 9-1] 3 1.6 5 -9 0 8 0 3 
5. Sea 
a bc 
4A=i1d e f 
g hi 


Suponiendo que det(4) = —7, determinar 


a) det(3A4) b) det(47!) c) det(24 7?) d) det((24)”') e) det 


SS == A 


6. Sin evaluar directamente demostrar que x=0 y x= 2 satisfacen 
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x Y 2 
2 | Lo) 
0 O —5 


7. Sin evaluar directamente, demostrar que 


b+eo c+a b+a 
det a b E =( 
| l | 


En los ejercicios del 8 al 11, demostrar la identidad sin evaluar los determinantes 


dr Di: BARBA E Ba 
8. lar bs ar +ba+c|=la> b, c) 
ds De dotes ds Do E 
9. lar+b, ab, ec|=-—2|a4, b, c, 
abs =D, dx by Cy 
10. 14 bi astEbs abi == 10. Ds Da 
Ci 0% Cy Ep Co 6 
di “BLA e RED Sa, dí dr 4 
ll. la, b+tas, cr+rbs+sas | = lb, b> bh, 
4 b; + faz Us + rb, an Sax C¡ C> Oz 


12. ¿Para que valor(es) de k se cumple que 4 no es invertible? 


hi d 

A ESO 

A ME E => 
3-2 


13. Con el teorema 2.3.3. demostrar que 


> e » 
sen” («r sen” f sen” y 
RJ ; e > 
cos a cos fB cos y 
l ! 


no es invertible para cualesquiera valores de a, $, y y. 
14, Expresar los siguientes sistemas lineales en la forma (/ — 4)x=0. 
dd) xx, +217=Ax, b) 21, +31.=Ax, C) 3x,+ x=Ax, 
LD EAS dx, + 3x,= Ax, —5x, —3Ix,= Ax, 
15. Para cada uno de los sistemas del ejercicio 14, encontrar 
a) la ecuación característica, 


b) los eigenvalores, y 
c) los eigenvectores correspondientes a cada uno de los eigenvalores. 


E A 
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16. Sean A y B matrices n X n. Demostrar que si Á es invertible, entonces det(B) = 
det(47!|BA). 


17. a)Expresar 

ayb Cid 

ad, Hb, Cc, +d, 
como una suma de cuatro determinantes cuyos elementos no contengan sumas. 

b) Expresar 








AED eAd, ee, 
a, +b, cr+d, €e+f, 
ar by c3+d, €e+f, 


como una suma de ocho determinantes cuyos elementos no contengan sumas. 
18. Demostrar que una matriz cuadrada A es invertible si y sólo si 474 es invertible. 


19. Demostrar los casos 2 y 3 del lema 2.3.2. 
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En esta sección se considerará un método para evaluar determinantes que es útil 
en la realización de cálculos manuales y reviste importancia teórica. Como 
consecuencia del trabajo aquí efectuado, se obtendrá una fórmula para calcular 
la inversa de una matriz invertible, así como una fórmula para encontrar la 
solución de ciertos sistema de ecuaciones lineales en términos de determinantes. 














MENORES Y 


Definición. Si 4 es una matriz cuadrada, entonces el menor del elemento a,; Se 
COFACTORES 


denota por M, y se define como el determinante de la submatriz que queda 
después de quitar el ¿-¿simo renglón y la ¡-ésima columna de 4. El número 


(DM Se denota por C,, y se denomina cofactor del elemento a,, 





Ejemplo 1 Sea 


3 l —4 
A =1 2 5 6 
1 4 8 
El menor del elemento 411 es 
3 1 -—4 
56 


M,, =12 3 6| = 








A O AN A 
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El cofactor de dy, es 
Cu=(-D'* MM, =M,, =16 


De manera semejante, el menor del elemento Ay, €S 


3.1.4 
3. dl 
M,, = s  6|= =26 
ió 2 6 
4 38 








el cofactor de Az, OS 


Cr =(-ID"**M,,= —My= -26 A 


Observar que el cofactor y el menor de un elemento 8; sólo difieren en el signo; es 
decir, Ci = *M, . Una manera rápida para determinar si se usa el signo + o el 
signo — es aplicar el hecho de que el signo que relaciona C,, con M, está en el ¿- 
ésimo renglón y en la ¡-ésima columna del arreglo en forma de "tablero de ajedrez” 


Etoo + — + 
+ = + ->= + 
Por ejemplo, C,, = My. Ez = Ma» Ci = Mi» Cay = Maz, y asi sucesiva- 


mente. 
Considerar la matriz general 3 x 3 


di Gir Aj 
A=|4>3 4 43 
da za 43 


En el ejemplo 7 de la sección 2.1 se demostró que 


det(4) = 4,4 22433 + 01205343: + 01305103) 


— 413433431 — 4343/0433 = 41423432 (1) 


la cual se puede volver a escribir como 


det(4) = a; ¡(4,,4z, — 47343) + 21 (013435 — 411433) + 03(0 ¡2473 — 413422) 
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Debido a que las expresiones entre paréntesis son justamente los cofactores C”, ,. 
C,1 y Cy, (comprobar), se tiene que 


La ecuación (2) muestra que el determinante de 4 se puede calcular multiplicando 
los elementos de la primera columna de A por sus cofactores y sumando los 
producto resultantes. Esta forma de evaluar det(4) se denomina desarrollo por 
cofactores a lo largo de la primera columna de A. 


Ejemplo 2 Sea 


3. 1.0 
A=|-2 -4 3 
y 4 


Evaluar det(4) por desarrollo por cofactores a lo largo de la primera columna de 
Á. 


Solución. Por (2), se tiene que 


3 ] 
aa la 0 


=3=4)=(=22/+58)= =LIA 


det(4) = 3 





4 ; 
P5 














Reordenando los términos de (1) de varias formas, es posible obtener otras 
fórmulas como (2). No debe haber ningún problema en la comprobación de que 
todas las siguientes igualdades son correctas (véase el ejercicio 28): 


det(4) = a,/€¡ + 412€; + a13C3 
= 411€, + 491€) + a31€31 
= 471€), + 472), + 493C)3 (3) 
= 412€ 12 + 47,C,2 + a32C32 
= 431€31 + 43,C32 + 033C33 


= 413€C;3 + 473C)3 + 433C33 


Como en cada ecuación todos los elementos y los cofactores provienen del mismo 
renglón o de la misma columna. Estas ecuaciones se denominan desarrollos por 
cofactores de det(4). 

Los resultados que acaban de proporcionarse para matrices 3 X 3 cons- 
tituyen un caso especial del siguiente teorema general, que se enuncia sin de- 
mostración. 
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Teorema 2.4.1. £! determinante de una matriz Á n x n se puede calcular 
multiplicando los elementos de cualquier renglón (o de cualquier columna) por 
sus cofactores y sumando los productos resultantes; es decir, para cada 1 i n 
y 1 j n, se tiene que 


det(A) = ay e UA a7 Co + o... Ha j 


(Desarrollo por cofactores a lo largo de 
la j-éstma columna) 


det(A) = aC; + aC; +A Oj 
(Desarrollo por cofactores a lo largo del i- 
ésimo renglón) 





Ejemplo 3 Sea A la matriz del ejemplo 2. Evaluar det(4) mediante desarrollo por 
cofactores a lo largo del primer renglón. 





Solución. 
3 ] 0 
— A 3 =2 3 =2 -—4 
det(4)=|-2 -4 3 => 4 0 Ss > +0 ; 4 
5 4 -2 | 








= 4-4) -(M-1bD+0=-—1 
Esto concuerda con el resultado obtenido en el ejemplo 2. A 


OBSERVACIÓN. En este ejemplo no fue necesario calcular el último cofactor, ya 
que se multiplicó por cero. En general, la mejor estrategia para evaluar un deter- 
minante mediante cofactores, hacer el desarrollo a lo largo del renglón o la co- 
lumna que tenga el mayor número de ceros. 


El desarrollo por cofactores y las operaciones en los renglones o en las 
columnas se pueden combinar algunas veces para obtener un método efectivo de 


evaluar determinantes. El siguiente ejemplo ilustra esta idea. 


Ejemplo 4 Evaluar det(4), donde 


LE Sel 6 
Li X= 4d 
Ala 4 15 
O 
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Solución. Sumando múltiplos idóneos del segundo renglón a los demás renglo- 
nes se obtiene 
















O 1 ] 3 
det(4) = |! 2 711 
0 0 3 3 
0 1 8 0 
21113 Desarrollo por 
=-| 0.3 3 cofactores a lo largo de 
1.80 la primera columna. 
=L 3 
renglón al tercero. 
0 9 3 
q 3 Desarrollo por 
ES El) 9 3 cofactores a lo largo de 
la primera columna. 
= -—18 A 
ADJUNTA DE En un desarrollo por cofactores, det(4) se calcula multiplicando los elementos de un 
UNA MATRIZ renglón o una columna por sus cofactores y sumando los productos resultantes. Resulta 


que si los elementos de cualquier renglón se multiplican por los cofactores co- 
rrespondientes de un renglón diferente, la suma de tales productos siempre es cero. 
(Este resultado también se cumple para columnas.) Aunque se omite la demostración 
general, el siguiente ejemplo ilustra la idea de la demostración en un caso especial. 


Ejemplo 3 Sea 


411 Gp 413 
A=| 4, 4% 4 


431 za 43 
Considerar la cantidad 
a1¡€31 + 4,,C3, + 413C33 


que se forma al multiplicar los elementos del primer renglón por los cofactores de 
los elementos correspondientes en el tercer renglón y sumar los productos re- 
sultantes. A continuación se demostrará que esta cantidad es igual a cero mediante 
la siguiente regla práctica. Obtener una nueva matriz 4' sustituyendo el tercer 
renglón de A por el primer renglón. Así, 
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41 4 43 

A'*=| 4, dp da 

4 Ap 13 
Sean Cy, gp» Ca los cofactores de los elementos del tercer renglón de 4'. 
Como los dos primeros renglones de A y 4' son iguales, y dado que en el cálculo 


de Ez) Egg) Esq. Ey, go y Cy3 sólo intervienen elementos de los dos primeros 
renglones de A y 4”, se concluye que 


C31 = C31, Cs = C3z, Ca = Ez 
Como 4' tiene dos renglones idénticos, 
det(4') =0 (4) 


Por otro lado, al evaluar det(4') por desarrollo por cofactores a lo largo del tercer 
renglón se obtiene 


det(4”) = a41€3, + 4,C3, + 41303 = 4,1C3, + 41,C32 + 41333 (5) 


Por (4) y (5) se obtiene 


413, +41,C3+01C03=0 A 


Definición. Si 4 es cualquier matriz n Xx ny C ¡¡ es el cofactor de A; Entonces 
la matriz 


C) 1 Cp Cin 
C> Ca Cor 
Ca Cr Cn 


se denomina matriz de cofactores de A. La transpuesta de esta matriz se 
denomina adjunta de A y se denota por adj(4). 


Ejemplo 6 Sea 


3 Ze EL 
Á= 6 3 
2 -—4 0 


Los cofactores de 4 son 
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Ci 12 Ci)=6 Ci = —16 
C)1 = 4 Cr =2 Ca = 16 
C51 = 12 Ca) SNE 10 Cs A 16 


de modo que la matriz de cofactores es 


de 6 -—l6 
4 2 16 
12 -—10 16 


y la adjunta de (4) es 
12 4 12 
ad] (4) = 6 2 —10| A 
—16 16 16 
Ahora ya es posible obtener una fórmula para la inversa de una matriz 
invertible. 
FORMULA PARA Teorema 2.4.2, Si A es una matriz invertible, entonces 
LA INVERSA DE 
UNA MATRIZ 





Demostración. Primero se demostrará que 


A adj(4) = det(4) / 


Considerar el producto (resaltado en negro) 


41 Ap *** di, 
dc 5 EN Cs ads E: E Cn 
4aga)=| 3: a ca Es 
a A E : : 
" ] Ci Con €. E 
41 42 "2 An 


El elemento en el ¿-ésimo renglón y la ¡-ésima columna de A adj(4) es 


21 Cp +4j2Cj +0 c+a,,C, (7) 


inn 
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APLICACIONES 
DE LA 
FÓRMULA DE 
LA ADJUNTA 
PARA LA 
INVERSA 


(véanse los renglones sombreados en las dos matrices anteriores). 

S1 ¿=7, entonces (7) es el desarrollo por cofactores de det(4) a lo largo del ;- 
ésimo renglón de A (teorema 2.4.1), y si ¡ =/, entonces las letras a y los cofactores 
provienen de renglones diferentes de 4, de modo que el valor de (7) es cero. En 
consecuencia, 


det(4) 0. == 0 

0 det(4) | 

Aadj(4)=| . j = det(4)/ (8) 
0 0 «== det(4) 


Dado que A es invertible, det(4) = 0. Por tanto, la ecuación (8) puede volver a 
escribirse como 





TL adj(4)] = 1 





] l _ 
Á ES adj | =/ 


Multiplicando por la izquierda ambos miembros por 4 7?, se obtiene 


5) 





= di(4 
det(4) adi) E 
Ejemplo 7 Por medio de (6), encontrar la inversa de la matriz A del ejemplo 6. 


Solución. El lector puede comprobar que det(4) = 64. Así, 





—pno so 
= adií4)=>| 6 2 -10 
E lió6 16 16 
12 Es 12 
64 64 64 
=1l 4 á4 -4| A 
16 16 16 
64 64 64 


Aunque el método del ejemplo precedente es razonable para invertir manualmente 
matrices 3 X 3, el algoritmo de inversión que se analizó en la sección 1.5 es más 
eficaz para matrices más grandes. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que el mé- 
todo de la sección 1.5 es sólo un procedimiento de cómputo, mientras que la 
fórmula (6) es una fórmula real para encontrar la inversa. Como se verá a contl- 
nuación, esta fórmula es útil para obtener propiedades de la inversa. 

En la sección 1.7 se establecieron sin demostración dos resultados sobre 
INVersas. 
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e Teorema 1.7.1c: Una matriz triangular es invertible si y sólo si todos sus 
elementos diagonales son diferentes de cero. 

e Teorema 1.7.1d: La inversa de una matriz triangular inferior invertible cs 
triangular inferior, y la inversa de una matriz triangular superior in- 
vertible es triangular superior. 


Estos resultados se demostrarán a continuación usando la fórmula de la adjunta 
para la inversa. 


Demostración del teorema 1.7. 1c. Sea A = a, Una matriz triangular, de modo que 
sus elementos diagonales son 


411) 422) ++ «> Aya 


Por los teoremas 2.2.2 y 2.3.3, la matriz 4 es invertible si y sólo si 


det(4)= a4,/47' ca 0 


An 
que es verdadero si y sólo si todos los elementos de la diagonal son diferentes de 
cero. [] 


Se deja como ejercicio para el lector usar la fórmula de la adjunta de 47! 
para demostrar que si A = a ¡¡ S una matriz triangular invertible, entonces los 
elementos diagonales sucesivos de 47? son 





(Véase el ejemplo 3 de la sección 1.7.) 


Demostración del teorema 1.7.1d. El resultado se demostrará para matrices trian- 
gulares superiores y se dejará como ejercicio el caso para matrices triangulares 
inferiores. Suponer que Á es triangular superior e invertible. Como 


Sd 





TV AO 


se puede demostrar que 47? es triangular superior puede probarse probando que 
adj(4) es triangular superior o, equivalentemente, que la matriz de cofactores es 
triangular inferior. Lo anterior se puede lograr demostrando que todo cofactor E, 
con ¡ < y (es decir, arriba de la diagonal principal) es cero. Como 

Cy = (-1)UM,, 


eS 
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REGLA DE 
CRAMER 


basta demostrar que cada menor M) con ¡ < / es cero. Para este propósito, sea B, la 
matriz que se obtiene cuando se quitan el ¡-ésimo renglón y la ¡-ésima columna de 4, de 
modo que 


M,, = det(B,,) (9) 


Á partir de la hipótesis que ¡ < j. se concluye que Bi es triangular superior 
(ejercicio 32). Como A es triangular superior, su (¿ + 1)-ésimo renglón comienza 
con por lo menos ¡ ceros. Pero el ¿-ésimo renglón de B ¡¡ eS el (i + 1)-ésimo renglón 
de A sin el elemento de la ¡-ésima columna. Ya que í < j, ninguno de los ¿ 
primeros ceros se elimina quitando la /-¿sima columna; así, el ¡-¿simo renglón de 
B,, comienza con por lo menos ¡ ceros, lo cual indica que este renglón contiene un 
cero en la diagonal principal. Ahora, por el teorema 2.2.2 se concluye que det(B,) 
= 0, y por la expresión (9) se concluye que M, =0. [ 


El siguiente teorema proporciona una fórmula útil para la solución de ciertos 
sistemas lineales de 1 ecuaciones con r incógnitas. Esta fórmula, denominada 
regla de Cramer”, es de interés marginal para efectos de cómputo, aunque es útil 
para estudiar las propiedades matemáticas de una solución sin necesidad de resol- 
ver el sistema. 


Teorema 2.4.3. (Regla de Cramer). Si Ax = b es un sistema de n ecuaciones 
lineales con n incógnitas tal que det(A) = 0, entonces la solución del sistema 
es única. Esta solución es 


, _det(A;) y  Let(d)) , _det(A,,) 
CT deAAY 77 deHay” 0? 7” der(A) 


donde A, es la matriz que se obtiene al sustituir los elementos de la j-ésima | 
| columna de A por los elementos de la matriz 





*Gabriel Cramer (1704-1752), matemático suizo. Aunque Cramer no está considerado al lado de 
los grandes matemáticos de su tiempo, sus contribuciones como diseminador de las ideas 
matemáticas le ganaron un bien merecido lugar en la historia de las matemáticas. Cramer viajó 
bastante y conoció a muchos de los grandes matemáticos de su época. Estos contactos y amistades 
condujeron a una correspondencia abundante a través de la cua) se difundía la información sobre 
nuevos descubrimientos matemáticos. 
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Demostración. Si det(4) = 0, entonces Á es invertible y, según el teorema 1.6.2, 
x = 47 1b es la única solución de 4x = b. En consecuencia, por el teorema 2.4.2 se 


tiene 








Gu Esp $ Care, 

2 A. Cr Cz Crz || 02 
A a a | 

Er Cor En b,, 


Multiplicando las matrices se obtiene 


BC FC Ao Ca 
l b Cr + b2Co +: +Db,Ch 
i — det(4) . . 





b¡C,, pS b>Co AOS ¿Dm 


Por consiguiente, el elemento en el ¡-ésimo renglón de x es 


Xx: (10) 
á det(4) 
Ahora, sea 
411 Gr 00? Ayj. by dijrr 02 Aj 
da Az “0? aj: b, daj+r “0 Az 
ÁAj=] . : : 
An! 4.02 e daj-1 b,, Anj+1 22 Ay 


Como 4, difiere de 4 sólo en la ¡-ésima columna, se concluye que los cofactores de 
los elementos b,, b,, ..., b, en A, son los mismos que los cofactores de los ele- 
mentos correspondientes en la j¡-ésima columna de 4. En consecuencia, el desa- 
rrollo por cofactores de det(4) a lo largo de la ¡-ésima columna es 


El trabajo más conocido de Cramer, Introduction da lanalyse des lignes courbes 
algébriques (1750), es un estudio y una clasificación de las curvas algebraicas; la regla de Cramer 
apareció en el apéndice. Aunque la regla lleva su nombre, variantes de la idea básica fueron 
planteadas antes por otros matemáticos. Sin embargo, la notación superior de Cramer ayudó a 
aclarar y popularizar la técnica. 

El exceso de trabajo, combinado con una caída de un carruaje, provocaron su fallecimiento 
en 1752. Aparentemente, Cramer era una persona de buen corazón y agradable, aunque nunca 
contrajo matrimonio. Sus intereses eran amplios. Escribió sobre filosofía de las leyes y del gobierno, 
y sobre la historia de las matemáticas. Trabajó en una oficina pública, participó en la artillería y en 
actividades de fortificaciones para el gobierno, instruyó a trabajadores sobre técnicas de reparación 
de catedrales y efectuó excavaciones de archivos catedralicios. Cramer recibió numerosos honores 
por sus actividades. 


A 
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Sustituyendo este resultado en (10) se obtiene 
+ det(4) 
Ejemplo 8 Aplicar la regla de Cramer para resolver 
Xy +2x3= 6 
—=3x, + 4x, + 6x3 =30 
My — 2) F3Xj => 08 





Solución. ] 0 2 6 0 
A=| -3 6 A,=|30 4 6 
=1 -— 3 $: =2 3 
l 6 2 l 0 6 
A,=|-3 30 6 4=| -3 4 30 
=1 8 3 Al a 8 
Por consiguiente, 
detr(41) —40 —10 det(4,) 72 18 
E =— — ie ERA XA A A a A A 
TT dea) 44 1 2 der(4) 44 11 


det(4,) 152 38 


— e o” ff a 


27 deta) 4401 
OBSERVACIÓN. Para resolver un sistema de n ecuaciones con » incógnitas 
mediante la regla de Cramer, es necesario evaluar n + 1 determinantes de matrices 
n Xx n. Para sistemas con más de tres ecuaciones, la eliminación gaussiana es 
bastante más eficaz, ya que sólo es necesario reducir una matriz aumentada »n X (7 
+ 1). Sin embargo, la regla de Cramer proporciona una fórmula para la solución si 
el determinante de la matriz de coeficientes es diferente de cero. 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 2.4 


1.. Sea 
Il -—2 3 
Á= 6 E. l 
-3 1 4 
a) Encontrar todos los menores de A. b) Encontrar todos los cofactores. 
2. Sea 
4 —]1 l 6 
0 0 =$ 3 
A = 
4 l O 14 
4 1 3 2 
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Encontrar 
a) MjyC¡z bd) Mp yCz Cc) Ma yCz 3d) M, yC, 


3. Evaluar el determinante de la matriz del ejercicio 1 por desarrollo por cofactores a lo 
largo de lo siguiente: 


a) El primer renglón. b) La primera columna. Cc) El segundo renglón. 
d) La segunda columna. e)” El tercer renglón. f) La tercera columna. 


4. Para la matriz del ejercicio 1, encontrar 
a) adj(4). b) 47? usando el teorema 2.4.2. 


En los ejercicios del 5 al 10, evaluar det(4) mediante desarrollo por cofactores a lo largo de 
un renglón o una columna que el lector elija. 


ES: 3 3 l II k Kk 
5. 4A= 6. 4A=|1 O -—4 7 A=|1 k K 
Sd 03 Ll -=3 5 lok 
7 7 O : 4 0 0 1 0 
Uk4+1 k-1 7 > » 0 > 3 3 | 0 
2 a-| 2 k-3 4 9. A= 4 de Ea 10. 4A=|1 2 4 2 3 
5 k+1 k 9 4 6 2 3 
2 10 3 2 
2 2 4 2 3 


2 5 5 2 0 3 
M1. A=|-1 —-—]1 0 12. 4= 0 3 2 
2 4 3 2 O — 
2 -—3 5 0 0 
13. 4=j0 Il —3 14. 4= 8 ] 0 
0 0 2 — 3 6 
15. Sea 
1 PM LS 
e E 
A == 
13 8 9 
ld 2 2 


a) Evaluar 47! usando el teorema 2.4.2. 
b) Evaluar 47! con el método del ejemplo 4 de la sección 1.5. 
c) ¿Cuál método requiere menos cálculos? 
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En los ejercicios del 16 al 21, obtener la solución usando la regla de Cramer cuando sea aplicable. 


16. 


19. 


22: 


29: 


24. 


25. 


26. 


Zeb: 


28. 
29. 


30. 


7x, — 2x,=3 17. 4x+5y =2 18. x—4y+ z= 

3 + 1-5 llx+ y+2:=3 a 
x+Sy+22=1 2x+ 2y-— 3z= —20 

MTI + x= 4 1 as a a O O a 21. 3x,— x3+ x3=4 

2 = -2 2 + ED EA A =x,+70-2x=l 

4x, =3J= 0 = TEA a T 2x, +6x,-= x3=5 
A x3 — 4x,= —4 

Demostrar que la matriz 


cos sen U 
A=| —seng cosó OQ 
0 0 | 


es invertible para todos los valores de 6: luego, encontrar 47? usando el teorema 2.4.2. 


Aplicar la regla de Cramer para hailar y sin resolver para x, z y w. 


A+ y+ z2+ w= 6 
3x4 Ty 2+ w= 1 
Tx + 3y—57+8w= -—3 
xX+ y+ z2+2w= 3 


Sea Ax = b el sistema del ejercicio 23. 

a) Resolver aplicando la regla de Cramer. 

b) Obtener la solución por eliminación de Gauss-Jordan. 
c) ¿Cuál método requiere menos cálculos? 


Demostrar que si det(4) = 1 y todos los elementos de A son enteros, entonces todos los 
elementos de 47! son enteros. 


Sea Ax = b un sistema de » ecuaciones lineales con » incógnitas, coeficientes enteros y 
constantes enteras. Demostrar que si det(4) = 1, la solución x tiene elementos enteros. 


Demostrar que si 4 es una matriz triangular inferior invertible, entonces 47! es trian- 
gular interior. 


Obtener los desarrollos por cofactores primero y último que se enumeran en la fórmula (3). 


Demostrar: La ecuación de la recta que pasa por los puntos distintos (a,, b,) y (a,, b,,) 
se puede escribir como 


x $ 1 
dy b, ] =0 
ds b, l 


Demostrar: (x,, y), (x>, Y,) y (Xz, Y3) son puntos colineales si y sólo si 


A 
Xx» Y, 1|=0 
X3 3 ol 


A A A 


A A O 
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31. Demostrar: La ecuación del plano que pasa por los puntos no colineales (a,, b,, c,), 
(a, b,, C,) y (az, by, c,) se puede escribir como 


E yz 71 
di “Bs Ei 1 0 
a, b, c, 1 
as bz cz, 1 


32. Demostrar que si A es triangular superior y B,, es la matriz que se obtiene cuando se 
eliminan el ¿-ésimo renglón y la ¡-ésima columna de A, entonces B jj es triangular 
superior s1 ¿<7. 





EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS 


1. Con la regla de Cramer, resolver para x' y y' en términos de x y y. 


2. Usar la regla de Cramer para que x' y y' queden expresadas en términos de x y y. 


x=x'cos0-— y sen0 


y =x'sen0 + y' cosU 


3. Analizando el determinante de la matriz de coeficientes, demostrar que el siguiente 
sistema tiene una solución no trivial si y sólo si a = f. 
x+ y+oaz=0 
x+ y+Bz=0 
ax+By+ z=0 


4. Sea A una matriz 3 X 3, cada uno de cuyos elementos es 1 ú O. ¿Cuál es el máximo 
valor posible de A ? 


5. a) Para el triángulo de la figura 1 que se muestra a continuación, usar trigonometría 
para demostrar que 


bcos y+ecos B=a 
ccosatacos y=b 


acosf+bcosa=c 


y luego aplicar la regla de Cramer para demostrar que 
b? + e? — a? 


2bc 


COS q = 
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b) Con la regla de Cramer obtener fórmulas semejantes para cos f y cos y. 


Figura 1 A 


6. Por medio de determinantes, demostrar que para todos los valores reales de A la única 
solución de 


x—2y= Áx 
x— y=dAy 


esx=0,y=0. 


7. Demostrar: Si A es invertible, entonces adj(4) es invertible y 


PC | nica 
[adj (4)] aa? adj(47 0) 


8. Demostrar: Si 4 es una matriz n X n, entonces det [adj(4)] = [det(4)] "7? 


9. (Para lectores que ya estudiaron cálculo.) Demostrar que si f, (Xx), 20d 8,60) y gx) 
son funciones derijvables y si 


FO) 
2/00) gx) 


f0) 0) 
260 2200) 


"LARES 


, entonces 
dx 12,60) gx) 

















10. a) En la figura 2 que se muestra a continuación, el área del triángulo ABC se puede 
expresar como 


Área ABC = área ADEC + área CEFB — área ADFB 


Usar ésto y el hecho de que el área de un trapezoide es igual a 1/2 de la altura 
multiplicada por la suma de los lados paralelos, para demostrar que 


Xi y 1 


area ABC==Z lx, v> 1 


yl] — 


xa vol 


[Nota. En la obtención de esta fórmula, los vértices se identifican de modo que el 
triángulo se traza en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj 
procediendo de (x,, y,) a (x,, y,) a (xy, yy). Para una orientación en el sentido del 
movimiento de las manecillas del reloj, el determinante anterior produce el negati- 
vo del área. ] 

b) Usar el resultado del inciso a), para determinar el área del triángulo con vértices (3, 
INTA OZ, 





11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 
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Figura 2 


Demostrar: Si la suma de los elementos en cada renglón de una matriz A n X n es cero, 
entonces el determinante de A es cero. |Sugerencia. Considerar el producto AX, donde 
X es la matriz n X 1 cuyos elementos son iguales a 1.] 


Sean A una matriz n xn y B la matriz que se obtiene cuando los renglones de A se 
escriben en orden invertido. ¿Cómo están relacionados det(4) y det(B)? 


¿Cómo se afecta 47? si 

a) se intercambian los renglones ¿-ésimo y ¡-ésimo de 4? 

b) el ¿-ésimo renglón de A se multiplica por un escalar c diferente de cero?, 
c) el ¿-ésimo renglón de A se suma c veces al ¡-ésimo renglón? 


Sea A una matriz de n X n. Suponer que B, se obtiene al sumar el mismo número í a 
cada elemento en el ¿-ésimo renglón de A, y que B, se obtiene al restar 1 de cada 
elemento en el ¿-ésimo renglón de A. Demostrar que det(4) = 1/2 [det(B,) + det(B,,)]. 


Sea 
411 4 4 
Á=| 43, 42, 4» 
a Az  Az3 


a) Expresar det(A7 — A) como un polinomio p(A) = 47+ bA? + cA + d. 
b) Expresar los coeficientes b y d en términos de determinantes y trazas. 


Sin evaluar directamente el determinante, demostrar que 
sena cos «a sen(a + Ó) 
senf cos fB sen(B + ó)i =0 
sen y cos y sen(y + 0) 


Usar el hecho de que 21 375, 38 798, 34 162, 40 223 y 79 154 son, todos, divisibles 
entre 19 para demostrar que 


ao 3 
338709 8 
34.16 2 
e A A. 
79 1.5 4 


Pica ST a AÑO e DL, Lo A a Pi on ed da [ci Ps ar po Nica PRO 
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es divisible entre 19 sin evaluar directamente el determinante. 


18. Calcular los eigenvalores y los eigenvectores correspondientes de cada uno de los si- 


guientes sistemas. 


a) Xx, +9x,=Ax, b) Xx + x=Ax, 
Xi + 4x> ar TX E AX Xj sn X3 > AX) 
Xi eS 3x; = Ax X; + 3 + 3x, NN AX, 








CAPÍTULO 3 


VECTORES EN LOS 
ESPACIOS 
BIDIMENSIONAL Y 
TRIDIMENSIONAL 


Los lectores familiarizados con el contenido de este capítulo pueden omitirlo y 
pasar al capítulo 4 sin pérdida de continuidad. 


3.1 INTRODUCCIÓN A LOS VECTORES (GEOMÉTRICA) 





VECTORES 
GEOMÉTRICOS 


A A A 


Muchas cantidades físicas, como drea, longitud, masa y temperatura quedan 
descritas una vez que se conoce la magnitud de la cantidad. Esas cantidades se 
denominan escalares. Otras cantidades fisicas, denominadas vectores, no quedan 
determinadas sino hasta que se especifican una magnitud y una dirección. Un 
caso sería la descripción del movimiento del viento que suele hacerse dando su 
rapidez y dirección, por ejemplo 20 kph noreste. La rapidez y la dirección del 
viento constituyen una cantidad vectorial denominada velocidad del viento. Otros 
ejemplos de vectores son la fuerza y el desplazamiento. En esta sección se hará 
una presentación geométrica de los vectores en los espacios bidimensional y 
tridimensional, se definirán las operaciones aritméticas con vectores y Se esta- 
blecerán algunas propiedades básicas de estas operaciones. 





Los vectores se pueden representar geométricamente como segmentos de recta 
dirigidos o flechas en el espacio bidimensional o en el espacio tridimensional; 
la dirección y la longitud de la flecha especifican, respectivamente, la direc- 
ción y la magnitud del vector. La cola de la flecha se denomina punto inicial 
del vector y la punta, punto terminal. Los vectores se denotarán con mi- 
núsculas negritas (por ejemplo, a, k, v, w y x). Cuando se analizan vectores, 
los números se denominan escalares. Todos los escalares serán números rea- 
les y se denotarán por minúsculas cursivas (por ejemplo, a, k, v, w y x). 
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150 / Vectores en los espacios bidimensional y tridimensional 


Figura 1 


Figura 2 


Si, como en la figura la, el punto inicial de un vector v es A y el punto 
terminal es B, se escribe 


v=AB 
»B y 
Lí [A 
Á 


b) 


a) 
Vectores equivalentes 


Los vectores con la misma longitud y dirección, como los de la figura 16, se 
denominan equivalentes. Como se quiere que un vector quede determinado 
solamente por su longitud y su dirección, los vectores equivalentes se consideran 
como ¿guales aun cuando puedan estar ubicados en posiciones diferentes. Si v y w 
son equivalentes, se escribe 


VW 





Definición. Si y y w son dos vectores cualesquiera, entonces la suma y + w es 
el vector determinado como sigue: El vector w se coloca de modo que su punto 
inicial coincida con el punto terminal de v. El vector y + w se representa por la 
flecha que va del punto inicial de v al punto terminal de w (figura 2a). 







En la figura 265 se han construido dos sumas, y + w (flecha blanca) y w + v 
(flecha negra). Resulta evidente que 


V+WwWtv 


y que la suma coincide con la diagonal del paraleiogramo determinado por y y w 
cuando estos vectores se colocan de modo que tienen el mismo punto inicial. 
El vector de longitud cero se denomina vector cero y se denota por 0. Se define 


0OD+v=v+0=y 


para todo vector y. Como para el vector cero no existe ninguna dirección natural, 
se acuerda que es posible asignarle cualquier dirección conveniente para el 
problema en cuestión. 





a) 





Figura 3 


Figura 4 
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Si v es cualquier vector diferente de cero, entonces —v, el negativo de y, se define 
como el vector que tiene la misma magnitud que v, pero dirección opuesta (Figura 3). 


v 








El negativo de v tiene la misma longitud que v, pero su dirección es opuesta. 
Este vector tiene la propiedad 
v+(-1=0 


(¿Por qué?) Además, se define —0 = 0. La sustracción de vectores se define como 
sigue. 


Definición. Si y y w son dos vectores cualesquiera, entonces la diferencia de 
w con respecto a v se define como 


V=-W=v+(—w) 





(Figura 4a). 


Para obtener la diferencia yv — w sin construir —w, v y w se colocan de 
modo que coincidan sus puntos iniciales; entonces, el vector del punto terminal de 
w al punto terminal de y es el vector y — w (figura 46). 












Definición. Si v es un vector diferente de cero y k es un número real (escalar) 
diferente de cero, entonces el producto ky se define como el vector cuya 
longitud es |x| veces la longitud de v y cuya dirección es la misma que la de y 
si k> 0 y es opuesta a la de y sik<0.Sik=00v=0, se define kv = 0. 


En la figura 5 se ilustra la relación entre un vector v y los vectores > Y, 
(= Dv, 2v y (-3)v. Observar que el vector (— 1)v tiene la misma longitud que v, 
pero dirección opuesta. Así, (—1)v es simplemente el negativo de v; es decir, 


(—1)v= —v. 
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yA a eS 
Figura 5 VE 


Un vector de la forma kv se denomina múltiplo escalar de v. En la figura 5 
se observa que los vectores que son múltiplos escalares entre sí son paralelos. 
Recíprocamente, se puede demostrar que los vectores paralelos diferentes de cero 
son múltiplos escalares entre sí. Se omite la demostración. 


VECTORES EN Los problemas con vectores a menudo se pueden simplificar introduciendo un 

SISTEMAS DE sistema de coordenadas rectangulares. Por ahora, el análisis se limitará a vectores 

COORDENADAS - enel espacio bidimensional (el plano). Sea v cualquier vector en el plano y suponer. 
como se muestra en la figura 6, que v se ha colocado de modo que su punto inicial 
está en el origen de un sistema de coordenadas rectangulares. Las coordenadas (v,. 
v,) del punto terminal de y se denominan componentes de v, y se escribe 


v=(v,, vz) 

Si vectores equivalentes v y w se colocan de modo que sus puntos iniciales 
estén en el origen, entonces resulta evidente que sus puntos terminales deben coín- 
cidir (ya que los vectores tienen la misma longitud y la misma dirección); asi, los 
vectores tienen las mismas componentes. Recíprocamente, los vectores con las 
mismas componentes son equivalentes, ya que tienen las misma longitud y la 
misma dirección. En resumen, dos vectores 


ye (Y, v»,) y WE (7, w,) 


son equivalentes st y sólo si 


(uy, U2) 


Figura 6 y, y v,son las componentes de v. 


Las operaciones de suma vectorial y multiplicación por escalares son fáciles 
de efectuar en términos de componentes. Como se ilustra en la figura 7, si 


Y=(V,,V) Y W=0»,w) 


A in INIA RR RIN NI US ITCR 2 DORA RAPTOR AIDA LA IN AAA RARAS 


Figura 7 


Figura 8 
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entonces 






/ 
eN Ul, 12) 
| 
A A 
Y1 ———> «— 9] 


Si v = (v,, v,) y k es cualquier escalar, entonces mediante un razonamiento 
geométrico con triángulos semejantes se puede demostrar (ejercicio 15) que 


(Figura 8). Así, por ejemplo, si v = (1, —2) y w = (7, 6), entonces 





vV+w= (1, -2)+ (7,6)=(1+7, -2+6)= (8, 4) 


4v =4(1, -2) = (4D), 4-2) = (4, —-8) 


Como v — w = v + (— 1)w, por las fórmulas (1) y (2) se concluye que 


V— W=(U, — W;, UV) — Ww,) 


(Comprobarlo.) 
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VECTORES EN Así como los vectores en el plano se pueden describir por parejas de números 
EL ESPACIO reales, los vectores en el espacio tridimensional se pueden describir por ternas de 
TRIDIMENSIO- números reales introduciendo un sistema de coordenadas rectangulares. Para 
NAL construir ese sistema de coordenadas, se elige un punto O, denominado el origen, 


y se eligen tres rectas perpendiculares entre sí, denominadas ejes de coordenadas, 
que pasan por el origen. Los ejes se identifican con x, y y z y se elige una dirección 
positiva para cada eje de coordenadas, así como una unidad de longitud para medir 
distancias (figura 9a). Cada par de ejes de coordenadas determina un plano 
denominado plano de coordenadas. Estos planos se denominan plano xy, plano xz 
y plano yz. Á cada punto P en el espacio tridimensional corresponde una terna de 
números (x, y, z) denominados coordenadas de P, como sigue: Por P se hacen 
pasar tres planos paralelos a los planos de coordenadas, y los puntos de inter- 
sección de estos planos con los tres ejes de coordenadas se denotan por X, Y y Z 
(figura 95). 





Figura 9 a) 


Las coordenadas de P se definen como las longitudes con signo 
x=0X y=0Y,z= OZ 


En la figura 10 se muestra la gráfica de los puntos cuyas coordenadas son (4, 5, 6) 
y 3,26) 


5, 6) 





Figura 10 


Figura 11 


Figura 12 
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Los sistemas de coordenadas rectangulares en el espacio tridimensional se 
clasifican en dos categorías: izquierdos y derechos, Un sistema derecho tiene la 
propiedad de que un tornillo normal que apunta en la dirección positiva del eje z 
debe avanzar si el eje x positivo se hace girar 909 hacia el eje y positivo (figura 
l la); el sistema es izquierdo si el tornillo retrocede (figura 115). 


OBSERVACIÓN. En este libro sólo se usarán sistemas de coordenadas derechos. 


Zz 





| 4 
a) 


Si, como se observa en la figura 12, un vector v en el espacio tridimensional 
se coloca de modo que su punto inicial esté en el origen de un sistema de 
coordenadas rectangulares, entonces las coordenadas del punto terminal se 
denominan componentes de v y se escribe 


v=(V,, Va, V3) 


Si y = (V,, Vz, V3) y W = (w,, w,, w3) son dos vectores en el espacio tridimensional, 
entonces se pueden usar razonamientos semejantes a los que se siguieron para 
vectores en el plano a fin de establecer los siguientes resultados. 








v y w son equivalentes si y sólo Si V, = W,, Y, = W», Vz = Wy. 
VFW (Y, +, Va FW), Vg + W3). | 
kv = (kv,, kv,, kvz), donde k es cualquier escalar. 





(v1, U2, Ug) 





Ejemplo 1 Si v= (1, —3, 2) y w=(4, 2, 1), entonces 


v+w=(5, —1, 3), 2v = (2, —6, 4), —=w =(-4, -2, —1) 
V=wW=v+(-w=(-3,-51) A 
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Figura 13 


TRASLACIÓN 
DE EJES 


Algunas veces un vector se coloca de modo que su punto inicial no esté en el 
. . EC - , . . 
origen. S1 el vector P, P, tiene como punto inicial a P,(x,, y,, z,) y como punto 
terminal P,(x,, Ya, Z,). entonces 


PP? =(X2 — X1) Ya — Y 1) 22 — 21) 
Es decir, las componentes de P, P, se obtienen al restar las coordenadas del punto 


inicial de las coordenadas del punto terminal. Esto se puede ver usando la figura 1; 
el vector P, P, es la diferencia de los vectores OP, y OP, , de modo que 


P¡P, = OP, — OP, = (Xz, Pos 22) — (Xp, Y p 21) = (Mo — Xp, Yo — Y 1) 227 21) 


2 
1 Palx2, y2, 22) 


POP) 





Pilx1, y1 71) 


Ejemplo 2 Las componentes del vector v = P,P, con punto inicial P,(2, —1, 4) y 
punto terminal P,(7, 5, —8) son 


v=(7-2,5-(-D,-8)-40=(58,6,-12) A 


En el espacio bidimensional, el vector con punto inicial P,(x,, y,) y punto 
terminal P,(x,, Y,) es 


PP, = (%2— Xp, Y2 — y1) 


Las soluciones de muchos problemas se pueden simplificar trasladando los ejes de 
coordenadas para obtener nuevos ejes paralelos a los originales. 

En la figura 14a, los ejes de un sistema de coordenadas xy se han 
trasladado para obtener un sistema x'y' cuyo origen O' está en el punto (x, y) = (X, 
1). Un punto P en el espacio bidimensional ahora tiene las dos coordenadas (x, y) y 
Qr, y). Para ver cómo se relacionan las coordenadas, considerar el vector O'P 
(figura 140). En el sistema xy, su punto inicial está en (k, /) y su punto terminal 
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Figura 14 
está en (x, y), de modo que O'P = (x — k, y — )). En el sistema x'y', su punto 


inicial está en (0, 0) y su punto terminal está en (x', y"), de modo que O'P= (xr, y”). 
Por consiguiente, 





Estas fórmulas se denominan ecuaciones de traslación. 


Ejemplo 3 Suponer que un sistema de coordenadas xy se traslada para obtener un 
sistema de coordenadas x'y' cuyo origen tiene las coordenadas (k, /) = (4, 1). 


a) Encontrar las coordenadas x'y' del punto cuyas coordenadas xy son P(2, 0). 
b) Encontrar las coordenadas xy del punto cuyas coordenadas x'y' son O(— 1, 5). 


Solución de a). Las ecuaciones de traslación son 
x=x-4 y=y-—1 


de modo que las coordenadas x'y' de PQ, 0) sonx'=2-—4=-—2yy=0-1=-—1. 


Solución de b). Las ecuaciones de traslación en a) se pueden volver a escribir 
como 


x=x+4 y=y+1 


de modo que las coordenadas xy de O sonx=-—1+4=3yy=5+1=6. A 


En el espacio tridimensional, las ecuaciones de traslación son 





donde (k, /, m) son las coordenadas xyz del origen x'y'z". 





EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 3.1 


1. Trazar un sistema de coordenadas derecho y localizar los puntos cuyas coordenadas son 
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10. 


11. 


EZ, 


a) (3,4,.5) b) (— 3, 4, 5) c) (3, -4,5) d)(3,,4,. 3) 
ej (o) 419) 1 pra, 4, 5) 1198 Cas Pc 
1) (-3,0,0) JE1350,3) k) (0, 0, — 3) ly) (0, 3,0) 


. Trazar los siguientes vectores con los puntos iniciales ubicados en el origen: 


a) v, = (3, 6) b) v, = (-4, —8) 0) y =(-4, —-3) d) v, = (5, —4) (e) vs = (3,0) 
NO, 1) EY, (25) h) Ys = (3, 3, 0) 1) vo = (0, 0, — 3) 
- Encontrar las componentes del vector que tiene punto inicial P, y punto terminal P,,. 
2) P 44, 8), PA3, 7) b) PA3, 5), PA—4, =7) c) PA 3, 0), P4(—3, 1) 
d) P,(0, 0), Pata, b) e) P (3, -7,2), PA—2,5, -4) £) P.(—1,0,2), PX0, —1, 0) 


g) P,(a, b, E) PA0, O, 0) h) P,(0, O, 0), Pa, b, c) 


. Encontrar un vector u diferente de cero cuyo punto inicial es P(—1, 3, —5) tal que 


4) u tiene la misma dirección que y = (6, 7, —3). 
b) u tiene dirección opuesta a la de v = (6, 7, —3). 


. Encontrar un vector u diferente de cero cuyo punto terminal es Q(3, 0, —5) tal que 


4) u tiene la misma dirección que y = (4, —2, —]). 
b) u tiene dirección opuesta a la de y = (4, —2. —1). 


. Sean u= (3, 1,2) v= (4,0, —-8) y w=(6, —1, —4). Encontrar las componentes de 


4) v—w b) 6u + 2v CR =Y= PU d) Sív — 4u) e) —3(v — 8w) f) Qu — 7w) — (8v +u) 


. Sean u, y y w los vectores del ejercicio 6. Encontrar las componentes del vector x que 


satistace a 2u — VE xX=7x +0. 


. Sean u, y y w los vectores del ejercicio 6. Encontrar los escalares cl, e2 y c3 tales que 


Cc ¡4 + cv + cC4w= (2,0, 4) 


. Demostrar que no existen los escalares cl, c2 y c3 tales que 


c(-2,9,6)+c4—3,2, 1) + e1.7, 5)=(0, 5, 4) 


Encontrar todos los escalares cl, e2 y c3 tales que 


c¡(1, 2, 0) + e,(2, 1, 1) +<,(0, 3, 1) = (0, 0, 0) 


Sean P el punto (2, 3, —2) y O el punto (7, —4, 1). 

a) Encontrar el punto medio del segmento de recta que une a P y O. 

b) Encontrar el punto sobre el segmento de recta que une a P y O y está a de la 
distancia de P a O. 


Suponer que la traslación de un sistema de coordenadas xy se hace para obtener un 
sistema de coordenadas x'p' cuyo origen O” tiene las coordenadas (2, —3). 

a) Encontrar las coordenadas x'y' del punto P cuyas coordenadas xy son (7, 5). 

b) Encontrar las coordenadas xy del punto O cuyas coordenadas x'y" son (—3, 6). 

c) Trazar los ejes de coordenadas xy y xv" y localizar los puntos P y O. 
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13. Suponer que un sistema de coordenadas xyz se traslada para obtener un sistema de 
coordenadas x'y'z'. Sea v un vector cuyas componentes son v = (v,, v,, v3) en el sistema 
xyz. Demostrar que v tiene las mismas componentes en el sistema x'yZ". 


14. Encontrar las componentes de u, v, u + v y u — v de los vectores que se muestran en la 


figura 15. 





Figura 15 


15, Demostrar geométricamente que si v = (»,, v,), entonces kv = (kv,, kv»). (Limitar la 
demostración al caso k > O que se ilustra en la figura 8. La demostración completa 
requiere de varios casos que dependen del signo de k y del cuadrante en que se en- 


cuentra el vector.) 





3.2 NORMA DE UN VECTOR: ARITMÉTICA VECTORIAL 


PROPIEDADES 
DE LAS 

OPERACIONES 
VECTORIALES 


En esta sección se establecerán las reglas básicas de la aritmética vectorial. 


En el siguiente teorema se enumeran las propiedades más importantes de los 
vectores en los espacios bidimensional y tridimensional. 


Teorema 3.2.1. Si u, v y w son vectores en el espacio bidimensional o en el 
espacio tridimensional y k y | son escalares, entonces se cumplen las siguientes 
relaciones. 


a) u+v=v>+u b) (U+v)+w=u-w+(v+w) 
c) u+0=0+u=u d) u+(—uy=0 

e) k(lu) = («Du f) ku +v)= ku + kv 

2) (k=+ Du = ku + lu hy lu=u 





Antes de explicar la demostración, se observa que se han desarrollado dos métodos 
para el estudio de los vectores: el geométrico, en el que los vectores se representan 
por flechas o segmentos de rectas dirigidos, y el analítico, donde los vectores se 
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representan por parejas o ternas de números denominados componentes. Como 
consecuencia, las ecuaciones del teorema 3.2.1 se pueden demostrar geométrica o 
analíticamente. Para tlustrar este hecho, el inciso b) se demostrará de ambas 
formas. Las demás demostraciones se dejan como ejercicio. 


Demostración del inciso a) (analítica). La demostración se hará para vectores en 
el espacio tridimensional: la demostración para el espacio bidimensional es se- 
mejante. Si U = (4,, 4), 43), V= (V,, Y), V3) y W= (W,, W,, W3), entonces 


(u + y) + w= [(4,, 4), 43) + (0), 07, 03)] + (,, w,, w,) 
= (4, +0,, Us + Uy, Uz + 03) + (w,, Ww>,, W) 
= ([u, +0,] + w,, [u> + 0,] + w>, [uz + vz] + w;) 
= (4, + [0, + w,], u> + [0, + w], uz + [03 + w)) 
= (4;, Uy, Uz) + (0, + W;, U) + W, Uy + w3) 
=u + (y + w) 


Demostración del inciso b) (geométrica). Sean u, y y w cuyas representaciones 
PO. OR y RS se muestran en la figura 1. Entonces 


v+w=0S y u + (y +w)=PS 
También, 
u + y = PR y (u + v)+w=PS 


Por consiguiente, 


U+(v+w)=(u+v)+w [] 


OBSERVACIÓN, En vista del inciso b) de este teorema, el simbolo u + y + w está 
bien definido, ya que la misma suma se Obtiene sin importar dónde se escriban 
paréntesis. Además, sí los vectores u, y y w se colocan "punta con cola", entonces 
la suma u + v + wes el vector que va del punto inicial de u al punto final de w 


(figura 1). 








NORMA DE UN 
VECTOR 


Figura 2 
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La longitud de un vector u a menudo se denomina norma de u y se denota por 
ful. De acuerdo con el teorema de Pitágoras se concluye que la norma de un 
vector u = (u,, u,) en el espacio bidimensional es 


hall = Vu; + 13 (0) 


(Figura 2a). Sea u = (u,, u,, uz) un vector en el espacio tridimensional. Usando la 
figura 2b y dos aplicaciones del teorema de Pitágoras se obtiene 


llull? = (ORY + (RPY 
(OQY +(0Sy + (RPY 


4 + 45 +45 


lll = Yu; + us +us (2) 


P (uz, uz, uz) 







du u2) 


| 
luz 





| 
| 
| 
| 
| 
| 


/ 


SA 
yA AA R 


Un vector de norma 1 se denomina vector unitario. 

Si P¡(%1, Y], 2,1) y Py, Y, 2,) son dos puntos en el espacio tridimen- 
sional, entonces la distancia d entre los puntos es la norma del vector PP, 
(figura 3). Ya que 


PP, = (2 — Xp Y2 7 Y 1 Za 7 21) 


por (2) se concluye que 


d= QA) + (y) + (2, 21Y (3) 
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A : 
Palxo, ya 29) 
zo 
Pix y1,21) $ 
eS 
Figura 3 La distancia entre  P, y P, esla norma del vector P,P.. 


De manera semejante, si P,(x,, y) y P,(x,, y,) son dos puntos en el espacio 
bidimensional, entonces la distancia entre ellos está dada por 


d= VW (+ (y 1 Y (4) 


Ejemplo 1 La norma del vector u = (—3, 2, l) es 


ul] = VW E3Y +0) + (1) = V14 


La distancia d entre los puntos P,(2, —1, —5) y P,(4, —3, 1) es 


d=V (4-22 +(-3+19+(1+5?=V44=2V11 A 


Por la definición del producto ku, la longitud del vector ku es k veces la 
longitud de u. Expresada como ecuación, esta proposición establece que 


¡Pcul] = (4) lful (5) 


Esta útil fórmula se aplica tanto en el espacio tridimensional como en el bidimen- 
sional. 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 3.2 


1. Encontrar la norma de v. 
a) v = (4, — 3) b) v = (2, 3) c) v=(-5, 0) 
d) v = (2, 2, 2) e) v= (-7,2, —1) f) y = (0, 6, 0) 


2. Encontrar la distancia entre P, y P,. 


a) P (3, 4), PAS, 7) b) P.(—3, 6), PA—1, -4) 
Cc) PAT, 5,1), PL—7, -2, —1) d) P,(3, 3, 3), Pxt6, 0, 3) 


10. 
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. Seanu = (2, -2, 3), v= (1, —3, 4), w = (3, 6, 4). En cada inciso evaluar la expresión 











dada. 
a) lu + v| b) llul] + flvl 0) 1—2ul + 21lul 
1 1 
d) ll3u — Sv+wli e) Im] f) Im" 
. Sea v = (—1, 2, 5). Encontrar todos los escalares k tales que ||kv]| = 4. 


. Seanu=(7, —-3, 1), v=(9, 6,6), w=(2, 1, —-8), k= —2 y /=5. Comprobar que estos 


vectores y escalares satisfacen las igualdades expresadas en el teorema 3.2.1. 
a) inciso b). b) inciso e). 
c) inciso f). d) inciso g). 


. a) Demostrar que si v es cualquier vector diferente de cero, entonces 


y 
Iv 
es un vector unitario. 
b) Usar el resultado del inciso a) para encontrar un vector unitario que tenga la misma 
dirección que el vector v = (3, 4). 
c) Usar el resultado del inciso a) para encontrar un vector unitario cuya dirección sea 
opuesta a la del vector v =(—2, 3, —6). 


a) Demostrar que las componentes del vector v = (v,, v,) en la figura 4 son v, = ]/v/| 
cos O y v, = Jlv]] sen 6. 

b) Sean u y y los vectores de la figura 5. Usar el resultado del inciso a) para encontrar 
las componentes de 4u — Sy. 


y 


yv = (ur, vg) 





Figura 4 Figura $ 


. Sean Py = (Xp, Yo» Zo) y P = (x, y, 2). Describir el conjunto de todos los puntos (x, y, z) 


para los cuales ||p — pp] = 1. 


. Demostrar geométricamente que si u y y son vectores en el espacio bidimensional o en 


el espacio tridimensional, entonces |ju + v]] < [Jul] + |Iv]]. 


Demostrar analíticamente los incisos a), c) y e) del teorema 3.2.1. 


A 
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11. Demostrar analiticamente los incisos d), g) y h) del teorema 3.2.1. 


12. Demostrar geométricamente el inciso f) del teorema 3.2.1. 





3.3 PRODUCTO PUNTO: PROYECCIONES 


PRODUCTO 
PUNTO DE 
VECTORES 


Figura 1 


En esta sección se analizará un método para multiplicar vectores en los espacios 
bidimensional o tridimensional y se proporcionarán algunas aplicaciones de esta 
multiplicación a la geometría. 


Sean u y y dos vectores diferentes de cero en el espacio bidimensional o en el 
espacio tridimensional, y suponer que estos vectores se colocan de modo que sus 
puntos iniciales coinciden. Por ángulo entre u y y se entiende el ángulo 0 deter- 
minado por u y v que satisface 0 < O < zx (figura 1). 


El ángulo 6 entre u y y satisface a 0% < O <x. 





Definición. Si u y v son vectores en el espacio bidimensional o el espacio 
tridimensional y € es el ángulo entre u y v, entonces el producto punto O 
producto interior euclidiano u - y se define como 


(1) 


_ flulliviicosé — siuX*0 y vx*0 
Lo siu=0 0 v=0 





Ejemplo 1 Como se muestra en la figura 2, el ángulo entre los vectores u = (0, O, 
1) y v=(0, 2, 2) es 450. Así, 


u - v = [ul [|v]| cos 8 = (0? +0? + 126 VY A) =2:A 
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Figura 2 
FORMULA DE Para efectos de cálculo es deseable contar con una fórmula que exprese el producto 
LAS punto de dos vectores en términos de las componentes de los vectores. La fórmula 
COMPONENTES se obtendrá para vectores en el espacio tridimensional; la obtención para vectores 
PARA EL en el espacio bidimensional es semejante. 
PRODUCTO Sean u = (4,, 4), 43) y Y = (v,, V,, V3) dos vectores diferentes de cero. Si, 
PUNTO como se muestra en la figura 3, 0 es el ángulo entre u y v, entonces la ley de los 
cosenos da 
PO! = [luj!? + [[vll? — 2lJul Iv! cos 8 (2) 
2 
(uy, uz, uz) 
> Q (u1, va, vz) 
y 
Figura 3 


Como PO = y — u, (2) se puede volver a escribir como 
llull) vil cos 8 =3(lull? + [ivil? — |lv — all?) 
o bien, 
u- y =3(Jull? + vi? [lv — ul?) 


Al sustituir, 


lu = +9 +43 Ivi? =vj+v3++ 43, 


e O E 
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CÁLCULO DEL 
ÁNGULO ENTRE 
VECTORES 


y 
Iv —u||? > (v; —u Y + (v, —y,y? + (Y 43)? 


después de simplificar se obtiene 


Si u = (u,, 4,) y Y = (v,, v,) son dos vectores en el espacio bidimensional, entonces 
la fórmula correspondiente es 


U. V=4u4jVy e UV) (4) 


Si u y y son vectores diferentes de cero, entonces la fórmula (1) se puede escribir 
como 


u-v 
cosO= (5) 
lul]liv 





Ejemplo 2 Considerar los vectores 
u=(2,-1,1) y v=(1, 1,2) 
Encontrar u - v y determinar el ángulo 9 entre u y y. 
Solución. 
Uv =24/V, + 4949 + 43Y3 = Q)0) + (110) = 3 


Para los vectores dados se tiene |ju]|= [lv] = /6 , de modo que por (5) 


u-.v 3 1 


Asi,98=600 A 


Ejemplo 3 Encontrar el ángulo entre una diagonal de un cubo y una de sus 
aristas. 


Solución. Sea k la longitud de una arista, y se introduce un sistema de coor- 
denadas como se muestra en la figura 4. 
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hr 





Figura 4 
Si se hace que u, = (k, 0, 0), u, = (0, k, 0) y uz = (0, 0, k), entonces el vector 


d =(x,k,k)=u, +4, +u; 
es una diagonal del cubo. El ángulo 8 entre d y la arista u, satisface 


u,-d k? ] 


Asi, 
O=cos ! pla =54%4' A 
v3 


El siguiente teorema muestra cómo se puede usar el producto punto para 
obtener información sobre el ángulo entre dos vectores; también establece una 
importante relación entre la norma y el producto punto. 


Teorema 3.3.1. Sean u y v vectores en el espacio bidimensional o el espacio 
tridimensional. 
a) y - v= [[vll?; es decir, llvl]=(w . vy2 






by Si los vectores u y v son diferentes de cero y 9 es el ángulo entre ellos, entonces 









9 es agudo si y sólo si u:v>0, 
9 es obtuso si y sólo si u:v<0. 
0= 1 si y sólo si u:v=0, 












Demostración de a). Como el ángulo 0 entre v y v es 0, se tiene 
v + v = Iv] [[vl] cos 8 = [[vI1? cos O = [|]? 


Demostración de b). Como 0 satisface 0< 0 < 7r, se concluye que: O es agudo si y 
sólo si cos 8 > 0; 8 es obtuso si y sólo si cos < 0; y 9 = zx/2 si y sólo si cos 0 = 0. 
Pero cos € tiene el mismo signo que u : v ya que u - v= fluj] ||v]] cos 6, |juf| > 0 y 
Ilvil> O. Así, se concluye el resultado. [| 


AA 
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VECTORES 
ORTOGONALES 


Figura $ 


Ejemplo 4 Siu = (1, —-2,3), v = (-3, 4, 2) y w= (G, 6, 3), entonces 


uv =(1)(-3)+ (214) + 6)0)= 5 
vw = (—3)13) + (4106) + (2)68) = 21 
u-w=(1)8)+ 2X6) + 6186) =0 


Por consiguiente, u y v forman un ángulo obtuso, v-y w forman un ángulo agudo y 
u y w son perpendiculares. Á 


Los vectores perpendiculares también se denominan vectores ortogonales. A la 
luz del teorema 3.3.15, dos vectores diferentes de cero son ortogonales si y sólo si 
su producto punto es cero. Si se acuerda en considerar a u y v como perpendicu- 
lares cuando alguno o los dos son cero, entonces se puede afirmar sin excepción 
que dos vectores u y v son ortogonales (perpendiculares) si y sólo sí u v = 0. 
Para indicar que u y v son vectores ortogonales, se escribe u .L v. 


Ejemplo 5 Demostrar que en el espacio bidimensional, el vector n = (a, bh) 
diferente de cero es perpendicular a la recta ax + by+c=0, 


Solución. Sean P,(x,, y,) y P¿Cc,, y,) dos puntos diferentes que pertenecen a la 
recta dada, de modo que 


ax, +by+c=0 


_ (6) 
ax, +byy+c=0 


Como el vector P¡P, = (Xx, — X,, Y, — y) está a lo largo de la recta (figura 5), 
basta demostrar que n y P, P, son perpendiculares. Pero al restar las ecuaciones en 
(6) se obtiene 


ax, = x1) + b(y, —y1)=0 
que puede representarse en la forma 
(a,b) -(%> —X1, Ya =y¡)=0 O n*P,P,=0 


Así, n y P,P, son perpendiculares. A 







ax +by4+co=0 


De Palas, ya) > 


PROYECCIONES 
ORTOGONALES 


Figura 6 
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En el siguiente teorema se enumeran las propiedades más importantes del 
producto punto. Estas propiedades son de utilidad en los cálculos donde in- 
tervienen vectores. 


Teorema 3.3.2. Si u, v y w son vectores en el espacio bidimensional o en el 
espacio tridimensional y k es cualquier escalar, entonces: 


a) Uu:Vv=v-u 


D) U-«(V + W)=U-v+Uu-w 
c) k(u» v) = (ku) - v = u-(kv) 
dv v>0siv*0, y v:v=0s v=0 





Demostración. Se demostrará c) para vectores en el espacio tridimensional, y las 
demás demostraciones se dejan como ejercicio. Sean u = (4,, 4,, 43) y V=(V,, Va, 
y3);, entonces 


k(u « Y) 0 k(u,U, + u>U, + UzUy ) 
= (ku, Jo, + (ku, )u, + (ku; )o, 
= (ku) . Y 
De manera semejante, 


k(u + v) =u-(kv) O 


En muchas aplicaciones se desea "descomponer" un vector u en una adición de 
dos sumandos, uno paralelo a un vector específico diferente de cero a y el otro 
perpendicular a a. Si u y a se colocan de modo que sus puntos iniciales coincidan 
en un punto O, entonces es posible descomponer el vector u como sigue (figura 6): 
Trazar una perpendicular desde la punta de u hasta la recta que pasa por a, y 
obtener el vector w, que va de Q al pie de esta perpendicular. Luego, formar la 
diferencia 








El vector u es la suma de w, y w,, donde w, es paralelo a a y w, es 
perpendicular a a. 


Como se indica en la figura 6, el vector w, es paralelo a a, el vector W, €s per- 
pendicular a a, y 
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W;¡ HF W=w, + (u— w,)=u 


El vector w, se denomina proyección ortogonal de u sobre a, o algunas veces, 
componente vectorial de u a lo largo de a. Se denota por 


proy, u (1) 


El vector w, se denomina componente vectorial de u ortogonal a a. Como se 
tiene que w, = u — w,, este vector se puede escribir en notación (7) como 


W> = U — proy, u 


En el siguiente teorema se proporcionan fórmulas para calcular los vectores 
proy, U y U — Proy, u. 


Teorema 3.3.3. Si u y a son vectores en el espacio bidimensional o en el 
espacio tridimensional y si a + 0, entonces 


proy, u = sti a (componente vectorial 
"la? 


de u a lo largo de a) 


(componente vectorial 
de u ortogonal a a) 





Demostración. Sean w, = proy, u y W, = u — proy, u. Como w, €s paralelo a a, 
debe ser un múltipio escalar de a, de modo que se puede escribir en la forma w, = 
ka. Así, 


U=W, + W>,= ka + w, (8) 


Tomando el producto punto en ambos miembros de (8) con a y aplicando los 
teoremas 3.3.1a y 3.3.2 se obtiene 

u-a=(ka + w,)-a = kllal]* + w>-a (9) 
Pero w, * a=0, ya que w, es perpendicular a a; de modo que (9) produce 


u-a 
k==5 
ll? 





Como proyg Uu = w, = ka, se obtiene 


ro mE 
prOY, la 
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Ejemplo 6 Sean u = (2, —1, 3) y v = (4, —1, 2). Encontrar la componente 
vectorial de u a lo largo de a y la componente vectorial de u ortogonal a a. 


Solución. 


u-a = 214) + DE D+6)8)= 15 
la]? = 44 + (-1?+2?=21 


Así, la componente vectorial de u a lo largo de a es 
proy, U = ras =15(4, — 1,2) = 

y la componente vectorial de u ortogonal a a es 
Y —proy, U=(2, 1,3) 8, 4%) = (4, 4,0 


Como verificación, el lector puede comprobar que los vectores u — proyz u y a son 
perpendiculares si demuestra que su producto punto es cero. A 


Una fórmula para calcular la longitud de la componente vectorial de u a lo 
largo de a se puede obtener escribiendo 














Iproy a ul = [a 
roy = MAS 
de. llal!* 
u:a Fórmula ($) de 
= | llal a 
pa lla]? la sección 3.2 








a da Ya uelalz>0 


con lo que se obtiene 


ju -al 


¡iproy a ul Sy la (10) 





Si 6 es el ángulo entre u y a, entonces u : a = [fu|| |la]] cos 0, de modo que (10) 
también puede escribirse como 


lIproy a ul| = [Jul] [cos 6| (11) 


(Comprobar.) Una interpretación geométrica de este resultado se proporciona en la 
figura 7. 
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Figura 7 


Figura 8 


u 





| 
| 
| 








] 
lu] cos € — jul cos 6 
0s0<t Ta 
< pS — < T. 
EAN 2 


Como ejemplo, se usarán métodos vectoriales en la obtención de una fórmula 
para calcular la distancia de un punto en el plano a una recta. 


Ejemplo 7 Encontrar una fórmula para calcular la distancia D entre el punto 
Poo) Yo Zo) y la recta ax + by+c=0. 


Solución. Sea O(x,, y,) cualquier punto en la recta, y el vector 
n= (a, b) 


se coloca de modo que su punto inicial esté en O. 

Por el ejemplo $5, el vector n es perpendicular a la recta (figura 8). Como se 
indica en la figura, la distancia D es igual a la longitud de la proyección ortogonal 
de OP, sobre n; así, por (10), se tiene que 


=> y _[OPo- ni 
D= [[proy, OP ol a Tal 


Pero 


OP, = (o —X1 Yo — y1) 
OP,-n = ax — X1) + D(Yo — Y 1) 


Im] = Va +5 





de modo que 
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_ laxo 1) +00)! (12) 


Dado que el punto O(x,, y,) está sobre la recta, sus coordenadas satisfacen la 
ecuación de ésta, de modo que 


D 


ax, Fby, +C=0 
o bien, 


c= —ax, — by, 


Al sustituir esta expresión en (12) se obtiene la fórmula 





DE laxo + byo + Cl 


Va +1? 


Ejemplo 8 Por la fórmula (13) se concluye que la distancia D del punto (1, —2) a 
la recta 3x + 4y —6=0€s 


A (13) 





p OM +4-2)-6]_|-101_ 11 


V 3 + 4? V25 53 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 3.3 


1. Encontrar u : y. 


a) u=(2,3), v=(5, —7) b) u=(—6, —2), v=(4,0) 
c) u=(1, —5, 4), v=(3, 3,3) d) u=(-2,2,3), v=(1,7, -4) 


2. En cada inciso del ejercicio 1, encontrar el coseno del ángulo entre u y v 


3. Determinar si u y y forman un ángulo agudo, un ángulo obtuso o son ortogonales. 


a) u=(6, 1,4), v=(2,0, —3) b)u=(0,0, —1), v=(1,1,1) 
c) u= (—6,0, 4), v=G3, 1, 6) d) u= (2, 4, -8), v= (5, 3, 7) 
4. Encontrar la proyección ortogonal de u sobre a. 
a) u = (6, 2), a=(3, —9) b)u=(—1, —2), a=(-—2, 3) 
c) u = (3,1, —7), a=(1,0, 5) d) u= (1,0, 0), a = (4, 3, 8) 
5. En cada inciso del ejercicio 4, encontrar la componente vectorial de u ortogonal a a. 


6. En cada inciso, encontrar ||proyg u ||. 
a) u= (1, —2), a=(-4, —3) b) u= ($5, 6), a=(2, —1) 
c) u = (3,0, 4), a=(2,3,3) d) u= (3, -2, 6), a=(1,2, -—7) 
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7. Sean u = (5, —2, 1), v = (1, 6, 3) y k = —4. Comprobar el teorema 3.3.2 para estas 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
19. 


cantidades. 


. 4) Demostrar que v = (a, b) y w = (—b, a) son vectores ortogonales. 


b) Usar el resultado del inciso a) para encontrar dos vectores que sean ortogonales a 
y = (2, —3). 
c) Encontrar dos vectores unitarios que sean ortogonales a (—3, 4). 


. Sean u = (3,4), v= (5, —-1) y w=(7, 1). Evaluar las expresiones 


a) u - (/v+w) b) ]i(u - v)w]| c) Ilujitv - w) 3) (luliv)-w 


Explicar por qué cada una de las siguientes expresiones carece de sentido. 
a) u - (v - w) db) (Uv) + w c) Ju - v]| d) k+(u+v) 


Usar vectores para hallar los cosenos de los ángulos internos del triángulo cuyos vér- 
tices son (0, —1), (1, —2) y (4, 1). 


Demostrar que 4(3, 0, 2), B(4, 3, 0) y C(8, 1, —1) son los vértices de un triángulo 
rectángulo. ¿En qué vértice está el ángulo recto? 


Suponer que a -b=a + cyazx0. ¿Se concluye que b = e? Explicar la respuesta. 


Sean p = (2, k) y q = (3, 5). Encontrar k tal que 
a) p y q sean paralelos. 

b) p y q sean ortogonales. 

c) el ángulo entre p y q sea 7/3. 

d) el ángulo entre p y q sea 3/4. 


Usar la fórmula (13) para calcular la distancia entre el punto y la recta. 
a) 4x+ 3y+4=0; (-3, 1) 

b) y= —4x +2; (Q,—5) 

c) Jx+y=$; (1,8) 


Establecer la identidad ju + v]]?+ Ju — vip? =2 JJul]? +2 Jivi1?. 
> : . sá 8 1 
Establecer la identidad u - v= < [Ju + v JJ? — < ju — Il? 


Encontrar el ángulo entre una diagonal de un cubo y una de sus caras. 


Sean i, j y k vectores unitarios a lo largo de los ejes positivos x, y y z de un sistema de 
coordenadas rectangulares en el espacio tridimensional. Si y = (a, b, c) es un vector 
diferente de cero, entonces los ángulos «, f, y y entre v y los vectores i, j y k, res- 
pectivamente, se denominan ángulos directores de y (figura 9), y los números cos «, 
cos $ y cos y se denominan cosenos directores de y. 
a) Demostrar que cos e = af ||v]]. 

b) Encontrar cos $ y cos y. 

c) Demostrar que v/||v]| = (cos «, cos f£ , cos y). 

d) Demostrar que cos? a + cos? fB + cos? y = 1. 





Figura 9 
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20. Usar el resultado del ejercicio 19 para calcular, hasta el grado más próximo, los án- 
gulos que forma una diagonal de una caja de dimensiones 10 cm X 15 cm X 25 cm con 
las aristas de la caja. [Vofa. Se requiere una calculadora o tablas trigonométricas. | 


21. Con referencia al ejercicio 19, demostrar que v, y v, son vectores perpendiculares en el 
espacio tridimensional si y sólo sí sus cosenos directores satisfacen 


cos x, cos x«,-+cosf, cos P,+cos y, cos y, = 0 
22. Demostrar que si v es ortogonal tanto a w 


como a w,, entonces y es ortogonal a k,w, + 
kw. para todos los escalares k, y k,. 


1 


23. Sean u y v vectores diferentes de cero en el espacio bidimensional o en el espacio 
tridimensional, y sean k = JJu]| y 1 = ]jv]]. Demostrar que el vector w = lu + kv biseca el 
ángulo entre u y Y. 





3.4 PRODUCTO CRUZ 


En muchas aplicaciones de vectores a problemas de geometría, física e ingeniería 
es de interés construir en el espacio tridimensional un vector que sea perpen- 
dicular a dos vectores dados. En esta sección se introducirá un tipo de multipli- 
cación vectorial con que se obtiene ese vector. 





PRODUCTO CRUZ | Definición. Si u 
DE VECTORES 





= (4,, 4), Uz) y Y = (V,, Y), V3) Son vectores en el espacio 
tridimensional, entonces el producto cruz u X v es el vector definido por 


u X y = (4703 — UzU), UzU] — U¡U3, UU, — 470) 


o, en notación de determinantes, 


> 


U> UU 
uxv=/| |? “3 
U2 Y; 


OBSERVACIÓN. En vez de memorizar (1), las componentes de u X v se pueden 
obtener como sigue: 


* Se forma la matriz 2 X 3 


lo Uu> Uy 
cuyo primer renglón contiene las componentes de u y cuyo segundo ren- 
glón contiene las componentes de v. 


RA AL A o e A RA LI PU A o A a a a 
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* Para encontrar la primera componente de u X v, eliminar la primera co- 
lumna y evaluar el determinante; para encontrar la segunda componente, eli- 
minar la segunda columna y evaluar el negativo del determinante; para encon- 
trar la tercera componente, eliminar la tercera columna y evaluar el deter- 
minante. 


Ejemplo 1 Encontrar u X v, donde u = (1, 2, —2) y v = (3,0, 1). 


Solución. 


! 


2 AZ a BN) 2 
u Xx y q ; 
0 1 3 11 13 0 


(2,-7,-6) A 


! 


Existe una diferencia importante entre el producto punto y el producto cruz 
de dos vectores: el producto punto es un escalar y el producto cruz es un vector. El 
siguiente teorema proporciona algunas relaciones importantes entre el producto 
punto y el producto cruz, y también muestra que u X y es ortogonal tanto a u como a y. 


Teorema 3.4.1. Si u, v y w son vectores en el espacio tridimensional, entonces 


a) u-(uxv)=0 (u x v es ortogonal a u) 
by v-(uxv)=0 (u x v es ortogonal a y) 


e) lux vl1? = lju'l? (wi? — (u - v)” (Udentidad de Lagrange). 
d) uXx (v Xx w) = (u. w)v — (u-v)w (relación entre los productos cruz y punto) 
e) (u xv) x w= (u. w)v — (v-w)u (relación entre los productos cruz y punto) 





"Joseph Louis Lagrange (1736-1813). Matemático y astrónomo francés-italiano. Lagrange, hijo 
de un funcionario público, nació en Turín, Italia. (En el registro bautismal su nombre aparece como 
Giuseppe Lodovico Lagrangia.) Aunque su padre quería que fuese abogado, Lagrange se sintió 
atraído por las matemáticas y la astronomía después de leer una memoria del astrónomo Halley. A 
los 16 años de edad empezó a estudiar matemáticas por su cuenta y a los 19 fue contratado como 
profesor en la Royal Artillery School en Turín. El año siguiente resolvió algunos problemas famosos 
aplicando nuevos métodos que florecieron en una rama de las matemáticas denominada cálculo de 
variaciones. Estos métodos y las aplicaciones que Lagrange hizo de éstos a problemas de mecánica 
celeste eran tan monumentales que aproximadamente a los 25 años de edad Lagrange ya era 
considerado por muchos de sus contemporáneos como el más grande matemático existente. Uno de 
los trabajos más famosos de Lagrange es un documento denominado Mécanique Analytique, en el 
que reduce la teoría de la mecánica a unas cuantas fórmulas generales a partir de las cuales es 
posible derivar todas las demás ecuaciones necesarias. 

Es históricamente interesante el hecho de que el padre de Lagrange incursionó infruc- 
tuosamente en varias empresas financieras, de modo que su familia estaba obligada a vivir con 
bastante modestia. Lagrange mismo afirmó que si su familia tuviera dinero, su vocación no hubieran 
sido las matemáticas. 

Napoleón era un gran admirador de Lagrange y lo cubrió de honores: lo hizo conde, senador y 
le otorgó la orden de la Legión de Honor. A pesar de su fama, Lagrange siempre fue un hombre 
tímido y modesto. A su fallecimiento, fue sepultado con honores en El Panteón parisino. 
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Demostración de a). Sean u= (u,, 4,, 4) y Y = (v,, V,, V3). Entonces 


u-(u X v) = (4,, 4), 43) » (4703 — 4307, 4zU; — 4103, UU) — UQUy) 
= 4, (4,03 — 4307) + uz (uzo, — 4/03) + uz(u¡0, — 4701) 
=0 


Demostración de b). Semejante a la demostración de a). 


Demostración de c). Como 


ju x vl[? = (u,0, — uzu, Y + (uu, — uu, )* + (uv, — 4,01 y (2) 


jul? vi? — (uv = (2 + ¿3 + 1307 + 03 +63) — (4,0, + 470, + 4303 (3) 


La demostración se puede completar "multiplicando" los miembros derechos de (2) 
y (3) y comprobando su igualdad. 


Demostración de d) y e). Ver los ejercicios 26 y 27. [] 
Ejemplo 2 Considerar los vectores 
u= (1,2, -2) y v=G,0, 1) 
En el ejemplo 1 se demostró que 
uxv=(2,-—7, —6) 


Como 


u-(u xv) = (1)0) + (QA-7) + (216) =0 


v-(u xv) = (3)0) + (07) + 1) 6) =0 
u X v es ortogonal tanto a u como a y, como garantiza el teorema 3.4.1. A 


En el siguiente teorema se enumeran las principales propiedades aritméticas 
del producto cruz. 


A 
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Figura 1 





(ATI dc Y o alan ln ER EPOC 


Teorema 3.4.2, Si u, y y w son vectores cualesquiera en el espacio tridimen- 
sional y k es cualquier escalar, entonces 


b) UuX (y + w)= (u xv) + (u Xx w) 
C) (UH v) <= (1 Xx w) + (y x w) 


dy ku xv) = (ku) xv =uX (kv) | 
e) uxB0=b0xu=0 
fjuxu=0 





III A CR al CRD 





Las demostraciones se concluyen de inmediato a partir de la fórmula (1) y de las 
propiedades de los determinantes; por ejemplo, a) puede demostrarse como: 


Demostración de a). Al intercambiar u y y en (l) se intercambian los renglones de 
los tres determinantes del miembro derecho de (1), y por tanto se cambia el signo 
de cada componente en el producto cruz. Así, u XxX y=-—(y Xu). [] 


Las demostraciones de los demás incisos se dejan como ejercicio. 
Ejemplo 3 Considerar los vectores 
i=(1,0,0) j=(0,1,0) k = (0, 0, 1) 


Cada uno de estos vectores tiene longitud igual a 1 y está a lo largo de un eje de 
coordenadas (figura 1). Se denominan vectores unitarios normales en el espacio 
tridimensional. Todo vector y = (v,, v,, V3) en el espacio tridimensional puede 
expresarse en términos de i, j, k, ya que es posible escribir 


Y = (0), Us, Uy > v(l, UD) vx0, 1, 0)+ u3(0, Oo vi + vj j v3K 





(1,0, 0) 


Vectores unitarios estándares. 


Por ejemplo, 


(2, 3,4) =2i-—3j+4k 








Figura 2 


FÓRMULA DEL 
DETERMINANTE 
PARA EL 
PRODUCTO 
CRUZ 


E 
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A partir de (1) se obtiene 


x= ( 


El lector no debe tener ningún problema para obtener los siguientes resulta- 


1.0 


)-0.0.0=x A 
o o| [o 1 


1.0 
1.0 











0 y 





dos: 
ixi=jxj=kxk=0 
i¡Xj=k, jxk=i kxi=j 
jxi= —k, kxj= -—i, ¡xk= -—j 


La figura 2 es útil para recordar los resultados anteriores. Con referencia a esta 
figura, si la circunferencia se recorre en el sentido del movimiento de las maneci- 
llas del reloj, el producto cruz de dos vectores consecutivos es el siguiente vector 
que se encuentra, y si se recorre en sentido contrario al movimiento de las mane- 
cillas del reloj, el producto cruz de dos vectores consecutivos es el negativo del 
siguiente vector que se encuentra. 


También vale la pena observar que un producto cruz se puede representar simbóli- 
camente en forma de un determinante 3 X 3: 


(4) 





Por ejemplo, si u = (1, 2, —2) y v= (3, 0, 1), entonces 


ij  k 
uxv=|1. 2 -—2|=2i-7j-6k 
S ME a 


lo que concuerda con el resultado obtenido en el ejemplo 1. 


Advertencia. En general, no es cierto que u X (y X w) = (u X v) Xx w. Por 
ejemplo, 


ix(jxj=ix0=0 


ixpxj=kxj= -i 
de modo que 
IX(XDAGADA] 
Por el teorema 3.4.1 se sabe que u X v es ortogonal tanto a u como a y. 
Si u y v son vectores diferentes de cero, es posible demostrar que la dirección 
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Figura 3 


INTERPRETA- 
CIÓN GEOMÉ- 
TRICA DEL 
PRODUCTO 
CRUZ 


Figura 4 


de u x y se puede determinar aplicando la siguiente "regla de la mano dere- 
cha"* (figura 3): Sea 8 el ángulo entre u y v, y suponer que u se hace girar 
por el ángulo 8 hasta que coincide con v. Si los dedos de la mano derecha se 
disponen de modo que apunten en la dirección de rotación, entonces el pulgar 
indica (aproximadamente) la dirección de u X y. 





El lector encontrará instructivo practicar esta regla con los productos 
ixj=k jxk=i kXxi=j 


Si u y y son vectores en el espacio tridimensional, entonces la norma de u X y 
tiene una interpretación geométrica útil. La identidad de Lagrange, proporcionada 
en el teorema 3.4.1, establece que 


ju x vi]? = [jul]? lvl? — (u - v)* (S) 


Si 8 denota el ángulo entre u y v, entonces u - y = [Ju|| ||v]] cos 8 , de modo que (5) 
se puede escribir de nuevo como 


lu < v¡?= Jul” vil? — jul? [Ivi* cos” 8 
= uf" I|vi*(1 = cos? 8) 


= ul? Iul?sen? 0 


ju x v[| = [Jul] vil sen (6) 


Pero ||v!] sen 0 es la altura del paralelogramo determinado por u y y (figura 4). Por 
tanto, 





Asi, 





*Recordar que en este texto se acordó considerar sólo sistemas de coordenadas derechos. En caso de que se 
hubieran usado sistemas izquierdos, aquí se hubiera aplicado una "regla de la mano tzquierda". 


AA 


Figura 5 


TRIPLE 
PRODUCTO 
ESCALAR 
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por (6), el área A de este paralelogramo está dada por 
= (base altura) = ]]u]] |]v]] sen O |ju x v)] 


Este resultado es correcto inclusive si u y v son colineales, ya que el paralelogramo 
determinado por u y v tiene área cero y por (6) se sabe que u X v = 0 porque en 
este caso 8 = 0. Por tanto, se tiene el siguiente teorema. 


Teorema 3.4.3. Si u y v son vectores en el espacio tridimensional, entonces u 





x v es igual al área del paralelogramo determinado por u y y. 


Ejemplo 4 Encontrar el área del triángulo determinado por los puntos P,(2, 2, 0), 
P,(—1, 0, 2) y Px(0, 4, 3). 


Solución. El área A del el triángulo es 3 L del área del paralelogramo determinado 
por los vectores P ¡677 y P PP, (figura 5). Usando el método analizado en el ejemplo 
2 de la sección 3.1, P, P, A 2) y P,P, P, = (-2, 2, 3). Se concluye que 





2 PU220 
éx (2, 2,0) 


y en consecuencia, 
A =3 PP, XP,Py | =3(15) =% A 


Definición. Si u, y y w son vectores en el espacio tridimensional, entonces 


u-* (v Xx w) 





ple producto escalar de u, y y w. 


El triple producto escalar de u = (4,, 4,, 4,), Y = (v,, Va» Vy) Y W= (w,, w 


» 2? 
w,) se puede calcular a partir de la fórmula 


(7) 
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w v 
Xx 


Figura 6 


INTERPRETACIÓN 
GEOMÉTRICA DE 
LOS 

DETERMINANTES 


Lo anterior se concluye por la fórmula (4), ya que 




















VD) U|,. lo, vu v 
| E AS j+ ER x) 
wW w W vw; Yw vw) 
NR E UL 0 Uy U 
mo Uy ua + E uz 
Mea; 83 W w; W  w) 




















uy UY) Ur 
—= Ur 0) 0 


W Y yw 


Ejemplo 5 Calcular el triple producto escalar u + (y X w) de los vectores 














u=3i-2j-S5k, v=i+4j-4k, w=3j+2k 
Solución. Por (7), 
2) =Zl 
u-(vxw)= |] 4 —4 
O 3 2 
7 Ent 7 + 511 4 
3 2 | 0 Z | 0 3 
=60+4-15=49 A 
OBSERVACIÓN. El símbolo (u + v) X w carece de sentido, ya que no es posible 


formar el producto cruz de un escalar y un vector. Así, no hay ambigiedad si 
se escribe u + y X wen vez de u * (y X w). Sin embargo, por claridad en general se 
conservará el paréntesis. 

Por (7) se concluye que 


U-(v Xx w) = w-«(u X v) = v-(w Xu) 


ya que los determinantes 3 X 3 que representan estos productos se pueden obtener 
uno a partir de otro mediante dos intercambios en los renglones. (Comprobar.) Es 
posible recordar estas relaciones moviendo los vectores u, y y w en el sentido de 
las manecillas del reloj alrededor de los vértices del triángulo que se muestra en la 
figura 6. 


El siguiente teorema proporciona una interpretación geométrica útil de los deter- 
minantes 2 xX2y3 Xx 3, 
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Teorema 3.4.4, 
a) El valor absoluto del determinante 


4  U) 
det 
U| UY) 


es igual al área del paralelogramo en el espacio bidimensional determina- 
do por los vectores u = (4,, 4,) y V=(V,, v,). (Ver la figura 7a.) 


by El valor absoluto del determinante 


4 4) 
det| UV, U) 


mL. 


es igual al volumen del paralelepipedo en el espacio tridimensional de- 
terminado por los vectores Uu = (4,. 4), Uy). Y = (Vy. Va, V3) y W= (0,, w,, 
w2). (Ver la figura 70.) 





Demostración de a).La clave de la demostración es aplicar cl teorema 3.4.3. Sin 
embargo, este teorema es válido para vectores en el espacio tridimensional. 
mientras que u = (4,, 4,) y V = (v,, v,) son vectores en el espacio bidimensional. 
Para superar este "problema de dimensión", u y y se considerarán como vectores 
en el plano xv de un sistema de coordenadas xyz (figura 8a), en cuyo caso estos 
vectores se expresan como u = (4,. 4,. 0) y v= (v,. v,, 0). Así, 


1 jj k 
4y a $ 
uxv=Jlu uu, 0|=]|. k = det k 
91 02] 1 U2 
VU U, O 


Ahora, por el teorema 3.4.3 y el hecho de que JIk/| = 1. se concluye que el área 4 
del paralelogramo determinado por u y v es 


e 
A 
A 






y, io, UU) 
(17, Un, Ug) 
y 


fu, 9) 





Xx 


——— 


a) hb) 
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Figura 8 


4 = lu x vl| = Ik]| = 





Uy UU) 
de| | 
Ur 0) 








Us UU 
dr| | 
U 80) 





Us UU 
de La = 
Us 0) 


con lo que se completa la demostración. 











Demostración de b). Como se observa en la figura 8b, se considera que la base del 
paralelepípedo determinado por u, y y w es el paralelogramo determinado por u y 
y. De acuerdo con el teorema 3.4.3 se concluye que el área de la base es |]y X wl| 
y, como se ilustra en la figura 86, la altura / 





5 liproyy x wull 


Ga) b) 


del paralelepípedo es la longitud de la proyección ortogonal de u sobre v X w. En 
consecuencia, por la fórmula (10) de la sección 3.3, 


|u - (y < w)| 


h = l¡proY 3 ul sE lv Xx w! 


Se concluye que el volumen Y del paralelepípedo es 


lu - (y < w)| 


Y — (área dela base) «altura = wo PO 


=|ju - (y x w)] 
de modo que por (7), 
V= |det| v, 0 0; 


w; w, mW 


con lo que se completa la demostración. [] 


OBSERVACIÓN. Si V denota el volumen del paralelepípedo determinado por los 
vectores u, y y w, entonces por el teorema 3.4.4 y la fórmula (7) se concluye que 


INDEPENDENCIA 
DEL PRODUCTO 
CRUZ Y DE LAS 
COORDENADAS 
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_ poro del paralelepípedo 


determinado por u, v y w =|u-(v Xx w)| (8) 





Con base en este hecho y en el teorema 3.3.1b se puede deducir que 


u-(vxw)= Y 


donde el signo + o—resulta si u forma un ángulo agudo u obtuso con v X w. 

La fórmula (8) conduce a una prueba útil para averiguar sl tres vectores 
dados son coplanares. Como tres vectores no coplanares determinan un paralele- 
pípedo de volumen positivo, por (3) se concluye que Ju + (y X w)] =0 si y sólo si 
los vectores u, v y w son coplanares. Así, se tiene el siguiente resultado. 


Teorema 3.4.5. Si los vectores u = (4,, 4,, Uz), Y =(V¡, Va, V3) Y W= (W,, Wa, 
wz) tienen el mismo punto inicial, entonces están en el mismo plano si y sólo si 


Uy 


u-(v Xx w)= vu, 


wW; 





Inicialmente, se definió a un vector como un segmento de recta dirigido o una 
flecha en el espacio bidimensional o en el espacio tridimensional; los sistemas de 
coordenadas y las componentes se introdujeron después para simplificar los 
cálculos con vectores. Así, un vector posee "existencia matemática” sin importar 
s1 se ha introducido en un sistema de coordenadas. Además, las componentes de 
un vector no están determinadas solamente por el vector; también dependen del 
sistema de coordenadas elegido. Por ejemplo, en la figura 9 se indican un 
vector fijo v en el plano y dos sistemas de coordenadas diferentes. En el sistema 
de coordenadas xy, las componentes de v son (1, 1) y en el sistema x'y', son 
(42,0). 

Este hecho plantea una cuestión importante sobre la definición de producto 
cruz. Como el producto cruz u X v se definió en términos de las componentes de u 
y Y y como estas componentes dependen del sistema de coordenadas elegido, 
parece posible que dos vectores fijos u y v puedan tener productos cruz distintos en 
sistemas de coordenadas diferentes. Afortunadamente, no sucede así. Para ver lo 
anterior, simplemente basta recordar que 


% u Xx ves perpendicular tanto a u como a y. 
% La orientación de u X v está determinada por la regla de la mano derecha. 
* [lu x vi] = [jul! lv!] sen o. 
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Figura 9 


Figura 10 


Estas tres propiedades determinan completamente el vector u X y; las dos 
primeras propiedades determinan la dirección y la tercera determina la longitud. 
Como estas propiedades de u X v dependen sólo de las longitudes y posiciones 
relativas de u y v no del sistema de coordenadas derecho particular que se esté 
usando, el vector 4 X v permanece sin cambio si se introduce un sistema de 
coordenadas derecho diferente. Así, se dice que la definición de u X v es indepen- 
diente de las coordenadas. Este resultado es importante para los físicos e ingenie- 
ros, quienes a menudo trabajan con muchos sistemas de coordenadas en el mismo 
problema. 


o a ( y 2, O) = (a, y 
(1,D)= (y 





Ejemplo 6 Considerar dos vectores perpendiculares u y y, cada uno de longitud 1 
(como se muestra en la figura 10a). Si se introduce un sistema de coordenadas xyz 
como se muestra en la figura 105, entonces 


a -=(1,0, 0) =1 y y = (0, 1,0)] 





de modo que 
uxv=ixj=k=(0, 0,1) 
AN 2 
| 
(0,0, 1) 
u Xx y 
v y y > 
A ha 
u Y u 
pS 4 
p>e we 2 
a) b) e) 


Sin embargo, si se introduce un sistema de coordenadas x'y'z' como se muestra en 
la figura lOc, entonces 


u=(0,0,1)=k y v=(1,0,0)=1 


de modo que 


e e rl it lr a E lo RAS. lA El LIC Gr ¿AC ICAC A FARRO ERES RGC + 
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uxv=kxi=j=(0, 1,0) 


Pero por las figuras 10b y 10c es evidente que el vector (0, O, 1) en el sistema xyz 
es el mismo que el vector (0, 1, 0) en el sistema x'y'z'. Así, se obtiene el mismo 
vector u x v si los cálculos se realizan con coordenadas del sistema xyz o con 
coordenadas del sistema xy'z7. A 





EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 3.4 


l. Sean u = (3,2, —1), v =(0, 2, -3) y w= (2, 6, 7). Calcular 
a) v XxX w b) u Xx (v Xx w) c) (u xv) Xx w 
d) (u Xx y) x (v Xx w) e) u Xx (v — 2w) fyY (u x v) — 2w 


2. Encontrar un vector que sea ortogonal tanto a u como a y. 
a) u=(—6, 4, 2), v= (3, 1, 5) b) u=(—2,1,5), v=(3,0, —3) 


3. Encontrar el área del paralelogramo determinado por u y y. 
a) u=(1, —1, 2), v=(0, 3, 1) b) u = (2,3, 0), v=(—1, 2, —2) 
c) u =(3, —1, 4), v =(6, —2, 8) 


4. Encontrar el área del triángulo cuyos vértices son P, O y R. 
a) ECZ 6, 1 gt, l, yA R(4, 6, 2) b) PA, 3 ds 2), OO, > 4), R(6, Es 8) 


S. Comprobar el teorema 3.4.1 para los vectores u = (4, 2, 1) y y =(—3, 2, 7). 


6. Comprobar el teorema 3.4.2 para u = (5, — 1,2), v= (6,0, -—2), w=(1, 2, —1) y 
k= —S. 


7. ¿Cuál es el error en la expresión u X y X w? 


8. Encontrar el triple producto escalar u * (v X w). 
a) u=(—1,2,4), v=(3,4, -2), w=(-1,2, 5) 
b) u=(3, —1, 6), v=(2,4, 3), w=(5, —1,2) 


9. Suponer que u * (v x w)= 3. Encontrar 
a) u-(wX v) b) (v x w)-u Cc) w-(u Xx y) d) v-(u x w) e) (u Xx w)-. v £) v-(w Xx w) 


10. Encontrar el volumen del paralelepípedo cuyos lados son u, y, y w. 
3) W>=(2; 6,2 (0,4. =2), w=1(2,2, =4) b) u =(3, 1, 2), v = (4,5, 1), w= (1, 2, 4) 


11. Determinar si u, v, y w son coplanares cuando se colocan de modo que coincidan sus 
puntos iniciales. 
a) u=(—1, -2,1) v=(3,0, -2), w=(5, -4,0) 
b) u= (5, 2,1), v=(4, -1,1) w=(, -1,0) 
c) u=(4, —-8, 1), v=(2,1, —2), w=(3, -4, 12) 


12. Encontrar todos los vectores unitarios paralelos al plano xy que son perpendiculares al 
vector (3, —1, 2). 
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13. Encontrar todos los vectores unitarios en el plano determinado por u = (3, 0, 1) y v= 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Z1, 


22. 


23. 


24. 


20: 


(1, —1, 1) que son perpendiculares al vector w = (1, 2, 0). 


Sean a = (a,, 4,,4),b= (b,, Ba, OS E5 (tt ly d = (d,, d,, d,). Demostrar que 


(a+d)-(bxo)=a-(bxe)+d-(bxc) 


Simplificar (u + v) x (u — y). 


Usar el producto cruz para encontrar el seno del ángulo entre los vectores u = (2, 


3,60) yv=(Q,3,6) 


a) Encontrar el área del triángulo cuyos vértices son A(1, 0, 1), (0,2, 3) y CO, 1, 0). 
b) Usar el resultado del inciso a) para encontrar la longitud de la altura del vértice C al 


lado AB. 


Demostrar que s1 u es un vector que va de cualquier punto de una recta a un punto P 
que no pertenece a la recta y y es un vector paralelo a ésta, entonces la distancia entre 


P y la recta está definida por |ju Xx v]| / Jivil. 


Usar el resultado del ejercicio 18 para encontrar la distancia entre el punto P y la recta 


que pasa por los puntos A y B: 


a) PS Es 2), A(l, Es 0), BL=2, 3, —4) b) P(4, ER 0), A(2, ¡A 31 B(0, Ze E 1) 


Demostrar: Si 9 es el ángulo entre u y v y u: v % 0, entonces tan O = ju x v]] /(u : y). 


Considerar el paralelepípedo con lados u =(3,2, 1), v=(1,1,2)yw=(1, 3, 3). 


a) Encontrar el área de la cara determinada por u y w. 


b) Encontrar el ángulo entre u y el plano que contiene la cara determinada por Y y w. 
[Nota. El ángulo entre un vector y un plano se define como el ángulo 0 entre el 


vector y la normal al plano para la que 0 < O < x/2.] 


Encontrar un vector n perpendicular al plano determinado por los puntos 4(0, —2, 1), 


BA, —1, —-2) y CG 1, 2, 0). [Ver la nota del ejercicio 21.] 


Sean m y n vectores cuyas componentes en el sistema xyz de la figura 10 son m = (0, O, 


Dyn=(0, 1,0) 


a) Encontrar las componentes de m y n en el plano xyz' de la figura 10. 


b) Calcular m X n usando las componentes del sistema xyz. 
c) Calcular m X n usando las componentes del sistema yz. 
d) Demostrar que los vectores obtenidos en b) y c) son los mismos. 


Demostrar las siguientes identidades 
a) (u + kv) x y =uX yv b) u-(vxz)= —(uXz).v 


Sean u, y y w vectores diferentes de cero en el espacio tridimensional que tienen el 
mismo punto inicial, pero de modo que ningún par de ellos es colineal. Demostrar que 


a) u Xx (y x w) está en el plano determinado por y y w. 
b) (u x y) Xx w está en el plano determinado por u y Y. 


26. 


Zi 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 
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Demostrar el inciso d) del teorema 3.4.1. [Sugerencia. Demostrar primero el resultado 
en el caso en que w =i=(1, 0, 0), luego cuando w == (0, 1, 0) y luego cuando w = k 
= (0, 0, 1). Por último, hacer la demostración para un vector cualesquiera W = (w,, W,, 
w,) escribiendo w = w,i + w,j + w,K.] 


Demostrar el inciso e) del teorema 3.4.1. [Sugerencia. Aplicar el inciso a) del teorema 
3.4.2 al resultado del inciso d) del teorema 3.4.1.] 


Sean u = (1,3, —1), v= (1, 1,2) y w= G, —1, 2). Calcular u X (v X w) usando el 
ejercicio 26; luego, comprobar el resultado efectuando el cálculo directamente. 


Demostrar: Si a, b, c y d están el mismo plano, entonces (a X b)x (c X d)=0. 
En geometría de sólidos existe un teorema que establece que el volumen de un tetrae- 


dro es 1/3(área de la base) * (altura). Usar este resultado para demostrar que el volu- 
men del tetraedro cuyos lados son los vectores a, b y c es 1/6 2 * (b x c) (figura 11). 





Figura 11 


Usar el resultado del ejercicio 30 para encontrar el volumen del tetraedro con vértices 
P,O,RyS. 


4) P=L:203.-0(2. 1, =3% R0..15:568,. 52,3) 
b) P(O, 0, 0), O(1, 2, — 1), RGB, 4, 0), Sí— 1, —3, 4) 


Demostrar los incisos a) y b) del teorema 3.4.2. 
Demostrar los incisos c) y d) del teorema 3.4.2. 


Demostrar los incisos e) y f) del teorema 3.4.2. 





3.5 RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONAL 





En esta sección se usarán los vectores para obtener ecuaciones de rectas y planos 
en el espacio tridimensional, y estas ecuaciones se utilizarán para resolver 
algunos problemas de geometría básicos. 





PLANOS EN EL En geometría analítica plana, una recta se puede especificar dando su pendiente y 


ESPACIO uno de sus puntos. De manera semejante, un plano en el espacio tridimensional se 
TRIDIMEN- puede especificar proporcionando su inclinación y especificando uno de sus pun- 
SIONAL tos. Un método conveniente para describir la inclinación es especificar un vector 


diferente de cero (denominado normal) que es perpendicular al plano. 
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Figura 1 


Suponer que se desea encontrar la ecuación del plano que pasa por el punto 
PoGo> Yo» Zo) y cuya normal es el vector n = (a, b, c) diferente de cero. De la figura 
1 resulta evidente que el plano consta precisamente de los puntos P(x, y, z) para 
los cuales el vector P, P es ortogonal a n; es decir, 

n-P,P=0 (1) 


Como P¿P = (x — Xo, Y — Yg» 2 — Zp), la ecuación (1) se puede escribir como 


| a(x — xp) + (y — o) + c(2—2p)=0 | 2) 


La expresión (2) se denomina forma punto-normal de la ecuación de un plano. 





Ejemplo 1 Encontrar la ecuación del plano que pasa por el punto (3, —1, 7) y es 
perpendicular al vector n = (4, 2, —5). 


Solución. Por (2), una forma punto-normal es 
Mx -—-3)+2y+1D0-5E¿-7P=0 A 
Multiplicando y agrupando términos, (2) puede volver a escribirse como 
ax+by+cz+d=0 


donde a, b, c y d son constantes y no todas las constantes a, b y c son iguales a 
cero. Así, la ecuación en el ejemplo 1 se puede escribir de nuevo como 


4x + 2y = 52 +25=0 


Como se demuestra en el siguiente teorema, toda ecuación de la forma ax + by + 
cz + d =0 representa un plano en el espacio tridimensional. 


A E EN A 
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Teorema 3.5.1. Si a, b, c y d son constantes y no todas las constantes a, b y c 
son iguales a cero, entonces la gráfica de la ecuación 


es un plano cuya normal es el vector m = (a, b, c). 





La ecuación (3) es una ecuación lineal en x, y y z, se denomina forma 
general de la ecuación del plano. 


Demostración. Por hipótesis, no todos los coeficientes a, b y c son iguales a 
cero. Suponer, por el momento, que a % 0. Entonces la ecuación ax + by + cz + d= 
O puede escribir de nuevo en la forma a(x + (d/a)) + by + cz = 0. Pero esta es una 
forma punto-normal del plano que pasa por el punto (—d/a, 0, 0) y cuya normal es 
n = (a, b, c). 

Si a = 0, entonces b +00 cx0. Una modificación directa del razonamiento 
anterior permite manejar estos otros casos. [] 


De la misma manera en que la solución de un sistema de ecuaciones 


ax + by = k, 
cx + dy = Kk, 


lineales corresponde a los puntos de intersección de las rectas ax + by= k, y cx + 
dy = k, en el plano xy, así las soluciones de un sistema 


ax+by+cz=k, 
dx+ey+fz=k, (4) 
gx +hy+iz=k; 
corresponden a los puntos de intersección de los tres planos ax + by + cz = k,, dx + 
ey +/2=Kk, y gx + hy + iz= ka. 
En la figura 2 se ilustran algunas de las posibilidades geométricas que 


ocurren cuando (4) no tiene solución, tiene exactamente una solución o tiene 
infinidad de soluciones. 


Ejemplo 2 Encontrar la ecuación del plano que pasa por los puntos P (1,2, =D 
El, y Fs: =1,2): 


Solución. Como los tres puntos están en el plano, sus coordenadas deben satisfacer 
la ecuación general ax + by + cz + d=0 del plano. Así, 
a+2b= c+d=0 
24a+3b+ c+d=0 
3Ja= b+2c+d=0 


192 / Vectores en los espacios bidimensional y tridimensional 


La solución de este sistema es 





Figura 2 





a) No existe solución (3 planos paralelos). b) No existe solución (2 planos paralelos). 
c) No existe solución (3 planos sin intersección común). 4) Infinidad de soluciones (3 
planos coincidentes). e) Infinidad de soluciones (3 planos que se intersecan en una 
recta). f) Una solución (3 planos que se cortan en un punto). 2) No existe solución (2 
planos coincidentes paralelos a un tercer plano). 2) Infinidad de soluciones (2 planos 
coincidentes que se intersecan con un tercer plano). 









Haciendo r = —16, por ejemplo, se obtiene la ecuación buscada 
9x+y=-5z-—16=0 


Se observa que con cualquier otra elección de f se obtiene un múltiplo de esta 
ecuación, de modo que con cualquier valor de £ 4 O también se obtiene una ecua- 
ción válida del plano. 


Otra solución. Como P,(1, 2, —1), P¿Q, 3, 1) y P(3, —1, 2) pertenecen al plano, 
entonces los vectores P P,P,= 0 1, 2) y P,P, = Q, —3, 3) son paralelos al plano. 
Por consiguiente, P,P, X P,P, = (9, 1, —5) es normal al plano, ya que es 
perpendicular a p,P, y a P,P,. Con base en este hecho y como P, pertenece al 
plano, una forma punto-normal para la ecuación del plano es 


9Yx-— D)+(9-2)- 5Sz+1)=0 


IG+y-5z-16=0 A 





FORMA 
VECTORIAL DE 
LA ECUACIÓN 
DE UN PLANO 


Figura 3 


RECTAS EN EL 
ESPACIO 
TRIDIMENSIO- 
NAL 


3.5 Rectas y planos en el espacio tridimensional / 193 


La notación vectorial proporciona otra manera útil para escribir la forma 
punto-normal de la ecuación de un plano; con referencia a la figura 3, sean r 
= (x, y, z) el vector que va del origen al punto P(x, y, z), Yy = (Yo, Yo» Zo) el 


vector que va del origen al punto Py(Xp, Yo, Zo). Y AM = (a, b, c) un vector 
normal al plano (figura 3). 





——> 
0 


Entonces P¿P = r — rg, de modo que la fórmula (1) se puede volver a escribir 


como 


Esta expresión se denomina forma vectorial de la ecuación de un plano. 


Ejemplo 3 La ecuación 
(-1,2,5 (x—6,y-3,2+4)=0 


es la ecuación vectorial del plano que pasa por el punto (6, 3, —4) y es per- 
pendicular al vector n =(—1, 2, 5). A 


A continuación se mostrará cómo obtener ecuaciones de rectas en el espacio 
tridimensional. Suponer que / es la recta en el espacio tridimensional que 
pasa por el punto Py(Xo, Yo, Zp) y es paralela al vector diferente de cero v = (a, 
b, c). Es evidente (figura 4) que / consta precisamente de los puntos P(x, y, z) 
para los que el vector PP es paralelo a v; es decir, para los que existe un 
escalar f tal que 


——— 


PoP= tv (6) 
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En términos de componentes, (6) se puede escribir como 
(1 — Xo> Y — Po» 2 7 Zo) = (ta, tb, tc) 


de donde se deduce que x — xy = fa, y — yy = tb y z — z¿= tc, de modo que 


Xx = Xy + la, y =Y +1, Z=z +tc 
Z 
E E 
£ e 


> e 
Polxo, Yo. zo) _ 


7 


7 


A 


AT 4 y ta, b, a) 





> | 
Figura 4 | P¿P es paralelo a v. | 


Cuando el parámetro f varía de —ow a+ oo, el punto P(x, y, z) describe la recta /. 
Las ecuaciones 





x=xp¿+lta, y=Ypo+Ítb, z=zy¿+!tc (<< +00) (7) 


se denominan ecuaciones paramétricas de |. 


Ejemplo 4 La recta que pasa por el punto (1, 2, —3) y es paralela al vector v = (4, 
5, —7) tiene las ecuaciones paramétricas 


x=1+4t y=2+5£ 2z2= -3-7 (—-<1<+%) Á 


Ejemplo 5 


a) Encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta / que pasa por los puntos 
PQ, 4, =D) y P,6, 0, 7). 
b) ¿Dónde corta la recta al plano xy? 


FORMA 
VECTORIAL DE 
LA ECUACIÓN 
DE UNA RECTA 
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Solución a). Como el vector P, P, = (3, —4, 8) es paralelo a ! y P,(2, 4, —1) per- 
tenece a /, entonces la recta / está definida por 


x=2+3t, y=4-4t z=-—1+8 (<< +00) 


Solución b). La recta corta al plano xy en el punto en que z = —1 + 81 = 0, es 
decir, donde f = 1/8. Sustituyendo este valor de f en las ecuaciones paramétricas de 
/ se obtiene que el punto de intersección es 


(x, y, z)= 2, 4, 0) A 


Ejemplo 6 Encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta de intersección de 
los planos 


3x+2y-—4z-—6=0 y x= 3Jy=2-=-4=0 


Solución. La recta de intersección consta de todos los puntos (x, y, z) que 
satisfacen las dos ecuaciones del sistema 


3Ix+2y-—4z=6 
x-3y-2z=4 


Al resolver este sistema se obtiene 


x= + EL y=-AÁ-Ét z=t  (—-o<ft<+0o A 


La notación vectorial da otra forma útil para escribir las ecuaciones paramétricas 
de una recta; con referencia a la figura 3, sean r = (x, y, z) el vector que va del 
origen al punto P(x, y, 2), Yy = (Xg, Yo» 2p) el vector que va del origen al punto 
PoCo» Yo» Zo), y y = (a, b, c) un vector paralelo a la recta (figura 5). Entonces PP 
= r — r¿, de modo que la fórmula (6) se puede volver a escribir como 


Tomando en cuenta el intervalo de variación de los valores /, la fórmula anterior 
se puede escribir de nuevo como 


| r =Tp¿ + (fv (—0 <f< 400) | (8) 


Esta expresión se denomina forma vectorial de la ecuación de una recta en el es- 
pacio tridimensional. 


E A a A ME A NI a AO a . 
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Figura 5 


ALGUNOS 
PROBLEMAS 
DONDE 
INTERVIENE LA 
DISTANCIA 





Xx 


Ejemplo 7 La ecuación 
ATA E IR O E CO (-0<f< +0) 


es la ecuación vectorial de la recta que pasa por el punto (—2, 0, 3) y es paralela al 
vector v = (4, -7,1). A 


Esta sección termina con el estudio de dos "problemas de distancia" básicos en el 
espacio tridimensional: 


Problemas 
a) Encontrar la distancia entre un punto y un plano. 
b) Encontrar la distancia entre dos planos paralelos. 





Ambos problemas están relacionados. Si se puede encontrar la distancia entre un 
punto y un plano, entonces es posible encontrar la distancia entre planos paralelos 
al calcular la distancia entre uno de los planos y un punto arbitrario P¿ en el otro 
plano (figura 6). 
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Teorema 3.5.2. La distancia D entre un punto Py(Xp, Yo, zp) y el plano ax + by 
+cz+d=0€s 


a laxo + byo + Czo + dl 


Va + b9+c* 





Demostración. — Sea Q(x,, yy, 2,) cualquier punto en el plano. El vector normal n 
= (a, b, c) se coloca de modo que su punto inicial esté en O. Como se ilustra en la 
figura 7, la distancia D es igual a la longitud de la proyección ortogonal de OP, 
sobre n. Así, por (10) de la sección 3.3, 









D = [|proy, OPA | = 
[in] 
Pero 
OP FG AVE 1) 
OP¿-M = a(xpy — x¡) + b(yo — y) + elo — 21) 
In = Ya +57 0? 
ez Polxo, yo, zo) 
Proy, Po 


QUe y 21) 





Figura 7 
Asi, 
D= lao — 1) + bo — y 1) + ezo — 2)! 
V a? + b? +? 


Como el punto Q(x,, y,, z,) pertenece al plano, sus coordenadas satisfacen la 
ecuación del plano; entonces 


(10) 


ax, +by,+cz,+d=0 


d= — ax; —= by, E] 


Sustituyendo esta expresión en (10) se obtiene (9). [] 
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OBSERVACIÓN. —Nótese la semejanza entre (9) y la fórmula de la distancia entre 
un punto y una recta en el espacio bidimensional (13) de la sección 3.3. 


Ejemplo 8 Encontrar la distancia D entre el punto (1, —4, —3) y el plano 2x — 3y 
+ 67 = —1. 


Solución. Para aplicar (9), primero se vuelve a escribir la ecuación del plano en 
la forma 


2x — 3y+672+1=0 


Entonces 


p DD +30 +63) +1_ 13123 A 


V2 +(-3) + 6? ¡E 


Dados dos planos, si se cortan, entonces se pregunta por su recta de 
intersección (como en el ejemplo 6), o si son paralelos, entonces se pregunta por la 
distancia entre ellos, El siguiente ejemplo ilustra el segundo problema. 


Ejemplo 9 Los planos 
x+2y-22=3 y 2x+4y-4z=7 


son paralelos, ya que sus normales (1, 2, —2) y (Q, 4, —4) son vectores paralelos. 
Encontrar la distancia entre estos planos. 


Solución, Para encontrar la distancia D entre los planos, se puede elegir un 
punto arbitrario en uno de los planos y calcular su distancia al otro plano. 
Haciendo y = z = 0 en la ecuación x + 2y — 2z = 3, se obtiene el punto PyG, 0, 0) 
en este plano. Por (9), la distancia entre P, y el plano 2x + 4y — 4z=7 es 


_ 1:38) + 440) + (410) = 7] _ 


V2 +4 +(-4y E 


A 





EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 3.5 


1. Encontrar una forma punto-normal de la ecuación del plano que pasa por P y cuya 


normal es n. 
a) P(— 1,3, -2); n=(-2,1, —1) b) P(1, 1, 4); n= (1,9, 8) 
c) PQ, 0, 0); n =(0, O, 2) d) P(0, 0, 0); n= (1, 2, 3) 


2. Escribir en forma general las ecuaciones de los planos del ejercicio 1. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


LS, 


. Encontrar una forma punto-normal. 
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a) -3x+7y+2z=10 b)x-42=0 


a) P(-—4, —1, —1), O(- 2,0, 1), R( 


. Determinar si los planos son paralelos. 


a) 4x—y+2z=5 y  7x-3y+ 
b)x-4y-32-2=0 y 3x1 


. Encontrar la ecuación del plano que pasa por los puntos dados. 


lA RS) b) P(S, 4, 3), 0(4, 3, 1), R(, S, 4) 


4z=8 
2y-%-7=0 


c) 2y=8x-42+5 y x=32+3y 


. Determinar si la recta y el plano son paralelos. 


a) x= -5-—41t, y=1-t2=3+2%, x+2y+3z2-9=0 


bx=3t, y=1+21,272=2-—t; 4Áx 


a) Ix=y+2-4=0, x+2z=-—1 


=y+2z=1 


. Determinar si los planos son perpendiculares. 


b) x-—2y+372=4, —2x+5y+4z= —1 


. Determinar si la recta y el plano son perpendiculares. 


a) x= —-2-4t, y=3-2t,2=1+2t) 2x+y-2=5 


b)x=2+1 y=1-1t2=5+3t; 


. Encontrar las ecuaciones paramétricas 


a) PG, — 1,2), n= (2, 1, 3) b) 
c) PQ, 2, 6); n =(0, 1, 0) d) 


Encontrar las ecuaciones paramétricas 
a, =2,4, 0,2%) b) (0, 


Encontrar las ecuaciones paramétricas 


6x + 6y-7=0 
de la recta que pasa por P y es paralela a n. 


P(-2,3, —3), n=(6, —6, —2) 
P(0, 0, 0), n= (1, —2, 3) 


de la recta que pasa por los puntos dados. 
0, 0), (2 e l, 3) 


de la recta de intersección de los planos dados. 


a) 1x-2y+32=-2 y —=3x+y+22+5=0 b) 2x+ 3y-—52=0 y 


Encontrar la forma vectorial de la ecuación del plano que pasa por P,, y cuya nor- 


mal es n. 
a) Po(— 1, 2, 4); n= (—2, 4, 1) 
c) PAS, —2, 1); n=(—1, 0, 0) 


, 


Determinar si los planos son paralelos. 


b) Po(2, 0, 0) n=(-1, 4, 3) 
d) Po(0, 0, 0); n = (a, b, Cc) 


a) (-1,2,4)-x—5,y+3,2-7)=0; (Q, —4, -8)-(x+3,y+5,z7-9)=0 


b) (3,0, —1)-(x+1,p- 2,2-3)= 


0; (-1,0,3)-x +1 y-z,2-3)=0 


Determinar si los planos son perpendiculares. 


a) (-2,1,4)-(x— 1,y,2+3)=0; (1, —-2, 1)-(x+3,y-5,z2)=0 
b) (3,0, -2)-(x+4,y-7,2+1)=0; (1,1, D)-(0,y,2)=0 


Encontrar la forma vectorial de la ecuación de la recta que pasa por P, y es pa- 


ralela a y. 


a) Pí— 1, 2,3) v=(7, —1, 5) 
c) PQ, —4, 1); v=(0,0, -2) 


b) PoQ, 0, —1) v=(1, 1,1) 
d) PA(0, 0, 0); ss (a, b, Cc) 


y 


0 
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16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22: 


23. 


24. 


23: 


26. 


ade 


28. 


29. 


30. 


Demostrar que la recta 
x=0, yA. SR 


a) pertenece al plano 6x + 4y — 42 = 0. 
b) es paralela al plano 5x — 3y + 3z= 1 y está por abajo de éste. 
c) es paralela al plano 6x + 2y — 2z= 1] y está por arriba de éste. 


Incontrar la ecuación del plano que pasa por (—2, 1, 7) y es perpendicular a la recta x 
—=4=2ft,y+2=3,z= —5£ 


Encontrar la ecuación del 
a) plano xy. b) plano xz. Cc) plano yz. 


Encontrar la ecuación del plano que contiene al punto (x,, Y, Z¿) y es paralelo al 
a) plano xy. b) plano yz. €) plano xz. 


Encontrar la ecuación del plano que pasa por el origen y es paralelo al plano 7x + 
4y — 22+3=0, 


Encontrar la ecuación del plano que pasa por el punto (3, —6, 7) y es paralelo al plano 
x — 2y+z-5=0, 


Encontrar el punto de intersección de la recta 
x=%9=-=5t, y+l=-1 z-3=1 (<< +0) 
y el plano 2x - 3y + 4z+7=0, 


Encontrar la ecuación del plano que contiene a la rectax= —1+3f,y=5+2t z 
= 2 — £ y es perpendicular al plano 2x — 4y+2z =09, 


Encontrar la ecuación del plano que pasa por (2, 4, —1) y contiene a la recta de 
intersección de los planos x — y — 42=2 y —2x+y+2z= 3. 


Demostrar que los puntos (—1, —2, —3), (-2, 0, D), (74, —1, —-l1)vy Q,0, 1) 
pertenecen al mismo plano. 


Encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por (—2, 5, 0) y es paralela 
a los planos 2x + y — 4dz=0 y —x+2y+32+1=0. 


Encontrar la ecuación del plano que pasa por (—2, 1, 5) y es perpendicular a los planos 
Ax — 2y+2z2= —1l y 3x4 3y-— 6z=5. 


Encontrar la ecuación del plano que pasa por (2, —1, 4) y es perpendicular a la recta de 
intersección de los planos 4x + 2y + 22 =-1 y 3x + 6y + 3z=7. 


Encontrar la ecuación del plano que es perpendicular al plano 8x — 2y + 6z = 1 y pasa 
por los puntos P¡(—1, 2, 5) y P,Q, 1, 4). 


Demostrar que las rectas 


A A A AA TRALI IDR IRENE RAN TIGERS - 


31. 


Ie 


33. 


34. 


35. 


36. 
37. 


38. 


39. 


40. 


41. 
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x=3-2t, y=4+t 2=1-1  (-e<1t<+x) 


x=5+2t, y=1-£ z2=7+! (<< +%) 


son paralelas y encontrar la ecuación del plano que determinan. 


Encontrar la ecuación del plano que contiene al punto (1, —1,2) y a la recta x=t, y = f 
+1)2=-—3+21. 


Encontrar la ecuación del plano que contiene a la recta x= 1 +, y = 3, z = 21 y es 
paralelo a la recta de intersección de los planos —x+2y+z=0yx+z+1=0. 


Encontrar la ecuación del plano tal que todos sus puntos equidistan de (—1, —4, —2) y 
(0..=2, 2). 


Demostrar que la recta 


x=5=->—t y+3=21L 2+]1=-—S$Sf (-<1< +0) 


es paralela al plano —3x+y+z-—9=0, 


Demostrar que las rectas 
x=3=4t y-4=t, z-1=0 (—-0<1t< +0) 


x+1=12, y-7=6t, 2-53=31 (-<1f< +0) 
se cortan y encontrar el punto de intersección. 
Hallar la ecuación del plano que contiene a las rectas del ejercicio 35. 


Encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta de intersección de los planos 
a) —-3x+2y+2=-—5 and 7x+3y-22=-2 
b)5x—T7y+22=0 and y=0 


Demostrar que el plano cuyas coordenadas al origen son x = a, y = b,z= Cc tiene la ecuación 


en el supuesto de que a, b y c son diferentes de cero. 


Encontrar la distancia entre el punto y el plano. 
a) (3,1, -2); x+2y-22=4 

b) (— 1,2, 1); 2x + 3y —4z=1 

c) (0,3, - 2) x—y-2=3 


Encontrar la distancia entre los planos paralelos dados. 
a)3x=4y+z=1 y  6x-8y+2z=3 

b) —4x+y-32= y 8x—2y+6z=0 

C) 2x—v+z= y 2=P HZ 1 


Demostrar que si las constantes a, b y c no son cero, entonces la recta 
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X=XyFAL, Y=Y FHÓL, 2=2zp¿+<Ct (-0<1< +00) 
consta de todos los puntos (x, y, z) que satisfacen 


Estas expresiones se denominan ecuaciones simétricas de la recta. 


42. Encontrar las ecuaciones simétricas de las rectas de los incisos a) y b) del ejercicio 9. 
[Nota. Ver el ejercicio 41 respecto a la terminología. ] 


43. En cada inciso, encontrar las ecuaciones de los dos planos cuya intersección es la recta 
dada. 
a)x=7-4t, y=-5-2 z=5+t  (-o<t< +0) 
b)x=41, y=2t, 2=7t (<< +00) 


[Sugerencia. Cada igualdad en las ecuaciones simétricas de una recta representa un 
plano que contiene a la recta. Ver el ejercicio 41 respecto a la terminología. | 


44. Dos planos que se cortan en el espacio tridimensional determinan dos ángulos de 
intersección: un ángulo agudo (0 < O < 909) y su suplemento 180% — 6 (figura 8a). Si 
n, y n, son normales diferentes de cero a los planos, entonces el ángulo entre n, y n, 
es 0 o 180% — 0 , dependiendo de las direcciones de las normales (figura 8b). En cada 
inciso, determinar el ángulo agudo de intersección de los planos, hasta el grado más 
próximo. 
a)x=0 y 2x-—y+z-4=0 
bDr+r2p=22=5 y 61—3p+2=8 


| Vota. Se requiere calculadora. | 





a) b) Figura $ 


45. Encontrar el ángulo agudo de intersección entre el plano x — y — 3z=5 y la recta x = 
2—ty=2tz=3t-— 1 hasta el grado más próximo. [Sugerencia. Ver el ejercicio 44.] 





CAPÍTULO 4 


ESPACIOS 
VECTORIALES 
EUCLIDIANOS 





4.1 ESPACIO EUCLIDIANO n DIMENSIONAL 





VECTORES EN EL |] Definición. Si n es un entero positivo, entonces una n-ada ordenada es una 


ESPACIO n 
DIMENSIONAL 


La idea de usar parejas de números para localizar puntos en el plano y 
ternas de números para localizar puntos en el espacio tridimensional fue 
explicada con claridad por vez primera a mediados del siglo XVIL Al final 
del siglo X1X los matemáticos y los físicos comenzaron a darse cuenta de que 
no era necesario detenerse en las ternas. Se reconoció que las cuádruplas de nú- 
meros (4,, 4,, 4z, 44) podían considerarse como puntos en el espacio de *te- 
tradimensional", las quíntuplas (a,, a,, . . . , As) como puntos en el espacio 
de "pentadimensional", y así sucesivamente. Á pesar de que nuestra repre- 
sentación geométrica se limita al espacio tridimensional, muchos conceptos 
conocidos se pueden extender más allá del espacio tridimensional trabajan- 
do con las propiedades analíticas o numéricas de puntos y vectores en vez de 
hacerlo con las propiedades geométricas. En esta sección se precisarán con 
más detalle esas ideas. 








sucesión de n números reales (a,, a,, . . ., 4,). El conjunto de todas las n-adas 
ordenadas se denomina espacio n dimensional y se denota por R”. 
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Figura 1 


Cuando » = 2 0 3, se suelen usar los términos pareja ordenada o terna ordenada, 
respectivamente, en vez de 2-ada o 3-ada ordenadas. Cuando n» = 1, cada n-ada 
ordenada consta de un número real, de modo que R? se puede considerar como el 
conjunto de los números reales. Para denotar este conjunto se escribe R en vez de 
R*: 

Quizá el lector observó al estudiar el espacio tridimensional, que el símbolo 
(a,, a,, az) tiene dos interpretaciones geométricas: se puede interpretar como un 
punto, en cuyo caso a,, a, y az son las coordenadas figura la), o puede 
interpretarse como un vector, en cuyo caso a,, a, y az son las componentes (figura 
15). Se deduce así que una n-ada ordenada (a,, a,, . . ., a,) se puede considerar 
como un "punto generalizado" o como un "vector generalizado”: matemática- 
mente, la diferencia carece de importancia. Así, la 5-ada (—2, 4, 0, 1, 6) se puede 
describir como un punto en R? o como un vector en R”. 


(ar, a, a3) (a1, as, az) 





a) b) 


La terna ordenada (a,, a,, az) se puede interpretar geométricamente como un punto o un 
vector. 


Definición. Dos vectores u = (4,, 4, .. .,4,) y V= (V,, Va, - - - > V,) en A” se 
denominan iguales sí 


Uy = 01, U) = Uz,. 


La suma u + y se define por 


U+vV=(4, +0,,4+0U0>,..., 4, +U,) 


y si k es cualquier escalar, entonces el múltiplo escalar ku se define por 


ku = (ku,,ku»,, ...,ku,) 





PROPIEDADES 
DE LAS 
OPERACIONES 
VECTORIALES 
EN EL ESPACIO n 
DIMENSIONAL 
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Las operaciones de adición y multiplicación escalar en esta definición se denomi- 
nan operaciones normales sobre R”. 
El vector cero en R” se denota por 0 y se define como el vector 


0=(0,0,...,0) 


Si u= (u,, 4,,.. ., u,) es cualquier vector en R”, entonces el negativo o (inverso 
aditivo) de u se denota por —u y se define por 


—=4=(—4,, =U),--., 74) 
La diferencia de vectores en R” se define por 
v-u=v-+(-u) 


o, en términos de las componentes, 





En el siguiente teorema se enumeran las propiedades aritméticas más importantes 
de la adición y la multiplicación escalar de vectores en R”. Todas las demostracio- 
nes son fáciles, por lo que se dejan como ejercicios. 


Teorema 4.1.1. Si u = (4, Ur, M,), VE (V 1, Voz) >> V¡) Y 
w= (w,, w,, . . - w, ) son vectores en R" y k y ! son escalares, entonces: 


a) u+v=v+u 
by U+ (VA W=(U=+V)+w 
c) u+0=0+u=u 


d) u+(-—u)=0;es decir, u—-u=0 
e) k(lu) = («Du 
f)Kk(u + v) = ku + kv 

g) (k + [ju = ku + /u 

h) lu=u 





Este teorema permite operar vectores R” sin necesidad de expresarlos en 
términos de las componentes. Por ejemplo, para despejar x en la ecuación vectorial 
x +u = y, se puede sumar —u a ambos miembros y proceder como sigue: 


(x + u) + (—u) = v + (—u) 
X + (U—u) =v-—u 
x+0=vw—u 


*x* =v-—u 
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ESPACIO 
EUCLIDIANO n 
DIMENSIONAL 


Es instructivo que el lector mencione los incisos del teorema 4.1.1 que justifican 
los tres últimos pasos de este cálculo. 


Para extender los conceptos de distancia, norma y ángulo a R”, se empieza con la 
siguiente generalización del producto punto sobre R? y R3. [Fórmula (3) de la sec- 
ción 3.3]. 


Definición. Si u = (4,, 4), . . . ,4,), y Y = (V¡, Va, - - - V,) SON vectores 
cualesquiera en R”, entonces el producto interior euclidiano u : y se define por 


U-V=U4¡0, + UD), +: +uD 


n”n 





Observar que cuando n = 2 0 n = 3, el producto interior euclidiano es el 
producto punto ordinario. 


Ejemplo 1 El producto interior euclidiano de los vectores 
u=(-1,35,7) y v=(5,-4,7,0) 
en R* es 
uv = (DO + AS +600+00)= 18 A 


Como muchos de los conceptos conocidos de los espacios bidimensional y 
tridimensional existen en el espacio » dimensional, es común referirse a R”, con 
las operaciones de adición, multiplicación escalar y producto interior euclidiano 
que se han definido aquí, como espacio euclidiano n dimensional. 

En el siguiente teorema se enumeran las cuatro propiedades aritméticas más 
importantes del producto interior euclidiano. 


Teorema 4.1.2. Si u, v y w son vectores en R" y k es cualquier escalar, 
entonces: 


a) Uu:v=v-u 


Dj) (U + V)-W=U-WA+v-w 
c) (ku). v = (uv) 
d) v-v= 0. Además, v-v=0 siysólosi v=0, 





Se demostrarán los incisos b) y d), y las demás demostraciones se dejan 
como ejercicios. 


Demostración de b) 
Sean U= (4,4), ..., 4,9), VEZ(V¡,Vy, VA) Y WAS 04), Wa, W,,). 





NORMA Y 
DISTANCIA EN 
EL ESPACIO 
EUCLIDIANO n 
DIMENSIONAL 
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Entonces 


(U + V)-W =(4, +0,,U> +0», ...,U, FO,)*(W¡, Wo, ...> w,,) 
= (4, + 0,)w, + (U) + 02)w, +00 > + (4, +0, )w, 
= (U,w, + Us W) + y U,w, ) + (U,W; + UzW) + AS + 0,w, ) 


=U:-W+vew 


Demostración de d). Se tiene v : v= vi+v2+.+v£ 0. Además, la igualdad se 


cumple si y sólo si v, =v,=...=v, =0, es decir, si y sólo si v=0. [| 


Ejemplo 2 EL teorema 4.1.2 permite realizar cálculos con productos interiores 
euclidianos de manera bastante semejante a como se efectúan con productos arit- 
méticos ordinarios. Por ejemplo, 
(Su + 2y)-(4u + v) = Bu)- (4u + v) + Qv)- (4u + v) 
= (3u) - (4u) + Bu) -v + Qv)+(4u) + (Qv)-v 
= 12(u-u) + 3(u + v) + S(v-u) + 2(v - v) 
= 12(u-u) + 11(u + v) + 2(v - v) 


El lector debe determinar qué incisos del teorema 4.1.2 se aplicaron en cada paso. A 


Por analogía con las conocidas fórmulas en R? y R3, la norma euclidiana (0 
longitud euclidiana) de un vector u = (U,, Uz, ..., 4, ) en R” se define por 


lul=(-92= Vd (1) 


n 





[Comparar esta fórmula con las fórmulas (1) y (2) de la sección 3.2.] 
De manera semejante, la distancia euclidiana entre los puntos u = (U,, Uz, 
. , U,) y V=(V1, Va, - - - > Y, ) en R” se define por 





d(u, v) = [ju — vl| = Y (u, — 0, + (4,0, +: 0 + (u, — U, Y (2) 
Ver las fórmulas (3) y (4) de la sección 3.2. 


Ejemplo 3 Si u = (1,3, -2,7) y v=(0, 7, 2, 2), entonces en el espacio euclidiano 
R” se tiene que 
llull == W OY + Y + (27 + (Y = V63 = 3V7 
día, v) = WU —0+(3-7+(-2-22+(7-2=vV58 A 
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El siguiente teorema proporciona una de las desigualdades más importantes 
del álgebra lincal, la desigualdad de Cauchy-Schwarz 


Teorema 4.1.3. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz en R”). Si 








u =(4,,4>,...,4,,) y V=(0,,Uz,...,U,) 





son vectores en R*. entonces 


uv = pul] [v! 





o, expresada en términos de las componentes, 





*Augustin Louis Barón de) Cauchy (1789-1857). Matemático francés. Cauchy recibió su primera 
educación de su padre, abogado y que también era maestro de los clásicos. Cauchy ingresó a la 
Ecole Polytechnique en 1805 para estudiar ingeniería, pero debido a su auebrantada salud, le 
recomendaron concentrarse en las matemáticas. Su trabajo matemático especializado empezó en 
1811 con una serie de brillantes soluciones de algunos problemas sobresalientes dificiles. 


Las contribuciones matemáticas de Cauchy durante los 35 años siguientes fueron brillantes y 
asombrosas en cantidad, ya que produjo más de 700 artículos que abarcan 26 volúmenes modernos. El 
trabajo de Cauchy inició la era del análisis moderno; aportó a las matemáticas normas de precisión y rigor 
jamás soñados por matemáticos anteriores a él. 


La vida de Cauchy estuvo ligada de manera inextricable a los acontecimientos políticos de la 
época. Fuerte partidario de los Borbones, abandonó a su mujer e hijo en 1830 para seguir al exilio al 
rey borbón Carlos X. Debido a su lealtad, el ex-rey lo nombró barón. Cauchy volvió finalmente a 
Francia pero rehusó aceptar un puesto universitario, hasta que el gobierno cedió al requisito de que 
prestara juramento. 


Es dificil tener una imagen clara de la personalidad de Cauchy. Devoto católico, patrocinó obras 
de caridad para madres solteras y criminales, así como de ayuda a Irlanda Sin embargo. otros 
aspectos de su vida lo presentan de manera desfavorable. El matemático noruego Abel lo describe 
como "loco, infinitamente católico y fanático". Algunos escritores pregonan sus enseñanzas, pero 
otros afirman que divagaba incoherencias y, según un informe de la época, una ocasión dedicó toda 
una clase a extraer la raíz cuadrada de 17 a 10 cifras decimales aplicando un método bien conocido 
por sus estudiantes. En todo caso, Cauchy es indiscutiblemente una de las grandes luminarias en la 
historia de la ciencia. 


Herman Amandus Schwarz 1843-1921). Matemático alemán. Schwarz fue el matemático más 
importante en Berlín durante la primera parte del siglo XX. Debido a la devoción que guardaba 
respecto a sus deberes académicos en la Universidad de Berlín y a una propensión a tratar con la 
misma dedicación hechos importantes y hechos triviales, no publicó en gran volumen. Tendía a 
centrarse en estrechos problemas concretos, pero sus técnicas eran a menudo extremadamente 
brillantes e influenciaban el trabajo de otros matemáticos. Una versión de la desigualdad que lleva 
su nombre apareció en un artículo sobre superficies de área mínima publicado en 1885. 
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Por el momento se omite la demostración, ya que después en el texto se demostrará 
una versión más general de este teorema. Sin embargo, para vectores en R yr 
este resultado es una simple consecuencia de la fórmula (1) de la sección 3.3: Si u 
y v son vectores diferentes de cero en R? o R”, entonces 


Ju + v| = |llul) [lvl] cos 0] = llull [[vit]cos 61 = [jul] [lv] (5) 


y siu =0 0 v=0, entonces ambos miembros de (3) son cero, de modo que también 
en este caso se cumple la desigualdad. 

En los dos teoremas siguientes se enumeran las propiedades básicas de la 
longitud y la distancia en el espacio euclidiano » dimensional. 


Teorema 4.1.4. Si u y v son vectores en R” y k es cua!quier escalar, entonces: 


(a) [ul 0 


(b) llull =0 si y sólo si u=0 
(e) [xul) = 1 jul 
(d) llu + vl| < ul] + [ivi] (Desigualdad del triángulo) 





Se demostrarán los incisos c) y d), y las demostraciones de a) y b) se dejan como 
ejercicios. 


Demostración de c). Siu = (4,4), ..., 4,), entonces ku = (ku,, ku», ..., ku cd de 
modo que 


[Hull = Y (ku, y? + (kuzy? +> >> + (ku)? 
=(k Wui+u+ cc +u 


= |K)lful 


Demostración de d). 


lu + vil? =(u + y) -(u + y) = (u-u) + 2(1 +. v) + (v.v) 
= Juli? + 2(u + v) + [[v/!" 


< lu? +2Ju-v] + [vil 
< llull? + 2) [vI! + Ivi? 
= (Ilulj + [¡vl) 
El resultado se deduce ahora extrayendo raíz cuadrada a ambos miembros, [] 
El inciso c) de este teorema establece que al multiplicar un vector por un 
escalar k, la longitud del vector se. multiplica por un factor k (figura 2a). El inciso 


d) de este teorema se conoce como desigualdad del triángulo, ya que generaliza el 
conocido resultado de la geometría euclidiana el cual establece que la suma de las 


a e RNA PETÉN 9 IA DARIA A A > 
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longitudes de dos lados de un triángulo es mayor o igual que la longitud del tercer 
lado (figura 2b). 


/ A / 
Pd La u 
(e) (b) 
Movil] = (41 llvi ju + vl| < ¡ul + jvl 


Figura 2 


Teorema 4.1.5. 5í u, y y w son vectores en R" y k es cualquier escalar, 
entonces 


a) du, v)=0 


by du, v1=0 si y sólo si Uu= yv 
c) d(u, v) = díy, u) 
d) díu, v) E€ d(u, w) + díw, v) (Desigualdad del triángulo) 





Los resultados de este teorema son consecuencias inmediatas del teorema 4.1.4. Se 
demostrará el inciso d) y las demostraciones de los demás incisos se dejan como 
ejercicios. 


Demostración de d). Por (2) y el inciso d) del teorema 4.1.4, se tiene 


d(u, v) = ju — vl] =[(u — w) + (w — v)l 
<= lu — w|| + [[w — vl|= 4(u, w) + d(w, v) U 
El inciso 4) de este teorema, que también se denomina desigualdad del 


triángulo, generaliza el conocido resultado de geometría euclidiana que establece 
que la distancia más corta entre dos puntos es una recta (figura 3). 


A 





u 


Figura 3 Au, w) = d(u, v) + d(v, w) 


ORTOGONA- 


LIDAD 
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La fórmula (1) expresa la norma de un vector en términos de un pro- 
ducto punto. El siguiente teorema útil expresa el producto punto en términos 
de normas. 


Teorema 4.1.6. Si u y v son vectores en R” con producto interior euclidiano, 
entonces 


uv =¿llu + vil? — allu — vi? (6) 





Demostración. 


ju + y]? = (u + y) + (u + v) = [Jull? + 2(u » v) + [Ivi 
ju — vl]? = (u — y) + (u — v) = [[ull? — 2(u - y) + [[vil” 


a partir de lo cual (6) se concluye por álgebra simple. [] 


En los ejercicios se proporcionan algunos problemas numéricos en los que se 
aplica este teorema. 


Recordar que en los espacios euclidianos R? y R3 dos vectores u y y se definen 
como ortogonales perpendiculares) si u + v = 0 (sección 3.3). Con esta motivación 
se presenta la siguiente definición. 





Ejemplo 4 En el espacio euclidiano A*, los vectores 
u=(-2,3,1,4) y v=(,2,0, —1) 
son ortogonales, ya que 
uy = (2101) + B6)0)+ 00) + (4 1)=0 A 


Después, en el texto, se analizarán con más detalle las propiedades de los 
vectores ortogonales, aunque en este momento se observa que muchas de las 
propiedades conocidas de los vectores ortogonales en los espacios euclidianos R? y 
R? son verdaderas en el espacio euclidiano R”. Por ejemplo, si u y y son vectores 
ortogonales en R? o en R*, entonces u, v y u + v forman los lados de un triángulo 
rectángulo (figura 4); así, por el teorema de Pitágoras, 


lu + vi]? = full? + IivIl? 


A A A A Y gn er 
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Figura 4 


OTROS TIPOS DE 
NOTACION PARA 
VECTORES EN R” 





u 


El siguiente teorema muestra que este resultado se extiende a R”. 


Teorema 4.1.7. (Teorema de Pitágoras para R”). Si u y y son vectores ortogo- 
nales en R" con el producto interior euclidiano, entonces 


lu + vil? = juli? + [Ivié 





Demostración. 
[[u + v[?= (u + v) + (u + v) = ju!” + 2(u + v) + [Jul]? = juli? + [[vi? O 


Un vector u = 4,, 4,, . . . , u,) en KR” también se puede escribir en notación 
matricial como matriz renglón o matriz columna: 


Lo anterior se justifica porque con las operaciones matriciales 


Uy o, Y, +0, Uy ku; 
> U) U> + 0) U ku) 

u+v=]| "|+] ¿]= ku =k| |= 
uu, UV, UU U, ku, 

O 
u+y=[4, 4 +: un]+[0, v ::: U,] 
=|(u, +0; U> + 0) e Yu, FU,] 
ku=klu, u +: u4,]=[ku, kuz +: Ku,) 


se obtienen los mismos resultados que con las operaciones vectoriales 
U+vV=(4,, 4), .. 4.) F(0,,U>,...,0,) = (4, +0,,4+U03,..., 4, +U,) 
ku= k(u,,4,,...,4,) = (ku,, kKu>,..., Ku,) 


UNA FÓRMULA 
MATRICIAL 
PARA EL 
PRODUCTO 
PUNTO 
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La única diferencia es la forma en que se escriben los vectores. 


Si los vectores se escriben como matrices columna 


uy U] 
ua 05 
u= y v=p. 
Uy Us 


y en las matrices 1X 1 se omiten los corchetes, entonces se deduce que 
uy 
T 2 
vu=[0, 0 :: 0,] . |=[4,0,+u,0,+::>+u,0,]=[u-v]=u-.vy 
U 


Así, para vectores expresados como matrices columna se tiene la siguiente fórmula 
para el producto interior euclidiano: 


vu =u-.v (7) 
Por ejemplo, si 
| a 
— 4 
u <= y Y = a 
/ 
0 
entonces 
el 
y 3 
u:v=vu=[S5 -4 7 0] ; =[18]=18 
7 


S1 A es una matriz 1 X n, entonces por la fórmula (7) y las propiedades de la 
transpuesta se concluye que 


Au -v = ví(4u) = (v?4)u = (47v)u =u- 4 
u- Av = (Av)íu = (v247)u = ví(4u) = 4u.v 


Las fórmulas resultantes 


(8) 





us EDO (9) 


A 
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UN PRODUCTO 
PUNTO 
CONSIDERADO 
COMO 
MULTIPLICA- 
CIÓN 
MATRICIAL 


constituyen un vínculo importante entre la multiplicación por una matriz 4 n X n 
y la multiplicación por 4?. 


Ejemplo 5 Suponer que 


1-2 3 — 1 —2 
A 2 4 11, u= 21, v= 
— ] 0 ] 4 5 
Entonces 
l —2 31] —1 il 
Au = Z 4 Í 2|=]|10 
— 1] 0 1 4 5 
] 2 =2 —* 
Atv=| -2 4 0 Ol=| 4 
3 l l > —]1 


a partir de lo cual se obtiene 


Au-v= 7(—2) + 10(0) + 5(5) = 11 
u-4v=(- 17) +2(4) + 4-1) =11 


Así. Au + v = u + 47y, como garantiza la fórmula (8). Se deja para el lector la 
comprobación de que (9) también se cumple. Á 


Los productos punto proporcionan otra forma de entender la multiplicación 
de matrices. Recordar que si 4 = [a,,] es una matriz m X ry B = [6,,] es una 
matriz r X n, entonces el ¡¡-ésimo elemento de 4B es 


-+a,b 


irArj 


a;1b, AR a:7b) AS 


que es el producto punto del ¡-ésimo vector renglón de A 


[dy Ga 0 4 ;,) 


y el ¡-ésimo vector columna de B 
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Por tanto, si los vectores renglón de Á Son r,, F,, ..., TF, y los vectores columna 
de Bsonc;,t,,...,€,, entonces el producto matricial 4B se puede expresar como 
PO FO 22 T¡+*C, 
AB= mare 12702 is 12m (10) 
re ÓN O 


En particular, un sistema lineal Ax = b se puede expresar en forma de producto 


punto como 
r¡-X by 
pea _ pa an 
Ty, X b. 

donde r,, F,, ..., r, son los vectores renglón de 4 y b,, b,, . .., b,, son los 


elementos de b. 


Ejemplo 6 A continuación se presenta un ejemplo de un sistema lineal expresado 
en la forma de producto punto (11). 


Sistema Forma de producto punto 
3x4 + x=l (3, —4, 1)-(%,, x>, x3) l 
2x, — Tx, —4x,=5 (2, A — 4)» (X,, X>, x3) a 5 A 
x¡ +5x,-8x3=0. (1,5, —8)-(%], X2, X3) 0 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 4.1 


1. Sean u = (-3,2, 1,0), v=(4,7, —-3,2) y w=(5, —2, 8, 1). Encontrar 
a) v—-w b) 2u + 7v c) —u +(v— 4w) 
d) 6(u—3v) e) —v=w £) (6v — w) — (4u + v) 


2. Sean u, y y w los vectores del ejercicio 1. Hallar el vector x que satisface 5x — 2y = 
(Qw — 5x). 


3. Sean u, = (—1, 3, 2, 0), u, = (2, 0, 4, —1), u, = (7, 1, 1, 4) y 4. (6.3, 1.2): 


Encontrar escalares Ej Cy 09 Y €, tales que C/U, + CU, + CU, + CU, = 0, 5, 6, —3). 


4. Dexnostrar que no existen escalares C¡» C,, Cy y €, tales que 


C:(1, 0, 1, 0) + ex(1, 0, —2, 1) + cx(2, 0, 1,2) =(1, —2,2, 3) 


5. En cada inciso, calcular la norma euclidiana del vector. 
a) (=2, 5) b) (1, 2, 2) c) (3, 4, 0, = 12) d) 6=2, l, l, 3 4) 
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a) ¿Cómo definiría el lector la medida euclidiana de la "caja" en R” determinada por 


los vectores 


y, =(a,,0,0,...,0), v,=(0,4,,0,...,0),...,v,=(0,0,0,...,aq,)? 


b) ¿Cómo definiría el lector la longitud euclidiana de la "diagonz1" de la caja en el 


inciso a)? 





Figura 5 





4.2 TRANSFORMACIONES LINEALES DE AA RP” 





FUNCIONES DE 
R”" AR 


En esta sección se iniciará el estudio de funciones de la forma w = H(x), donde la 
variable independiente x es un vector en R" y la variable dependiente w es un vector 
en R”. La atención se centrará en una clase especial de tales funciones denominadas 
"transformaciones lineales". Las transformaciones lineales son fundamentales en el 
estudio del álgebra lineal y tienen muchas aplicaciones importantes en fisica, 
ingeniería, ciencias sociales y diversas ramas de la matemática. 


Recordar que una función es una regla f que asocia a cada elemento de un 
conjunto A uno y sólo un elemento de un conjunto B. Si f asocia el elemento b con 
el elemento a, entonces se escribe hb = fía) y se dice que bh es la imagen de a bajo f. 
o que fía) es el valor de f' en a. El conjunto A se denomina dominio de f y el 
conjunto B se denormina codominio de f. El subconjunto de B que consta de todos 
los valores posibles de f cuando a varía sobre A se denomina recorrido de f. Para 
las funciones más comunes, Á y B son conjuntos de números reales, en cuyo caso f 
se denomina función con valores reales de una variable real. Otras funciones co- 
munes ocurren cuando B es un conjunto de números reales y 4 es un conjunto de 
vectores en R2, R3 o, más generalmente, en R”. En la tabla 1 se muestran algunos 
ejemplos. 
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TABLA 1 
O) Ho) =x* Función de valores reales | Función de Ra R 

de una variable re2l 

FG, y) fx, y) =x? + y? Función de valores reales | Función de R? a R 
de dos variables reales 

fr y, z fx, y, 2 =x?+y2+22 | Función de valores reales | Función de R? a R 
de tres variables reales 

Í(<;, X2, - H,, a e »)= = Función de valores reales | Función de R” aR 

2x5 + de n variables reales 


Dos funciones f, y f, se consideran iguales, escrito como f, = f,, si tienen el 
mismo dominio y f, (a) = f,(a) para toda a en el dominio. 








FUNCIONES DE Si el dominio de una función fes R” y el codominio es R” (m y n quizá iguales), 
R” AR” entonces f se denomina transformación de R” a R”, y se dice que f mapea (aplica 
o transforma) R” en R”. Este hecho se denota escribiendo f. R” = R”. Las fun- 
ciones que se presentan en la tabla 1 son transformaciones para las que m = 1. 
Para el caso especial en que m = n, la transformación f. R” => R” se denomina ope- 
rador sobre R”. El primer elemento en la columna 2 de la tabla 1 es un operador 


sobre R. 
Para ilustrar una forma importante en que pueden surgir las transformacio- 
nes, suponer que f,, f,, . . . ,/, Son funciones con valores reales de n variables rea- 


les, por ejemplo 


W;j E f (1, Xx», Da 5) 
W, = fal], Xz2, -.-, Xp) (1) 
Wi ea Arc Xp) 
Estas m ecuaciones asignan un punto único (W,, W,, . .. , w,,) en R” a cada punto 
(%,, Xz> - - - >, X,) En R” y, por tanto, definen una transformación de R” a R”. Si esta 


transformación se denota por 7, entonces 7:R” = R” y 
T(x|, x2, OS , Xp) = (w,, Wa, o...» Wi) 


Ejemplo 1 Las ecuaciones 
W| =X¡ +X> 
W, = 3x,X) 


O: 2 
W3z —= Xi — X2 
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TRANSFORMA- 
CIONES 
LINEALES DE 
R" ar” 


definen una transformación 7:R? > R3. Con esta transformación, la imagen del 


punto (x,, x,) es 


T(%,, 2) = (2; + M2, 3X1X2, x 7x2) 


Así, por ejemplo, 


TO, +0) = (1, 


En el caso especial en que las ecuaciones de (1) son lineales, la trasformación 7:R” 
> R'" definida por esas ecuaciones se denomina transformación lineal (u ope- 
rador lineal si m = n). Así, una transformación lineal 7:R” > R” está definida por 


ecuaciones de la forma 


W| = 4,¡X] + 019%) ++ 


w) 


We = OmyX1 E AX) Ec 


o bien, en notación matricial, 


W; ti 4) 
“Wl| j4%1 42 
Wmn Aa a 
o, más brevemente, 
W = ÁX 


431X] + UA ER DIE 


des UnA 

ES UnK a 
(2) 

e 00 

O 1 ES 
427 X2 3) 

An XA 
(4) 


La matriz A = [a,,] se denomina matriz estándar de la transformación lineal 7 y 7 


se denomina multiplicación por A. 


Ejemplo 2 La transformación lineal 7:R* > R* definida por las ecuaciones 


W¡= 24, 364 2304 
Wi =4X + =Z2A 4 Ma (S) 


wy =5x, — Xx, + 4x, 


se puede expresar en forma matricial como 


Wi 2 — 3 l 
w|=|4 1 -2 


de modo que la matriz estándar para 7 es 


Xy 
— 5 
Xx 
1 ||" (6) 
X3 
0 
Xa 





ALGUNOS 


COMENTARIOS 


SOBRE LA 
NOTACIÓN 
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2. ll. 
A=l|4 1 -2 1 
5-1 4 0 


La imagen de un punto (X,, X,, Xy, X¿) se puede calcular directamente a partir de 
las ecuaciones de definición (5) o a partir de (6) por multiplicación de matrices. 
Por ejemplo, si (x,, x,, Xy, Xx4) = (1, —3, 0, 2), entonces al sustituir en (5) se 
obtiene 


(comprobar) o, alternativamente, a partir de (6) 


1 
w; L 3 lA 3 1 
wI=/|4 Ll 2 1 o|7 JPA 
w) Y. Al 4 0 > 8 


Si T:R” > R” es una multiplicación por A, y si es importante recalcar que 4 es la 
matriz estándar para 7, entonces la transformación lineal 7:R” > R” se denota 
por T,¿¿R" => R”. Así, 


T(x) = 4x (7) 


En esta ecuación se sobrentiende que el vector x en R” se expresa como una matriz 
columna. 

Algunas veces es tedioso introducir una nueva literal para denotar la matriz 
estándar de una transformación lineal 7:.R” = R”. En esos casos, la matriz están- 
dar para 7 se denota por el símbolo [7]. Con esta notación, la ecuación (7) asume 
la forma 


Nx) =[T ]x (8) 


Algunas veces se mezclan las dos notaciones para la matriz estándar, en cuyo caso 
se tiene la relación 


[T,]=A | (9) 


OBSERVACIÓN. Entre toda esta notación es importante tener en mente que se ha 
establecido una correspondencia entre las matrices m X n y las transformaciones 
lineales de R” a R”: a cada matriz A le corresponde una transformación lineal Ta 
(multiplicación por 4), y a cada transformación lineal 7:R” > R” le corresponde 
una matriz [7] m X n (la matriz estándar para 7). 
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GEOMETRÍA DE 
LAS TRANSFOR- 
MACIONES 
LINEALES 


Figura 1 


OPERADORES 
REFLEXIÓN 


Dependiendo de si las rn-adas se consideran como puntos o como vectores, el 
efecto geométrico de un operador 7:R” => R” es transformar cada punto (o vector) 
en R” en algún nuevo punto (o vector) (figura 1). 





F' mapea puntos en puntos. T' mapea vectores en vectores. 


Ejemplo 3 Si 0 es la matriz cero m X n y 0 es el vector cero en R”, entonces para 
todo vector x en R” 


T0GO) =0x =0 


de modo que la multiplicación por cero mapea cada vector de R” en el vector cero 
en R”. T, se denomina transformación cero de R” a R". Algunas veces la 
transformación cero se denota por 0. Aunque esta es la misma notación que se usa 
para indicar la matriz cero, la interpretación apropiada es evidente a partir del 
contexto. Á 


Ejemplo 4 Si / es la matriz identidad n X n, entonces para todo vector x en R” 
Tx) = lx =x 


de modo que la multiplicación por / mapea cada vector de RX” en sí mismo. 7, 
se denomina operador identidad sobre R”. Algunas veces el operador identidad se 
denota por /. Aunque esta es la misma notación que se usa para indicar la matriz 
identidad, la interpretación apropiada es evidente a partir del contexto. A 


Entre los operadores lineales más importantes sobre R? y R? están los que 
producen reflexiones, proyecciones y rotaciones. Á continuación se analizarán esos 
operadores. 


Considerar el operador 7:.R?=>R? que transforma cada vector en su imagen simé- 
trica con respecto al eje y (figura 2). 

Si se hace w = 7(x), entonces las ecuaciones que relacionan las componentes 
de x y w son 


ia IL a LC A ie ONE AA ANA Pd ELE AR YT DAA IRIS DLL ES RR A DAL RARO A CN NAAA > 
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(10) 








Figura 2 
o bien, en forma matricial, 


DE Ñ 


Como las ecuaciones en (10) son lineales, 7 es un operador lineal y por (11) se 
tiene que la matriz estándar para T es 


-=10 
em 0 i 


En general, los operadores sobre R? y R3 que transforman cada vector en. su 
imagen simétrica con respecto a alguna recta o algún plano se denominan opera- 
dores reflexión. Estos operadores son lineales. En las tablas 2 y 3 se enumeran al- 
gunos de los operadores reflexión comunes. 


TABLA 2 
Matriz 
Operador estándar 


Reflexión respecto 
al eje y 


Reflexión respecto 
al eje x 


Reflexión respecto 
a la recta y = x 





li e EAS ALO Al A li ET bir rt lod CAR cita la A lit as 
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TABLA 3 












Matriz 
estándar 














Operador Hustración Ecuaciones 








Reflexión 
respecto al 
plano xy 








Reflexión 1 0 0 
respecto al O -—1 0 
plano xz 0 0 ¡ 
Reflexión 1.000 
respecto al 0 1.0 
plano yz o 0.1 


OPERADORES Considerar el operador T:R2>R? que transforma cada vector en su proyección 
PROYECCIÓN ortogonal sobre el eje x (figura 3). 
Figura 3 
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Las ecuaciones que relacionan las componentes de x y w = 7(1) son 


wW=x= x+0y (12) 


o bien, en forma matricial, 


SR) 0D 


Las ecuaciones en (12) son lineales, de modo que 7 es un operador lineal y por 
(13) se tiene que la matriz estándar para 7 es 


era=|| o] 


En general, un operador proyección (o más precisamente, un operador 
proyección ortogonal) sobre R? o R3 es cualquier operador que transforma 
cada vector en su proyección ortogonal sobre una recta o un plano que pasan 
por el origen. Es posible demostrar que estos operadores son lineales. En las 
ap a y 5 se enumeran algunos de los operadores proyección básicos sobre 
R*yR?. 


TABLA 4 


Matriz 
Operador Ilustración Ecuaciones | estándar 


Proyección ortogonal 
sobre el eje x 


Proyección ortogonal 
sobre el eje y 


MP e Cro NI o a da 





A 
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TABLA 5 


| Matriz 
Operador Ilustración Ecuaciones | estándar 


Proyección ortogonal 
| sobre el plano xy 


Proyección ortogonal 
¡ sobre el plano xz 


Proyección ortogonal 
sobre el plano yz 





OPERADORES Un operador que hace girar todo vector en R? hasta describir un ángulo fijo se de- 

ROTACIÓN nomina operador rotación sobre R?. En la tabla 6 se enumeran los dos operadores 
rotación básicos sobre R?. Para mostrar cómo se obtuvieron los resultados, consi- 
derar el operador rotación que hace girar en sentido contrario a las manecillas del 
reloj cada vector por un ángulo positivo fijo 60. Para encontrar ecuaciones que 
relacionen x y w = 7(x), sea el ángulo del eje x positivo a x, y sea r la longitud 
común de x y w (figura 4). 





Figura 4 
Entonces, por trigonometría básica, 


x=rcosdb,  y=rsenéb (14) 





4.2 Transformaciones lineales de R" a R'" / 227 


w, =rcos(0+ q), w», = rsen(0 + d) (15) 


Por medio de las identidades trigonométricas en (15) se llega a 
w, =rcos 6 cos $ — r senO send 
w, =rsen8 cos $ +r cos Oseng 

y sustituyendo en (14) se obtiene 


w, =x cos 0 — y sen 0 


w, =xsen0 + y cos O 510) 


Las ecuaciones en (16) son lineales, por lo que 7' es un operador lineal; además, 
con base en estas ecuaciones se concluye que la matriz estándar para 7' es 


[T]= in 0 pal 


sen 0 cos O 


TABLA 6 


| Matriz 
Operador HDustración Ecuaciones estándar 


Rotación a través w=xcos O — y 0 a O  —sen 4 


de un ángulo 0 W,=X sen 0 + y cos 0 ser O cos 0 





Ejemplo 5 Si cada vector en R? se hace girar un ángulo 7x/6 = (30%), entonces la 
imagen w de un vector es 


es 
va 
A cos 7/6 —senzr/6 || x Ñ valo “12 | EE 
W= |sen/6 cos T/6 || y| | 1/2 de SE 1 v3 
eS 


Por ejemplo, la imagen del vector 


-[ 
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Figura $ 


Wi 
Ps 
E TEA Es 
2 


Una rotación de vectores en R? se describe, por lo general, en relación a un 
rayo que parte del origen, denominado eje de rotación. A medida que un vector se 
desplaza alrededor del eje de rotación, describe una porción de un cono figura 5a). 

: ángulo de rotación, que se mide en la base del cono, se describe como "en 
sentido del movimiento de las manecillas del reloj" o "en sentido contrario al 
movimiento de las manecillas del reloj" en relación a un punto de vista situado a 
lo largo del eje de rotación viendo hacia el origen. Por ejemplo, en la figura 5a, el 
vector w resulta al hacer girar en sentido contrario al movimiento de las 
manecillas del reloj alrededor del eje / el vector x hasta describir un ángulo 0. Así 
como en R?, los ángulos son positivos si son generados por rotaciones en sentido 
contrario al movimiento de las manecillas del reloj, y negativos si son generados 
por rotaciones en sentido del movimiento de las manecillas del reloj. 

La forma más común de describir un eje de rotación general es especificando 
un vector u diferente de cero situado a lo largo del eje de rotación y cuyo punto 
inicial está en el origen. La dirección en sentido contrario al movimiento de las 
manecillas del reloj para una rotación alrededor del eje se puede determinar enton- 
ces mediante una "regla de la mano derecha” (figura 55); si el pulgar de la mano 
derecha apunta en la dirección de u, entonces los demás dedos apuntan en la 
dirección opuesta al movimiento de las manecillas del reloj. 


z Rotación en sentido contrario 
a las manecillas del reloj. 










l 
(Eje de rotación) 


F 


Un operador rotación sobre R3 es un operador lineal que hace girar cada 
vector en R3 alrededor de algún eje de rotación hasta describir un ángulo fijo 6. 
En la tabla 7 se describen los operadores rotación sobre R? cuyos ejes de rotación 
son los ejes de coordenadas positivos. Para cada una de estas rotaciones, la 
rotación deja sin cambio una de las componentes, y las relaciones entre las otras 
componentes se pueden obtener con el mismo procedimiento usado para obtener 
(16). Por ejemplo, en la rotación alrededor del eje z, las componentes z de x y w = 
TG) son las mismas, y las componentes x y y están relacionadas como en (16). 
Esto conduce a las ecuaciones de rotación que se muestran en el último renglón de 
la tabla 7. 


b) 
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TABLA 7 





Matriz 
Dustración Ecuaciones estándar 


Operador 




















Rotación en 
sentido 
contrario al 
movimiento de 
las manecillas 
del reloj a través 
de un ángulo 
respecto al eje x 
positivo. 





W—X 


0 
—senó0 


] 
0 
O sen 0 


0 
cos O 











w, = y cos O— z sen0 












wz = y senO + 2 cos O cos O 

















Rotación en 
sentido 
contrario al 
movimiento de 
las manecillas 
del reloj por un 
ángulo 

respecto al eje y 
positivo. 














= x cos 0 + z senó 
WI Y 


w, = -xsen0+z cos O 


cosg O sen 60 
0 l 0 
—seng9 O cos 



































Rotación en 
sentido 
contrario al 
movimiento de 
las manecillas 
del reloj a través 
de un ángulo 
respecto al eje z 
positivo. 









w, =x cos 0 — y sen Ó cosó —senó 0 





sen O cosó 0 
0 0 l 


w, =xsen0+ y cos O 












W=2 












Por completitud, se observa que la matriz estándar para una rotación en 
sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor de un eje en 
R? (determinado por un vector unitario arbitrario u = (a, b, c) cuyo punto inicial 
está en el origen) por un ángulo 6, es 


a(1l—cos 6) +cos9  ab(l—cos 0) —csenB8 ac(l —cos 0) + hb senó 
ab(l —cos 0) +csenó b*(1—cos 0) + cos 9  bc(l—cos 6) — asenó 
ac(l —cos 6) — bsen8 bc(1—cos 6) + asenó c“(1—cos O) + cos O 

(17) 


La obtención de este hecho puede consultarse en el libro Principles of Interactive 
Computer Graphics, de W. M. Newman y R. F. Sproull, Nueva York, McGraw- 
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OPERADORES 
DILATACION Y 
CONTRACCIÓN 


Figura 6 


Hill, 1979. Es instructivo que el lector deduzca los resultados de la tabla 7 como 
casos especiales de este resultado más general. 


Si k es un escalar no negativo, entonces el operador 7(x) = kx sobre R? o R? se 
denomina contracción con factor k si 0 < k < 1 y dilatación con factor k si k > 
1. El efecto geométrico de una contracción es comprimir cada vector por un factor 
k (figura 6a), y el efecto de una dilatación es estirar cada vector por un factor k 
(figura 65). Una contracción comprime R? y R3 uniformemente hacia el origen 
desde todas las direcciones, y una dilatación estira R? o R3 uniformemente lejos 
del origen en todas las direcciones. 


e” Tíx)=%X%kx 





TG) = kx 





a) b) 
OSk<1 E>1 


La contracción más extrema ocurre cuando k = 0, en cuyo caso 7(x) = kx se 
reduce al operador cero 7(x) = 0, que comprime cada vector a un simple punto el 
origen). Si k= 1, entonces 7(x) = kx se reduce al operador identidad 7(x) = x, que 
deja sin cambio cada vector; esto se puede considerar como una contracción o 
como una dilatación. En las tablas 8 y 9 se enumeran los operadores contracción y 
dilatación sobre R? y R?. 


TABLA $ 


Matriz 
Operador Nustración Ecuaciones | estándar 


Contracción con 
factor k sobre R?. 


(kx, ky) 


Dilatación con 


factor k sobre R?. AS 


(Y) 





COMPOSICIONES 
DE TRANSFOR- 
MACIONES 
LINEALES 
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Matriz 
estándar 


TABLA 9 
Operador 


2 


Contracción con 
factor k sobre R?. 
























Dilatación con 
factor k sobre R?. 





(kx, ky, hz) 
w. E 





PU y, 2) 






SIR RÉ y a R” son transformaciones lineales, entonces para todo x 
en R” primero se puede calcular 7 ,(x), que es un vector en RX, y luego calcular 
Typ(T,¿(x)), que es un vector en R”. Así, la aplicación de 7, seguida de 7 produce 
una transformación de R” a R”. Esta transformación se denomina composición de 
Ty con T, y se denota por Ty e T, (y se lee como "7, seguida de 7"). Así, 


(To TO) = Ta T 0) (18) 


La composición de 7, > 7, es lineal, ya que 


(TgoT 00 = TT (x)) = BLAx) = (BA)x (19) 


De modo que 7, + 7, es la multiplicación por BA, que es una transformación 
lineal. La fórmula 19) también establece que la matriz estándar para 7, + T, €s 
BA. Este hecho se expresa con la fórmula 


OBSERVACIÓN. La fórmula (20) encierra una idea importante: La multiplicación 
de matrices es equivalente a componer las transformaciones lineales correspon- 
dientes en orden de derecha a izquierda de los factores. 

La fórmula (20) se puede escribir de otra manera: Si 7, ¡RU=RY y T, ¡RE pm 
son transformaciones lineales, entonces debido a que la matriz estándar para la 
composición 7, > 7, es el producto de las matrices estándares para 7, y 7,, se tiene 


LTS T 172107) | (21) 
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Ejemplo 6 Sean 7, :R? > R? y T,:R? > R? los operadores lineales que hacen girar 
a los vectores por los ángulos 0, y 60,, respectivamente. Así, la operación 


(727000) = TAT A) 


primero hace girar a x por un ángulo 0,, luego hace girar a 7,x) un ángulo 0,,. Se 
concluye que el efecto neto de T, o 7, es hacer girar cada vector en R? por el 
ángulo 6, + 0, (figura 7). 





Figura 7 


Así, las matrices estándar para estos operadores lineales son 


cos O, —senG, cos O, —sen0, 
Eli sen 0, cos 0, |? as sen 0, cos 0, |” 
- , [|cos(0, +0,) —sen(0, + 0,) 
e sen(0, + 0,) cos(0, + 0,) 


Estas matrices deben satisfacer (21). Con auxilio de algunas identidades trigono- 
métricas básicas se puede demostrar que lo anterior es como sigue: 


cos 9, —sen8, ||cos O, —Sen6, 
RAIL 1= [sen O, cos 0, 


sen 0, cos 0, 
cos 6, cos 6, — sen 6, sen 8,  —(cos 6, sen Ó, + sen 0, cos 01) 
sen 9, cos 0, + cos 9, senO, —sen6, sen 0, + cos 0, cos 0, 


E cos(0, + 0,) -—sen(8, + 0,) 
—|sen(8, + 0,) cos(0, + 0,) 
Ll SA 


OBSERVACIÓN. En general, es importante el orden en que se componen las trans- 
formaciones lineales. Esto era de esperarse, ya que la composición de dos transfor- 
maciones lineales corresponde a la multiplicación de sus matrices estándar, y se 
sabe que según el orden en que se multipliquen las matrices se obtienen resultados 
diferentes. 
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Ejemplo 7 Sca 7, :R2 > R? el operador reflexión respecto a la recta y = x, y sea 
TRE > R? la proyección ortogonal sobre el eje y. En la figura 8 se ilustra 
gráficamente que 7, o T, y T, + T, tienen efectos distintos sobre un vector x. Esta 
misma conclusión se puede obtener mostrando que las matrices estándar para 7, y 
T', no conmutan: 


3 





TT) q ——— 





Figura 8 T,oT, e E 


(Tio, 117, XT = | ep =[: 2 


0 0 
(TjeT,1=URMT)=| | 
de modo que [7,2+7,]1+*[7,-7,]. A 
Ejemplo 8 Sea 7,:R? => R? la reflexión respecto al eje y, y sea T,:R? > R? la 


reflexión respecto al eje x. En este caso, 7, + T, y 7, + T, son iguales; ambas 
transforman cada vector x = (x, y) en su negativo —x = (—x, —y) (figura 9): 


(7, 7,0 y) = Ty (a, — y) = (=x, — y) 
(7,9 PG, y) SS TA —x, y) = (=x, — y) 






Ty! Ta x)) 


(2%, -y) 





TT, 


Figura 9 


A o ie ga A Da 
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COMPOSICIO- 
NES DE TRES 
O MÁS 
TRANSFORMA- 
CIONES 
LINEALES 


La igualdad de 7, o 7, y T, + T, también se puede deducir mostrando que 
las matrices estándar para 7, y 7, conmutan: 


aca - 
| 0 qb Al : de 
ES a 
(Te TI UTMTI= | | 0 IN : A 


El operador 7(x) = —x sobre R? o R? se denomina reflexión respecto al origen. 
Como se muestra con los cálculos anteriores, la matriz estándar para este operador 


sobre R? es 
— |] 0 
ET |- A 
rri= |; e 


Las composiciones se pueden definir para tres o más transformaciones lineales. 
Por ejemplo, considerar las transformaciones lineales 


TO RUZ] RÍ, DR RÍ, Ty ¡Rs R” 
La composición (77 > T, + T,):R” => R” se define por 
al ADOS) BUSCAD) 


Es posible demostrar que esta composición es una transformación lineal, y que la 
matriz estándar para 7, o 7, o T, está relacionada con las matrices estándar para 
P¡, E, y £; por 





[BBs EI 114] (22) 


A A A O a a TT > rt 


que es una generalización de (21). Si las matrices estándar para 7, 7, y 7, se 
denotan por 4, B y C, respectivamente, entonces también se tiene la siguiente 
generalización de (20): 


7 00 Ty => Tess | (23) 





Ejemplo 9 Encontrar la matriz estándar del operador lineal 7:R? > R* que 
primero hace girar un vector en sentido del movimiento de las manecillas del reloj 
alrededor del eje z hasta describir un ángulo 0, luego refleja el vector resultante 
con respecto al plano yz y finalmente proyecta ortogonalmente este vector sobre el 


plano xy. 
Solución. La transformación lineal 7 se puede expresar como la composición 


PEL A 


suo A A j . 
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donde 7, es la rotación respecto al eje z, Ty es la reflexión con respecto al plano yz 
y T¿ es la proyección ortogonal sobre el plano xy. De acuerdo con las tablas 3, 5 y 
7, las matrices estándar para estas transformaciones lineales son 


cos —sen9 0 10.0 10.0 
[ 7, ]= | sen 0 cos8 0l, [7] = 0 1 01, [7,]=|0 1 0 
0 0 ] 0 0 1 0.000 


Asi, por (22) la matriz estándar para 7' es 


cosg9 —sen8 0/1 O OJ| -1 0 0 
CBA = | sen 0 cosg9 00 1 0 0 10 
O 0 1 


0 0 1110 0 0 
cos O send 0 
= senó cosg 0O| A 
0 0 0 


EJERCICIOS DE LA SECCION 4.2 


1. Encontrar el dominio y el codominio de la trasformación definida por las ecuaciones, y 
determinar si la trastormación es lineal. 
a) w, =3x, — 2x,+4x; b) w, =2x,,— Xx) 
W=%x,-8x,+ x; W= Xx; +3x,x> 
W= Xi; + oX) 


C)W= Sx,- x>+ ox d) w,= x1—3x,+x, — 2x4 
W=—x,+ x+7x; w=3x, —4x—x3+ Xa 
W= 2x, —4x,- x3 
2. Hallar la matriz estándar para la transformación lineal definida por las ecuaciones. 
a) W, =2x, — 3x2 +x, b) w, = 7x, + 2x, — 8x; 
W,= 3x, + 3x2 — Xg w, = = XP ÍX 
wW=4x,+7x,-— Xx 


C) W,= —=x,+ Xx) d) w=x 
wW> = IX =2X> W> =X; + X> 


W¿—=X, FX>FX3+Xa 
3. Determinar la matriz estándar para la transformación lineal 7.R3 > R* definida por 
W=3x, +5x,—x, 
W, = ÍX,— x,+x) 


W; == 3x, 2 — X3 


y calcular 7(—1, 2, 4) sustituyendo directamente en las ecuaciones y por multiplicación 
matricial. 


4. Encontrar la matriz estándar para el operador lineal 7 definido por la fórmula 
a) T(X,, x2)= (2x, — Xz, X] + Xx) D) T(x;, x2) = (x,, x2) 
€) T(X¡, M2, M3) = (e, + 2x2 + x3, x1 + 5x2, x3) A) T(X,, X2, x3) = (4x,, 7x7, — 8x3) 
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5. Encontrar la matriz estándar para la transformación lineal 7 definida por la fórmula 


6. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


a) TX, 2) = (a, 71, X, + 3x2, X1 — 2) 

O e O A do e o O 
ec) T(x,, x>, x3) = (0, 0, 0, 0, 0) 

d) TX], X2, M3, X4) = (Ags M1) X30 Mz) X1 — M3) 


En cada inciso se proporciona la matriz estándar [7] de una transformación lineal 7. 
Usar la matriz para encontrar T(x). [Expresar la respuesta en forma matricial] 


Ñ Si 
| 2 3 a 
TOS e M4 PET : : ojos 


3 
X 
STi 2 E Fl dirte| 2 alo 
6 Zi X, 78 ] 


. En cada inciso, encontrar 7(x) usando la matriz para T, luego, comprobar el resultado 


calculando directamente 7(x). 
a) T(x,, 2) = (—X, + xX2, Xx2)5 x= (—1,4) 
DI Tx), M2, X3) = (2x, — 2 + X3, Xx +X3, 0); x=(2, 1, —3) 


. Por medio de la multiplicación matricial hallar la reflexión de (—1, 2) respecto a 
a) el eje x. b) el eje y. c) la recta y = x. 

. Usar la multiplicación matricial para encontrar la reflexión de (2, —5, 3) respecto al 
a) plano xy. b) plano xz. c) plano yz. 


Mediante multiplicación matricial obtener la proyección ortogonal de (2, —5) sobre 
a) el eje x. b) el eje y. 


Utilizar la multiplicación matricial para encontrar la proyección ortogonal de (-2, 1, 
3) sobre el 
a) plano xy. b) plano xz. c) plano yz. 


Usar la multiplicación matricial para encontrar la imagen del vector (3, —4) cuando se 


hace girar un ángulo de 
a) 0 = 309 b)0=-60% cc) 6=450 d) 0 = 908 


Por medio de la multiplicación matricial hallar la imagen del vector (—2, 1, 2) si éste 

se hace girar 

a) 30% en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj con respecto al 
eje x. 

b) 45% en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj con respecto al 
eje y. 

c) 90% en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj con respecto al 
ejez: 


Encontrar la matriz estándar para el operador lineal que hace girar un vector en R* en 
sentido del movimiento de las manecillas del reloj hasta describir un ángulo de —60% 
con respecto al 

a) eje x. b) eje y. c) eje z. 


A A A LR RATES REACCIONAR EUA > 
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15. Usar multiplicación matricial para encontrar la imagen del vector (—2, 1, 2) si éste se 
hace girar 
a) —30% en sentido del movimiento de las manecillas del reloj con respecto al eje x. 
b) —45% en sentido del movimiento de las manecillas del reloj con respecto al eje y. 
c) —90%9 en sentido del movimiento de las manecillas del reloj con respecto al eje z. 


16. Encontrar la matriz estándar para la composición de operadores lineales sobre R? que 
se indica. 
a) Una rotación de 90% en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj, 
seguida de una reflexión con respecto a la recta y = x. 
b) Una proyección ortogonal sobre el eje y, seguida de una contracción con factor k = 
] 


En . 
c) Una reflexión con respecto al eje x, seguida de una dilatación con factor k = 3, 


17. Encontrar la matriz estándar para la composición de operadores lineales sobre R” que 
se indica. 

a) Una rotación de 60% en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj, 
seguida de una proyección ortogonal sobre el eje x, seguida de una reflexión con 
respecto a la recta y = x. 

b) Una dilatación con factor k = 2, seguida de una rotación de 45% en sentido contrario 
al movimiento de las manecillas del reloj, seguida de una reflexión con respecto al 
eje y. 

c) Una rotación de 15% en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj, 
seguida de una rotación de 105% en sentido contrario al movimiento de las ma- 
necillas del reloj, seguida de una rotación de 60% en sentido contrario al movi- 
miento de las manecillas del reloj. 


18. Encontrar la matriz estándar para la composición de operadores lineales sobre R* que se 
indica, 
a) Una reflexión respecto al plano yz, seguida de una proyección ortogonal sobre el 
plano xz. 
b) Una rotación de 45% en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj 


respecto al eje y, seguida de una dilatación con factor k = q2 


c) Una proyección ortogonal sobre el plano xy, seguida de una reflexión con respecto 
al plano yz. 


19. Encontrar la matriz estándar para la composición de operadores lineales sobre R? que 
se indica. 

a) Una rotación de 30% en sentido contrario al movimiento de las manecillas del 
reloj respecto al eje x, seguida de una rotación de 30% en sentido contrario al 
movimiento de las manecillas del reloj respecto al eje z, seguida por una con- 
tracción con factor k = z 

b) Una reflexión respecto al plano xy, seguida de una reflexión respecto al plano xz, 
seguida de una proyección ortogonal sobre el plano yz. 

c) Una rotación de 270% en sentido contrario al movimiento de las manecillas del 
reloj respecto al eje x, seguida de una rotación de 90% en sentido contrario al mo- 
vimiento de las manecillas del reloj respecio al eje y, seguida de una rotación de 
180% respecto al eje z. 
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20. 


Za 


22. 


PA 


24. 


2. 


Determinar si 7, .7,=7T,0T.. 

a) T,: R? o R SS de roy cóción ortogonal sobre el eje x y 7, R? > R? es la proyección 
Drtocenal sobre el eje y. 

b) T, :R* = R? es la rotación en sentido contrario al movimiento de las manecillas del 
reloj hasta describir un ángulo 0, y T,: R* > R” es la rotación en sentido contrario 
al movimiento de las manecillas del reloj hasta describir un ángulo ., 

Cda R? > R? es la reflexión respecto al eje x y PL): R? > R? es la reflexión respecto 
al eje y. 

d) de R? > R? es la proyección ortogonal sobre el eje x y T ae R? => R” es la rotación 
en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj hasta describir un 
ángulo 0. 


Determinar s1 7, 07,=7,07.. 
a) Y, Rs R? es una dilatación con factor k y 7, : Ri => R? es la rotación en sentido 


conirafió al movimiento de las manecillas del reloj con respecto al eje z hasta 
describir un ángulo . 


Do R? => R? es la rotación con respecto al eje x hasta describir un ángulo 0, y 
T, : R? => R? es la rotación con respecto al eje z hasta describir un ángulo Ó.. 


En R?, las proyecciones ortogonales sobre el eje x, el eje y y el eje z se definen como 
T¡(x, v,2) = (x, 0, 0), TAx, y, 2) = (0, v, 0), T3(x, v, 2) = (0,0, z) 


respectivamente. 

a) Demostrar que las proyecciones ortogonales sobre los ejes de coordenadas son 
operadores lineales y encontrar sus matrices estándar. 

b) Demostrar que si 7:R3 > R* es una proyección ortogonal sobre uno de los ejes de 
coordenadas, entonces para todo vector x en R* los vectores T(x) y x — 7(x) son 
ortogonales. 

c) Hacer una figura mostrando x y x — 7(x) en el caso en que 7 es la proyección 
ortogonal sobre el eje x. 


A partir de la fórmula (17), obtener las matrices estándar para las rotaciones en sentido 
contrario al movimiento de las manecillas del reloj respecto al eje x, al eje y y al eje z 
en R?. 


Usar la fórmula (17) para encontrar la matriz estándar de una rotación de 90% en 
sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj respecto al eje determinado 
por el vector y = (1, 1, 1). [Wota. La fórmula (17) requiere que la longitud del vector 
que define el eje de rotación sea 1.] 


Comprobar la fórmula (21) para las transformaciones lineales dadas. 


2) TA.) = (0, +xX,1— 42) y Tax, x2)= (Bx,, 2x, + 4x2) 


BF. «(as ld... 201 211730) Y Lx. %)= AS e O O O, 


0) TA 0) 2 lA FE A ERA Y Bd) 
== Sa —4x,) 





4.3 Propiedades de las transformaciones lineales de R” a R"” / 239 


26. Se puede demostrar que si Á es una matriz 2 X 2 con det(4) = 1 y tal que los vectores 


cotumna de A son ortogonales y tienen longitud 1, entonces la multiplicación por Á es 
una rotación en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj hasta 
describir algún ángulo 6. Comprobar que 


AE da 
21 1/42 -1/V2 


satisface las condiciones planteadas y encontrar el ángulo de rotación. 


27. El resultado del ejercicio 26 también es verdadero en R?: se puede demostrar que si 4 
es una matriz 3 X 3 con det(4) = 1 y tal que los vectores columna de A son ortogonales 
por parejas y tienen longitud 1, entonces la multiplicación por A es una rotación en 
sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj con respecto a algún eje de rota- 
ción hasta describir algún ángulo 6. Usar la fórmula (17) para demostrar que si Á satis- 
face las condiciones establecidas, entonces el ángulo de rotación satisface la ecuación 


_tr(4)-1 

2 

28. Sea A una matriz 3 X 3 que satisface las condiciones planteadas en el ejercicio 27. Se 
puede demostrar que si x es cualquier vector en R”, entonces el vector 


cos O 


u= Ax + Ax + [1 —tr(4)]x 


determina un eje de rotación cuando u se coloca con su punto inicial en el origen. [Ver 
The Axis of Rotation: Analysis, Algebra, Geometry, de Dan Kalman, Mathematics Ma- 
gazíne, Vol. 62, No. 4, Oct. 1989]. 

a) Demostrar que la multiplicación por 


<O= copa coja 
coja «pl= «Doc 


pa 
|) 
oObA colo ja 


es una rotación. 

b) Encontrar un vector de longitud 1 que defina un eje de rotación. 

c) Usar el resultado del ejercicio 27 para encontrar el ángulo de rotación en sentido 
contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor del eje obtenido en el 
inciso b). 





4.3 PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES DE R”" A R”" 





En esta sección se estudiará la relación entre la invertibilidad de una matriz y las 
propiedades de la transformación matricial correspondiente. También se obten- 
drá una representación de las transformaciones lineales de R” a R' que cons- 
tituyen la base para transformaciones lineales más generales que se analizarán en 
secciones ulteriores, y se estudiarán algunas propiedades geométricas de los 
elgenvecÍtores. 





A e A 
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TRANSFORMA- 


CIONES 


LINEALES UNO 


A UNO 


Figura 1 


Figura 2 


Las transformaciones lineales que mapean vectores (o puntos) distintos en 
vectores (o puntos) distintos revisten especial importancia. Un ejemplo es el 
operador lineal 7:.R? > R? que hace girar cada vector hasta describir un ángulo 0. 
Geométricamente resulta evidente que si u y v son vectores distintos en A?, 
entonces también los vectores girados 7(u) y 7(v) son distintos (figura 1). 





En contraste, si 7:R? > R3 es la proyección ortogonal de R3 sobre el plano 
xy, entonces puntos distintos sobre la misma recta vertical son mapeados en el 
mismo punto del plano xy (figura 2). 





Los puntos distintos P y O son mapeados en el mismo punto M. 


Definición. Se dice que una transformación lineal 7:R” > R” es uno a uno si T 


mapea vectores (puntos) distintos de R” en vectores (puntos) distintos de R”. 





OBSERVACIÓN. A partir de esta definición se concluye que para todo vector w en 
el recorrido de una transformación lineal 7 uno a uno, existe exactamente un 
vector x tal que 7(x) = w. 


Ejemplo 1 En términos de la definición anterior, el operador rotación de la figura 
l es uno a uno, pero el operador proyección ortogonal de la figura 2 no lo es. 


Sea 4 una matriz n X n, y sea T,:R” => R” la multiplicación por 4. A conti- 
nuación se analizarán las relaciones entre la invertibilidad de 4 y las propiedades 
de T,. 

Recordar del teorema 2.3.6 (con w en lugar de b) que las siguientes propo- 
siciones son equivalentes: 


A A AS 
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e A es invertible 
e Ax=weés consistente para toda matriz wn X 1. 
e Ax= y tiene exactamente una solución para toda matriz wn X 1. 


Sin embargo, la última de las proposiciones anteriores es realmente más definitiva 
que lo necesario. Se puede demostrar que las siguientes proposiciones son 
equivalentes (ejercicio 24): 


* A es invertible. 
* Ax=w€s consistente para toda matriz wn X 1. 
e Ax = w tiene exactamente una solución cuando el sistema es consistente. 


Al traducir lo anterior en proposiciones correspondientes respecto al operador li- 
neal T,, se deduce que las siguientes proposiciones son equivalentes: 


e A es invertible. 

*: Para todo vector w en R”, existe algún vector x en KR” tal que 7,(x) = w. 
Expresado de otra forma, el recorrido de 7', es todo R”. 

e Para todo vector w en el recorrido de 7 "y existe exactamente un vector x 
en R” tal que 7,(x) = w. Planteado de otra forma, 7 "¿ €S UNO A UNO. 


En resumen, se ha establecido el siguiente teorema acerca de los operadores 
lineales sobre R”. 


Teorema 4.3.1. Si A es una matriz n X n y T¿¿R” >R" es la multiplicación por 
A, entonces las siguientes proposiciones son equivalentes. 


a) A es invertible. 
b) El recorrido de T, es R". 
c) T, es uno a uno. 





Ejemplo 2 En el ejemplo 1 se observó que el operador rotación T:R? > R? ilus- 
trado en la figura 1 es uno a uno. Por el teorema 4.3.1 se concluye que el recorrido 
de T debe ser todo R?, y que la matriz estándar para 7 debe ser invertible. Para 
probar que el recorrido de 7 es todo R? es necesario demostrar que todo vector en 
R? es la imagen de algún vector x bajo 7. Pero claramente este hecho es así, ya que 
el vector x que se obtiene al hacer girar w hasta describir el ángulo —0 lo trans- 
forma en w cuando se hace girar el ángulo 0. Además, por la tabla 6 de la sección 
4.2, la matriz estándar para 7 es 


[7]= ha 0 por! 


sen O cos O 


que es invertible, ya que 


cos O  —seng60 


=cos* O +sen" 0=1x*0 A 
sen 0 cos 6 


det[ T]= 
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Ejemplo 3 En el ejemplo 1 se observó que el operador proyección T:R? > R? 
ilustrado en la figura 2 no es uno a uno. Del teorema 4.3.1 se deduce que el 
recorrido de 7 no es todo R? y que la matriz estándar para 7 no es invertible. Para 
mostrar que el recorrido de 7 no es todo R?, es necesario encontrar un vector w en 
R? que no sea la imagen de ningún vector x bajo 7. Pero cualquier vector w fuera 
del plano xy posee esta propiedad, ya que todas las imágenes bajo 7 están en el 
plano xy. Además, por la tabla 5 de la sección 4.2, la matriz estándar para 7 es 


1.0.0 
[T]=|0 1 0 
0.0.0 
que no es invertible, ya que det [7]=0. A 


INVERSA DE UN Si 7,¿:R” => R” es un operador lineal uno a uno, entonces por el teorema 4.3.1 la 


OPERADOR matriz A es invertible. Así, 7,¿-::R” > R” por sí mismo es un operador lineal; se 
LINEAL UNO A denomina inverso de T,. Los operadores lineales 7, y 7,- se cancelan entre sí en 
UNO el sentido de que para todo x en R” 


PTS A EAS 
Ty TO) = 4 Ax =Kx=x 


o, equivalentemente, 


yy Ta = Ll, 
E a 


Desde un punto de vista más geométrico, si w es la imagen de x bajo 7,, entonces 
T'¿-1 transforma de vuelta w en x, ya que 


Ty dw) = Ty UT (A) = x 


Ah y 
en w 
f A w 
x 9 $ 
en 
Ta imapea * 
24 


Figura 3 


AO io dd OR e ma a IO Jo e PRA A td iaa 
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Antes de presentar un ejemplo, será de utilidad mencionar algo sobre la 
notación. Cuando un operador lineal uno a uno sobre R” se escribe como 7:R” > 
R” (en vez de TR” => R”), entonces el inverso del operador 7 se denota por 1 
(en vez de 7,¿-1). Como la matriz estándar de T71 es la inversa de la maíriz 


estándar para T, se tiene 
A AS (1) 


Ejemplo 4 Sea 7:R? => R2 el operador que hace girar cada vector de R? hasta des- 
cribir el ángulo 6; de modo que por la tabla 6 de la sección 4.2 


ne las 0) 


sen O cos Y 


Geométricamente es evidente que para deshacer el efecto de 7 es necesario hacer 
girar cada vector de R? por un ángulo —6. Pero esto es exactamente lo que hace el 
operador 771, ya que la matriz estándar para 77! es 


cos 8 senód | |cos(—6) -—sen(— 6) 
—senóO cos 0 sen(— 0) cos( — 6) 


(comprobar), que es idéntica a (2), excepto que se sustituye por —9. A 


er =prya| 


Ejemplo 5 Demostrar que el operador lineal 7:R? > R? definido por las ecuacio- 
nes 


W=2x,+ x, 


w, =3x, + 4x, 


es uno a uno, y encontrar 7—*(»,, w,). 
Solución. La forma matricial de estas ecuaciones es 


“4 12 1[]% 
a 3 4]1% 
de modo que la matriz estándar para 7 es 


ml 


Esta matriz es invertible (de modo que 7 es uno a uno), y la matriz estándar 
para 77! es 


| 
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PROPIEDADES 
DE LA 
LINEALIDAD 


al lr. 


pan 
A 
e 

RE: 
z 

13 — 

A 
l 

O 
/ 


oli mia 


a partir de lo cual se puede deducir que 


T w, w,) = (Em, — EW», —5w + £w),) A 


En la sección precedente, una trasformación 7.R” => R” se definió como lineal si 
las ecuaciones que relacionan a x y a w = 7(x) son lineales. El siguiente teorema 
proporciona otra representación de la linealidad. Este teorema es fundamental y 
constituye la base para extender el concepto de transformación lineal a casos más 
generales que se presentarán después en el texto. 


Teorema 4.3.2. Una trasformación TR” => R” es lineal si y sólo si las si- 


guientes relaciones se cumplen para todos los vectores u y v en R” y cualquier 
escalar c. 


ay Tu +v)= T(u) + 7(v) 
bj) Tícu) =cT(u) 





Demostración. Primero se supone que 7' es una transformación lineal, y se hace 
que 4 sea la matriz estándar para 7. Por las propiedades aritméticas básicas de las 
matrices se concluye que 


T(u + v) = 4(u + v)= 4u + 4v = T(u) + 7(v) 


T(cu) = Atcu) = c(4u) = cT(u) 


Recíprocamente, se supone que la trasformación 7 satisface las propiedades a) y 
b). Se puede demostrar que 7' es lineal si se encuentra una matriz 4 con la 
propiedad 


T(x) = Ax (3) 


para todos los vectores x en R”. Con lo anterior se demuestra que 7 es la 
multiplicación por Á y, en consecuencia, que es lineal. Pero antes de poder obtener 
esta matriz es necesario observar que la propiedad a) se puede extender a tres o 
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más términos; por ejemplo, si u, v y w son vectores cualesquiera en R”, entonces 
agrupando primero v y w y aplicando la propiedad a) se obtiene 

T(u + v + w) = Tíu + (v + w))= 7(u) + T(v + w) = T(u) + T(v) + 7(w) 
Más generalmente, para vectores cualesquiera v,, V», . . . , V¿ €n R”, se tiene 


Luego, para encontrar la matriz Á, seane,,€,,..., €y los vectores 
1 0 0 
0 l 0 
e,=|0|, e,=|0]|, ..., e, =]|0 (4) 
0 0 ] 


y sea A la matriz cuyos vectores columna consecutivos son 7(e,), Te), ...., 
T(€e,,);, es decir, 


A=[Te,); Me) ¡ > 1 7(e,)] (5) 


Si 


es cualquier vector en R”, entonces como se analizó en la sección 1.3, el producto 
Ax es una combinación lineal de los vectores columna de 4 con coeficientes de x, 
de modo que 


ÁX = x¡1(e,) EN X> T(e,) ENE Xy T(e,,) 
= T(x¡e ,) + T(Oe,) + cc: +7T(x,€,,) Propiedad b) 
= T(x¡€, +x3€, +: +x,0,) | Propiedad a) para n términos 


= T(x) 


con lo que se completa la demostración. [] 


La Expresión (5) es importante por derecho propio, ya que constituye una 
fórmula explícita con la cual la matriz estándar para un operador lineal 7:R” > R” 
se puede expresar en términos de las imágenes de los vectores e,, €,, . . -, €, bajo 
T. Por razones que serán analizadas después, los vectores E, E, -.-> e, en (4) se 


O rt A AR UA A A cn ri e 
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Figura 4 


denominan vectores estándar básicos para R”. En R? y R? se trata de los vectores 
de longitud 1 situados a lo largo de los ejes de coordenadas (figura 4). 


(0,15 
Ed 


É 








Base normal para R?. 


Base normal R?. 


Debido a su importancia, la expresión (5) se planteará como teorema para 
fines de referencias futuras. 








Teorema 4.3.3. Si T:R” > R" es una transformación lineal y €,, €,, . . . , ty 
son los vectores estándar básicos para R”, entonces la matriz estándar para T 
es 


[7]=[T(e,) : Tles) 1 >> T(e,)] (6) 


EN PICA CAR JOE 


La fórmula (6) es un medio eficaz para encontrar matrices estándar y ana- 
lizar el efecto geométrico de una transformación lineal. Por ejemplo, suponer que 
TR? = RÍ es la proyección ortogonal sobre el plano xy. Con referencia a la figura 
4, geométricamente es evidente que 


1 0 0 
T(e,)=e,=]/0], Tle)=e,.=]|1 |, T(e)=0=]|0 
0 0 0 
de modo que por (6) 
10.0 
[7]=0 1 0 
0.0.0 


lo que concuerda con el resultado de la tabla 53. 
Usando (6) de otra forma, suponer que 7,¿¿R* > R* es la multiplicación por 


PA 
213.056 


A A E 


O E 
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Las imágenes de los vectores estándar básicos se pueden leer directamente de las 
columnas de la matriz 4: 


] 0 0 
1] yd | | 
TA (0|]|= , Ti Lil ]l= ; TL Ol l= 
3 0 6 
0 0 l 

Ejemplo 6 Sea / la recta en el plano xy que pasa por el origen y forma un ángulo 
con el eje x positivo, donde O < O <7r. Como se ilustra en la figura 5a, sea T:R? 


> R? el operador lineal que transforma cada vector en su proyección ortogonal 
sobre /. 


a) Encontrar la matriz estándar para 7. 
b) Encontrar la proyección ortogonal del vector x = (1, 5) sobre la recta que pasa 
por el origen y forma un ángulo 0 = 7/6 con el eje x positivo. 





a) b 0) 


Solución de a). De (6), 


[1]=[7(e,) ; 7(e,)] 


donde e, y e, son los vectores estándar básicos para R?. Se considerará el caso en 
que 0 < O < 2/2; el caso en que 7/2 < O < 71 es semejante. Gon referencia a la 
figura 5b, se tiene [7(e,)]| = cos 6, de modo que 


Te, y = ¡T(ey)l cos 6 | _ cos” 0 
¡7(e,)lIsen 6 sen 9 cos 0 
y con referencia a la figura 5c, se tiene ]|7(e,,)]+ sen 0, de modo que 


Tíe,) = Pais cos Í _ le Ó cos Í 


[7(e>)| sen 8 sen? O 


Así, la matriz estándar para 7 es 
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INTERPRETA- 
CIÓN GEOMÉ- 
TRICA DE LOS 
EIGENVECTORES 


cos?8  sen6cos 9 
[7] = 3 
senfB cos 0 sen” 0 


Solución de b). Como sen x/6 = 1/2 y cos x/6 = 43 /2, por el inciso a) se con- 
cluye que la matriz estándar para este operador proyección es 


[77 3/4 il 


V3/4 1/4 
Así, 
3+5V3 
E) 3/4 "dl 4 4 
Als] |v3/4  1/4lls| | yY3=5 
4 


o bien, en notación horizontal, 





O 3+5V3 V3+5 A 
di 4 > 4 

Recuérdese de la sección 2.3 que si 4 es una matriz 1 X n, entonces se denomina 
eigenvalor de Á sí existe un vector x diferente de cero tal que 


Áx=Ax oequivalentemente (4/- 4x=0 


Los vectores x diferentes de cero que satisfacen esta ecuación se denominan eigen- 
vectores de A correspondientes a A. 

Los eigenvalores y eigenvectores también se pueden definir para operadores 
lineales sobre R”; estas definiciones son paralelas a las definiciones correspon- 
dientes para matrices. 


Definición. Si 7:R” = R*” es un operador lineal, entonces el escalar 
se denomina eigenvalor de T si en R” existe un x diferente de cero tal que 


TO = Ax m | 


Los vectores x diferentes de cero que satisfacen esta ecuación se denominan 
eigenvectores de T correspondientes a 1. 





Observar que si 4 es la matriz estándar para 7, entonces (7) se puede escribir 
como 


Ax =ÁAx 


de donde se deduce que 
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e Los eigenvalores de 7 son precisamente los eigenvalores de su matriz 


estándar 4. 
% x es un eigenvector de 7 correspondiente a A si y sólo si x es un eigen- 


vector de 4 correspondiente a A. 


Si A es un eigenvalor de 4 y x es un eigenvector correspondiente, entonces 
Ax = Ax, de modo que la multiplicación por A transforma x en un múltiplo escalar 
de sí mismo. En R? y R*, esto significa que la multiplicación por A transforma 
cada eigenvector x en un vector que está sobre la misma recta que x (figura 6). 





Figura 6 A=0 A =0 


Recuérdese de la sección 4.2 que si A > 0, entonces el operador lineal Ax = A 
x comprime a x por un factorÁ si0 <A < l o estira a x por un factor Á siA > 1. 
Si 4 < 0, entonces 4x = Ax invierte la dirección de x, y comprime el vector 
invertido por un factor |4|si0 <|A4|< 1 o estira el vector invertido por un factor 


si 1 (figura 7). 
e AX xX 6 


. qe ca q 





Figura 7 0= 1=1 A >] 1430 A=s—1l 


Ejemplo 7 Sea 7:R? > R? el operador lineal que hace girar cada vector un án- 
gulo O. Geométricamente es evidente que a menos de que Ó sea un múltiplo de zz, 
entonces 7 no transforma ningún vector x diferente de cero sobre la misma recta 
que x; en consecuencia, 7' no tiene eigenvalores reales. Pero si 9 es un múltiplo de 

7, entonces todo vector x diferente de cero es transformado sobre la misma recta 
que x, de modo que todo vector diferente de cero es un eigenvector de 7. A 
continuación se comprobarán algebraicamente estas observaciones geométricas. La 


matriz estándar para T es 
qe cosg —senó 
sen O cos O 
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Como se analizó en la sección 2.3, los eigenvalores de esta matriz son las solucio- 
nes de la ecuación característica 


2 A-cosg  senQ e 
—senó A=—cosBl 


es decir, 


(A— cos 9) +sen*8=0 (8) 


Pero si Ó no es un múltiplo de 7, entonces sen? 6 > 0, de modo que esta ecuación 
no tiene solución real para y, en consecuencia, A no tiene eigenvectores reales. * 
Si O es un múltiplo de zx, entonces sen 0 = 0 y cos Ó = 1 o cos 0 = —1, de- 
pendiendo del múltiplo particular de 7r. En el caso en que sen O = 0 y cos € = 1, la 
ecuación característica (8) se vuelve (A — 1)? = 0; de modo que 4 = 1 es el único 
eigenvalor de 4. En este caso, la matriz 4 es 


Así, para todo x en R?, 


Mx) = Ax =Íx=x 


de modo que 7 transforma todo vector en sí mismo y, por tanto, en la misma recta. 
En el caso en que sen Ó = 0 y cos O = —1, la ecuación característica (8) se 
vuelve (4 + 1)? = 0, de modo que 1 = —1 es el único eigenvalor de 4. En este caso, 
la matriz de A es 


Así, para todo x en AR?, 
T(x) = Ax = —/x= —x 


de modo que 7 transforma todo vector en su negativo y, por tanto, en la misma 
recta quex. Á 


“Existen aplicaciones que requieren escalares complejos y vectores con componentes complejas. En 
tales casos son permisibles los eigenvalores complejos y los eigenvectores con componentes 
complejas. Sin embargo, este hecho carece de importancia geométrica directa aquí. En capítulos 
ulteriores se analizarán tales eigenvalores y eigenvectores, pero hasta que explícitamente se 
establezca lo contrario, se supondrá que se considerarán sólo eigenvalores reales y eigenvectores con 
componentes reales. 


ic RRA ; w e 
ió DL ol CI il A 
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Ejemplo 8 Sea 7:R3 > R* la proyección ortogonal sobre el plano xy. Los 
vectores en el plano xy son transformados en sí mismos bajo 7, de modo que 
todo vector diferente de cero en el plano xy es un eigenvector correspondiente 
al eigenvalor 4 = 1. Todo vector x a lo largo del eje z es transformado en U 
bajo T, que está en la misma recta que x, de modo que todo vector diferente de 
cero sobre el eje z es un eigenvector correspondiente al eigenvalor 4 = O. Los 
vectores que no están en el plano xy o a lo largo del eje z no son transforma- 
dos en múltiplos escalares de ellos mismos, de modo que no existen otros 
eigenvectores o eigenvalores. 

Para comprobar algebraicamente estas observaciones geométricas, recordar 
de la tabla 5 de la sección 4.2 que la matriz estándar para 7 es 


10.0 
A=|0 1 0 
0.00 
La ecuación característica de 4 es 
A—=1 0 0 
det(A1-4)=| 0 A-1 01=0 
0 0 A 
0) 
(A 1)A4=0 


cuyas soluciones 4 =0 y A = l ya se anticiparon. 
Como se analizó en la sección 2.3, los eigenvectores de la matriz A corres- 
pondientes a un eigenvalor A son las soluciones diferentes de cero de 


o 4-1 0llxÍ|=|b0 (9) 
0 o Allxl lo 


Si A = 0, este sistema es 


0 0 OH x, 0 
cuyas soluciones son x¡ =0, x, = 0, xz = £ (comprobar), o bien, en forma matricial, 
De 0 
x»|=|0 
X> í 


Como ya se había anticipado, estos son los vectores a lo largo del eje z. Si A ='1, 
entonces el sistema (9) es 
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o o oTx 0 
0 0 0 A == 0 
0 0 1Ilix 0 


cuyas soluciones son x, = s, x, = £, xz = 0 (comprobar), o bien, en forma matricial, 


Xi S 
X3 0 


Como ya se había anticipado, estos son los vectores en el plano xy. A 


RESUMEN En el teorema 2.3.6 se presentó una lista con seis resultados que son equivalentes 
a la invertibilidad de una matriz 4. Esta sección concluye agregando el teorema 
4.3.1 a esa lista, para obtener el siguiente teorema que relaciona todos los temas 
principales estudiados hasta el momento. 


Teorema 4,3,4, Si A es una matriz n Xn, y si T¿¿R" = R" es la multiplicación 
por A, entonces las siguientes proposiciones son equivalentes. 


Á es invertible. 
b) Ax =0 sólo tiene la solución trivial. 
| La forma escalonada reducida de A es 1,,. 


A se puede expresar como un producto de matrices elementales. 
Ax = b es consistente para toda matriz bn X 1. 

Ax =b tiene exactamente una solución para toda matriz bn X 1. 
detA) 4 0. 

El recorrido de T, es R*. 

T', es uno a uno. 





EJERCICIOS DE LA SECCION 4.3 


1. Por inspección, determinar si el operador lineal es uno a uno. 
a) La proyección ortogonal sobre el eje x en R”. 
b) La reflexión respecto al eje y en R”. 
c) La reflexión respecto a la recta y = x en cl 
d) Una contracción con factor k> 0 en R?. 
e) Una rotación alrededor del eje z en R”. 
f) Una reflexión respecto al plano xy en R”. 
2) Una dilatación con factor k> 0 en R*. 


2. Encontrar la matriz estándar del operador lineal definido por las ecuaciones y usar el 
teorema 4.3.1 para determinar sí el operador es uno a uno. 


a) w, = 8x, + 4x, b) w, = 2x, — 3x, C) wW, = —x, + 3x,+2x; d)w= x, +2x,+3x) 
w=2x,+ x> W>,=5x,+ x) w= 2x; + 4x, w, =2x, + 5x, + 3x, 
W¿= xi + 3x,+06x; W= Xx + 8x3 


A 
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3. Demostrar que el recorrido del operador lineal definido por las ecuaciones 


w, = 4x, — 2x) 


no es todo de R?, y encontrar un vector que no esté en el recorrido. 


4. Demostrar que e! recorrido del operador lineal definido por las ecuaciones 
W= Xx 72x+ Xx; 


wW=d4x,+ x2+2x; 


no es todo de R*, y encontrar un vector que no esté en el recorrido. 


5. Determinar si el operador lineal 7 : R? > R* definido por las ecuaciones es uno a 
uno; en caso afirmativo, encontrar la matriz estándar para el operador inverso, y 
encontrar Tm, w,). 

a) w= X1 =P 2x, b) W; E Ax, a 6x> c) wW,= — X> d) Wi = 3x 


6. Determinar si el operador lineal 7 : R? > R* definido por las ecuaciones es uno a uno; 
en caso afirmativo, encontrar la matriz estándar para el operador inverso, y 
encontrar TW, w,, Wy). 


a) W,= x¡— 2x,+2x; b)w=  x,¡— 3x,+4x; 
W»=2x,+ Xx2+ Xy WE =X + XFX 
W= Xx + x) wy, = 2d: DN 

C)W,= x¡+4x,-— Xx; d)wW,=  x +2x35+ xy 
W,=2x, +7x,+X; W, = —2x,+ x2 + 4x; 
W= x,+3x) wW= Tx, + 4x,— 5x; 


7. Por inspección, determinar el inverso del operador lineal uno a uno dado. 
a) La reflexión respecto al eje x en R?. 
b) La rotación por un ángulo de 7/4 en R?. 
c) La dilatación por un factor de 3 en R?. 
d) La reflexión respecto al plano yz en R?. 
e) La contracción por un factor de E en R?. 


En los ejercicios 8 y 9, aplicar el teorema 4.3.2 para determinar si 7 : R? > R? es un opera- 
dor lineal. 


8. a) T(x, y) = Qx, y) b) T(x, y) = (a?, y) c) Tx, y) =(—y, x) d) T(x, y) = (x, 0) 


9. a) T(x,y)=(Qx+y,x- y) b) T(x, y) = (x + 1, y) 
0) Tx, y) =(, y) d) T(x, y) =(Vx, Vy) 


En los ejercicios 10 y 11, aplicar el teorema 4.3.2 para determinar si 7 : R? > R? es una 
transformación lineal. 


10. a Ty, 2=(,x+y+2) b) T(x, y, 2) = (1, 1) 
11. a) T(x, y, 2)=(0, 0) b) T(x, y, 2) = Bx — 4y, 2x — 52) 
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12. En cada inciso, usar el teorema 4.3.3 para encontrar la matriz estándar del operador 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


13. 


lineal a partir de las imágenes de los vectores estándar básicos. 

a) Los operadores reflexión sobre R?” en la tabla 2 de la sección 4.2. 

b) Los operadores reflexión sobre R? en la tabla 3 de la sección 4.2. 

c) Los operadores proyección sobre R? en la tabla 4 de la sección 4.2. 

d) Los operadores proyección sobre R? en la tabla 5 de la sección 4.2. 

e) Los operadores rotación sobre R” en la tabla 6 de la sección 4.2. 

f) Los operadores dilatación y contracción sobre R* en la tabla 9 de la sección 4.2. 


Aplicar el teorema 4.3.3, para encontrar la matriz estándar de T.R? > R” a partir de las 

imágenes de los vectores estándar básicos. 

a) T:R? > R? proyecta un vector ortogonalmente sobre el eje x y luego refleja ese 
vector respecto al eje y. 

b) T:R? > R? refleja un vector respecto a la recta y = x y luego refleja ese vector 
respecto al eje x. 

c) TR? > R” dilata un vector por un factor de 3, luego refleja ese vector respecto a la 
recta y = x, y luego proyecta ese vector ortogonalmente sobre el eje y. 


Aplicar el teorema 4.3.3 para hallar la matriz estándar de T7:R? > R3 a partir de las 

imágenes de los vectores estándar básicos. 

a) T:R? > R? refleja un vector respecto al plano xz y luego contrae ese vector por un 
factor de 1/5. 

b) T:R? > R? proyecta un vector ortogonaimente sobre el plano xz, y luego proyecta ese 
vector ortogonalmente sobre el plano xy. 

c) T:R? > R? refleja un vector respecto al plano xy, luego refleja ese vector respecto al 
plano xz, y luego refleja ese vector respecto al plano yz. 


Sea T, R? => R* la multiplicación por 


Sl 3 0 
Á= 2 l Z 
4 sm 


y sean e,, e, y e, los vectores estándar básicos para R?. Encontrar por inspección los 
siguientes vectores. 

a) Te), Tylez), y Tie) b) T (e, + e, + ey) c) T,/(7e3) 

Determinar si la multiplicación por Á es una transformación lineal uno a uno. 


Il —1 
a) A=|2 0 » 4=|_| ] E 
3 -4 


Usar el resultado del ejemplo 6 para encontrar la proyección ortogonal de x sobre la 
recta que pasa por el origen y forma un ángulo € con el eje x positivo. 
a) x= (—1, 2); 0=45” b) x= (1,0); 0=30" c) x= (1,5), 0= 120" 


Aplicar el tipo de razonamiento proporcionado en el ejemplo 8 para encontrar los 
eigenvalores y los eigenvectores correspondientes de 7. Verificar las conclusiones 
calculando los eigenvalores y los eigenvectores correspondientes a partir de la matriz 
estándar para T. 

a) T:R? > R? es la reflexión respecto al eje x. 

b) T:R? > R” es la reflexión respecto a la recta y = x. 
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c) T:R? => R? es la proyección ortogonal sobre el eje x. 
d) TR? > R? es la contracción por un factor de +. 


9. Seguir las indicaciones del ejercicio 18. 
a) T:R? > R? es la reflexión respecto al plano yz. 
b) T:R3 > R? es la proyección ortogonal sobre el plano xz. 
c) T:R? > R? es la dilatación por un factor de 2. 
d) T:R? => R es una rotación de 45% en sentido contrario al movimiento de las mane- 
cillas del reloj alrededor del eje z. 


20. a) ¿Es uno a uno la composición de transformaciones lineales uno a uno? Justificar la 
conclusión. 
b) ¿Es posible que la composición de una transformación lineal uno a uno y una trans- 
formación lineal no uno a uno sea uno a uno? Justificar la conclusión. 


21. Demostrar que T(x, y) = (0, 0) define un operador lineal sobre R? pero T(x, y) = (1, 1) 
no lo hace. 


22. Demostrar que si T:R” > R es una transformación lineal, entonces 70) = 0; es decir, 
T transforma el vector cero de R” en el vector cero de R”. 


23. Sea l la recta en el plano xy que pasa por el origen y forma un ángulo con el ese x 
positivo, donde O < O < xx. Sea TR? > R? el operador lineal que refleja cada vector 
respecto / (figura 8). 





Figura 8 


a) Usar el método del ejemplo 6 para encontrar la matriz estándar para 7. 
b) Encontrar la reflexión del vector x = (1, 5) respecto a la recta / que pasa por el 
origen y forma un ángulo 6 = 30% con el eje x positivo. 


24. Demostrar: Un matriz A n X n es invertible si y sólo si el sistema lineal Ax = w tiene 


exactamente una solución para todo vector w en R” para el que el sistema es con- 
sistente. 


O A  _ ___h0 5h E Í_ E RhLB A A _ EP E __0IIA A 


5.1 





CAPÍTULO 5 


ESPACIOS 
VECTORIALES 
GENERALES 


ESPACIOS VECTORIALES REALES 





En esta sección se generalizará aún más el concepto de vector. Se enunciará un 
conjunto de axiomas que, si una clase de objetos hace que se cumplan, permitirá 
denominar "vectores" a esos objetos. Los axiomas se elegirán abstrayendo las 
propiedades más importantes de los vectores en R"; como consecuencia, los 
vectores en R* harán que se cumplan de manera automática estos axiomas. Así, el 
nuevo concepto de vector abarcará a los vectores anteriores y también a muchos 
vectores nuevos. Estos vectores nuevos incluirán, entre otras cosas, varias clases 
de matrices y funciones. El trabajo desarrollado en esta sección no es un 
ejercicio inútil de matemáticas teóricas, ya que proporciona una herramienta 
poderosa para extender la representación geométrica a una amplia variedad de 
problemas matemáticos importantes en los que de otra forma no se contaría con 
la intuición geométrica. Planteada en términos breves, la idea es ésta: Los 
vectores en R? y R3 se pueden representar geométricamente como flechas, lo cual 
permite que la representación física o mental ayude a resolver problemas. Como 
los axiomas que se usarán para crear los nuevos tipos de vectores se basarán en 
propiedades de los vectores en R? y R3, estos nuevos vectores poseerán muchas de 
las propiedades conocidas de los vectores en R? y R3. Por consiguiente, cuando 
se quiera resolver un problema en que aparezcan los nuevos tipos de vectores, 
por ejemplo matrices o funciones, se podrá obtener una base para el problema 
mediante una geométrica cómo sería el problema crrespondiente en R? y R3. 





ZÍ 
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AXIOMAS DE 
ESPACIOS 
VECTORIALES 


EJEMPLOS DE 
ESPACIOS 
VECTORIALES 





Definición. Sea Y un conjunto cualesquiera no vacío de objetos sobre el que 
están definidas dos operaciones: la adición y la multiplicación por escalares 
(números). Por adición se entiende una regla que asocia a cada par de objetos u 
y ven V'un objeto u + y denominado suma de u y y; por multiplicación escalar 
se entiende una regla que asocia a cada escalar k y cada objeto u en Y un objeto 
ku, denominado múltiplo escalar de u por k. Si los objetos u, v, w en V y los 
escalares k y ! satisfacen los siguientes axiomas, entonces Y se denomina 
espacio vectorial, y sus objetos se denominan vectores. 
1) St u y v son objetos en V, entonces u + y está en Y. 
2)u+v=v+u 
3)uU + (vv + w)=(u + v)+w 
4) Existe un objeto 0 en Y, denominado vector cero de Y, tal que 0d+u=u+0 
=u para todo u en //. 
5) Para todo u en Y existe un objeto —u en /, denominado negativo de u, tal 
que u + (—u) = (—u)+u=0. 
6) Si k es cualquier escalar y u es cualquier objeto en V, entonces ku está en Y” 
DTD ku +v)=ku+ kv 
S) (A+ Pu = ku + lu 


10) lu = u 






















OBSERVACIÓN, Dependiendo de la aplicación, los escalares pueden ser nú- 
meros reales o complejos. Los espacios vectoriales en que los escalares son núme- 
ros complejos se denominan espacios vectoriales complejos, y aquéllos donde los 
escalares deben ser reales se denominan espacios vectoriales reales. En el capítulo 
10 se estudiarán los espacios vectoriales complejos; hasta entonces, fodos los es- 
calares considerados serán números reales. 


El lector debe tener en mente que la definición de espacio vectorial no 
especifica la naturaleza de los vectores ni las operaciones. Cualquier tipo de objeto 
puede ser un vector, y es posible que las operaciones de adición y multiplicación 
escalar no guarden ninguna relación o semejanza con las operaciones vectoriales 
estándar sobre R”. El único requisito es que se cumplan los 10 axiomas en la 
definición de espacio vectorial. Algunos autores usan las notaciones (+)y () 
en la adición vectorial y la multiplicación escalar para distinguir estas ope- 
raciones de la adición y la multiplicación de números reales; a pesar de ello, aquí 
no se usará esta notación. 


Los siguientes ejemplos ilustran la variedad de espacios vectoriales posibles. En 
cada ejemplo se especifica un conjunto no vacío Y y dos operaciones: la adición y 
la multiplicación escalar; luego se comprobará que se cumplen los 10 axiomas de 
espacio vectorial, con lo cual Y se puede denominar, con las operaciones especifi- 
cadas, espacio vectorial. 


Ejemplo 1 El conjunto Y = R” con las operaciones estándar de adición y multipli- 
cación escalar, definido en la sección 4.1 es un espacio vectorial. Los axiomas l y 
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6 se deducen de las definiciones de las operaciones estándar sobre R”; los demás 
axiomas se deducen del teorema 4.1.1. A 


Los tres casos especiales más importantes de R” son R'(os números reales), 
R? (los vectores en el plano) y R? (los vectores en el espacio tridimensional). 


Ejemplo 2 Demostrar que el conjunto Y de todas las matrices 2 X 2 con elemen- 
tos reales es un espacio vectorial si la adición vectorial se define como la suma de 
matrices y la multiplicación escalar vectorial se define como la multiplicación es- 
calar matricial. 


Solución. En este ejemplo resulta conveniente verificar los axiomas en el 
siguiente orden: 1, 6, 2, 3,7, 8, 9, 4, 5 y 10. Sea 


Para probar el axioma 1, es necesario demostrar que u + v es un objeto en /” es 
decir, debe demostrarse que u + y es una matriz 2 X 2. Pero este hecho se deduce 
por la definición de adición de matrices, ya que 


E Uy; Uy ñ U11 Up Up Uy] Uy) FU) 
u V — E 
Uy Uz Us Uz2 4) FU7y UU) TU) 


De manera semejante, el axioma 6 se cumple porque para cualquier número real k 


se tiene 
n= 4 Uy) _ kuyy ku 
42 Uz ku>y Ku, 
de modo que ku es una matriz 2 X 2 y en, consecuencia, es un objeto en Y. 
El axioma 2 se deduce del teorema 1.4.1a, ya que 


Uy Uy Ur Un Ur; Uy uyy Uy 
u+vy=- + 0 + = V +Uu 
Ua U2> U>1 U»z Us Uz 42 UU) 
De manera semejante, el axioma 3 se deduce del inciso b) de ese teorema; y los 


axiomas 7, 8 y 9 se deducen de los incisos h), 7) y /), respectivamente, de ese teo- 
rema. 


Para probar el axioma 4 es necesario encontrar un objeto 0 en Y tal que 0 + 
u =u +0 =u para todo u en Y. Esto puede lograrse al definir a 0 como 


E 


Con esta definición, 
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Deo 0.0 A: AO A AR 
e 0.0 | (a ta] | lo 


y de manera semejante u + 0 = u. Para probar el axioma 5 se debe demostrar que 
cada objeto u en V tiene un negativo —u tal que u + (—u) =0 y (—u) +u =0. Esto 
se puede hacer definiendo el negativo de u como 


HA] 41) 
—u == 
5 2 A ¿de 
Y, 4,» 


| 1 Hi TU. Uy) 0 0 
u+(-u)= + qe a 


y de manera semejante (—u) + u = 0, Por último, el axioma 10 es un simple 
cálculo: Y De 
11 12 211 12 
lu = = =u Á 
do) Uz 421 Uz 


Ejemplo 3 El ejemplo 2 es un caso especial de una clase más general de espacios 
vectoriales. Los razonamientos de ese ejemplo se pueden adaptar para demostrar 
que el conjunto Y de todas las matrices m X n con elementos reales, junto con las 
operaciones de adición de matrices y multiplicación escalar, es un espacio 
vectorial. La matriz cero m X n es el vector cero 0, y si u es la matriz Um X n, 
entonces la matriz —U es el negativo —u del vector u. Este espacio vectorial se 
denotará por el símbolo A4,,.. A 


Con esta definición 


Ejemplo 4 Sea Y el conjunto de las funciones con valores reales definidas sobre 
toda la recta real (— o, 00), S1f= fx) y g = g(x) son dos de estas funciones y k es 
cualquier número real, entonces la función suma f + g y el múltiplo escalar Af se 
definen por 


(£+ 8) = 00) + 2(x) 
ADO =KF00) 


En otras palabras, el valor de la función f + g en x se obtiene al sumar entre sí los 
valores de f y g en x (figura la). De manera semejante, el valor de kf en x es k 
veces el valor de f en x (figura 16). En los ejercicios se pide al lector demostrar 
que V es un espacio vectorial con respecto a estas operaciones. Este espacio vecto- 
rial se denota por F(— oo, 00), Si f y g son vectores en este espacio, entonces afir- 
mar que f = g equivale a decir que f(x) = g(x) para toda x en el intervalo (— oo, 00). 
El vector 0 en F(— oo, 00) es la función constante que es idénticamente cero 
para todos los valores de x. La gráfica de esta función es la recta que coincide con 
el eje x. El negativo de un vector f es la función —f = —f(x). Geométricamente, la 
gráfica de —f es la reflexión de la gráfica de f con respecto al eje x (figura lc). A 


a A Fc o a 
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fi) + gtx) 
id 





OBSERVACIÓN. En el ejemplo precedente, la atención se centró en el interva- 
lo (—o, 00), En caso de que la atención se hubiera restringido a algún intervalo 
cerrado fa, b] o en algún intervalo abierto (a, b), las funciones definidas en estos 
intervalos con las operaciones establecidas en el ejemplo también hubieran produ- 
cido espacios vectoriales. Estos espacios vectoriales se denotan por F la, b] y F(a, 
b), respectivamente. 


Ejemplo 5 Sea Y =R?, con las operaciones de adición y multiplicación escalar de- 
finidas como sigue: Si u = (u,, 4,) y v = (v,, v,), entonces se define 


U + V=(4, +0,, 4, +U») 
y si k es cualquier número real, entonces se define 
ku = (ku,, 0) 
Por ejemplo, si u = (2, 4) y v= (-3, 5), y k=7, entonces 
u+ yv = (Q+(-3), 4+5)= (-— 1, 9) 
ku = 7u=(7:2, 0)=(14, 0) 


La operación de adición es la operación de adición estándar sobre R?, pero la 
multiplicación escalar no es la multiplicación escalar estándar. En los ejercicios se 
pide al lector demostrar que se cumplen los nueve primeros axiomas de espacio 
vectorial; sin embargo, existen valores de u para los cuales no se cumple el axioma 
10. Por ejemplo, si u = (4,, u,) es tal que u, * 0, entonces 


lu = lu, 4») = (lu, 0) = (u,, 0) 4 u 


Por tanto, Y no es un espacio vectorial con las operaciones establecidas. A 


Ejemplo 6 Sea V cualquier plano que pasa par el origen en R3. Se demostrará que 
los puntos en Y constituyen un espacio vectorial bajo las operaciones estándar de 
adición y multiplicación escalar para vectores en R*. Por el ejemplo 1, se sabe que 
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ALGUNAS 
PROPIEDADES 
DE LOS 
VECTORES 


R3 mismo es un espacio vectorial bajo estas operaciones. Así, los axiomas 2, 3, 7, 
8, 9 y 10 se cumplen para todos los puntos en R? y en consecuencia, para todos 


los puntos en el plano Y. Por consiguiente, basta demostrar que se cumplen los 


axiomas 1, 4, 5 y 6. 
Como el plano Y pasa por el origen, tiene una ecuación de la forma 


ax+by+cz=0 (1) 
(Teorema 3.5.1). Por tanto, si u = (U,, U, uz) y v = (v;, Y), V3) Son puntos en Y, 


entonces au, + bu, + cuz =0 y av, + bv, + cvz = 0. Sumando estas ecuaciones se 
obtiene 


a(u, +0,) + b(u, +U0,) + cl(uz +03)=0 
Esta igualdad establece que las coordenadas del punto 
U+vV=(4; +U,, 42, + Us, Uz + 03) 


satisfacen (1); así, u + y está en el plano Y. Esto demuestra que se cumple el 
axioma 1. Las verificaciones de los axiomas 4 y 6 se dejan como ejercicios; sin 
embargo, se demostrará el axioma 5. Al multiplicar au, + bu, + cuz = 0 por —1 se 
obtiene 


a —u)+b(—u)+c-u)=0 


Así, —u = (—4,, —4,, —uy) está en V. Esto establece el axioma 5. A 


Ejemplo 7 Sea V que consta de un solo objeto, el cual se denota por 0, y se define 
0+0=0 
Kk0 =0 
para todos los escalares k. Es fácil comprobar que se cumplen todos los axiomas de 


espacio vectorial. Este espacio se denomina espacio vectorial cero. A 


A medida que se avance, se agregarán más ejemplos de espacios vectoriales a la 
lista. Esta sección concluye con un teorema que da una lista útil de propiedades 
vectoriales. 











Teorema 5.1.1. Sean V un espacio vectorial, u un vector en V y k un escalar; 
entonces: 

a) Ou =0 

bk0=0 

c) (— 1)u= —u 

ad) If ku =0, entonces k=0 0 u=0. 


Se demostrarán los incisos a) y c), y las demostraciones de los demás incisos se 
dejan como ejercicios. 
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Demostración de a). Se puede escribir 


0u + Ou = (0 + Oju [Axioma 8] 
= Ou [ Propiedad del número 0 ] 
Por el axioma 5, el vector Ou tiene un negativo: —0u. Al sumar este negativo a 


ambos miembros de la última expresión se obtiene 


[Ou + 04] + (—0u) = 0u + (—0u) 


4) 
Qu + [Ou + (— 0u)] = Ou + (— 0u) [Axioma 3] 
0u+0=0 [Axioma S] 
0u =0 [Axioma 4] 


Demostración de c). Para probar (— 1)u = —u, es necesario demostrar que u + 
(— Du = 0. Para ver esto, obsérvese que 


u + (— 1)u = lu + (— 1)u [Axioma 10] 
= (1 +(-1)u [Axioma 8] 
= Qu [Propiedad de los números] 
=0 [] [ Inciso a)] 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 5.1 


En los ejercicios del 1 al 13 se da un conjunto de objetos, junto con operaciones de adición 
y multiplicación escalar. Determinar cuáles conjuntos son espacios vectoriales bajo las ope- 
raciones dadas. Para aquellos que no sean espacios vectoriales, enumerar los axiomas que 
no se cumplen. 


1. El conjunto de todas las ternas de números reales (x, y, z) con las operaciones 
O0)y,2)+ (y 2) = (a+, y+J3 242) y K(, y, 2) = (kx, y, z) 

2. El conjunto de todas las ternas de números reales (x, y, z) con las operaciones 
AyzD+Oyz2)= (Ut, y+ y) 2+Z) y  Kk(x,yz)=(0,0, 0) 

3. El conjunto de todas las parejas de números reales (x, y) con las operaciones 
AyY+0y)= A+ FAY) y K(x y) = (kx, 2ky) 


4. El conjunto de todos los números reales x con las operaciones estándar de adición y 
multiplicación. 


5. El conjunto de todas las parejas de números reales de la forma (x, 0) con las opera- 
ciones estándar sobre R?. 


264 / Espacios vectoriales generales 


6. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15: 


16. 


17. 


18. 


19. 


El conjunto de todas las parejas de números reales de la forma (x, y), donde x > 0, con 
las operaciones estándar sobre R?. 


. El conjunto de todas las r2-adas de números reales de la forma (x, x, ... , x) con las 


operaciones estándar sobre R”. 


- El conjunto de todas las parejas de números reales (x, y) con las operaciones 


ON+0Oy)= UH AH ll ys y +1) y KG y)= (kx, ky) 


. El conjunto de todas las matrices 2 X 2 de la forma 


con la adición y la multiplicación escalar de matrices. 
El conjunto de todas las matrices 2 X 2 de la forma 

a E 

O b 
con la adición de matrices y la multiplicación escalar. 


El conjunto de todas las funciones f con valores reales definidas en cualquier punto de 
la recta real y tales que (1) = 0, con las operaciones definidas en el ejemplo 4. 


El conjunto de todas las matrices 2 X 2 de la forma 
a a+ d 
a+b b 
con la adición y la multiplicación escalar de matrices. 


El conjunto cuyo único elemento es la Luna. Las operaciones son Luna + Luna = Luna 
y k(Luna) = Luna, donde A es un número real. 


Demostrar que una recta que pasa por el origen en R? es un espacio vectorial bajo las 
operaciones estándar sobre R”. 


Demostrar que el conjunto de todos los números reales positivos con las operaciones 
x+ty=xy y lhi=xY 

es un espacio vectorial. 

Escribir los detalles que faltan en el ejemplo 4. 

Escribir los detalles que faltan en el ejemplo 6. 

Demostrar el inciso b) del teorema 5.1.1. 


Demostrar el inciso d) del teorema 5.1.1. 
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20. Demostrar que un espacio vectorial no puede tener más de un vector cero. 


21. Demostrar que un vector tiene exactamente un negativo. 


22. Demostrar que los nueve primeros axiomas de espacio vectorial se cumplen si Y = R* 
tiene la adición y la multiplicación escalar definidas en el ejemplo 5. 





5.2 SUBESPACIOS 





Es posible que un espacio vectorial esté contenido en un espacio vectorial más 
grande. Por ejemplo, en la sección precedente se demostró que los plenos que 
pasan por el origen son espacios vectoriales contenidos en el espacio vectorial 
más grande R3. En esta sección se estudiará con más detalle esta importante idea. 


DEFINICIÓN DE Definición. Un subconjunto W de un espacio vectorial Y se denomina subespa- 
SUBESPACIO cio de V si W es un espacio vectorial bajo la adición y la multiplicación escalar 
definidas sobre Y. 





En términos generales, para demostrar que un conjunto W con la adición y la 
multiplicación escalar forma un espacio vectorial es necesario verificar los 10 
axiomas de espacio vectorial. Sin embargo, si W es parte de un conjunto más 
grande V del que se sabe es un espacio vectorial, entonces no es necesario verificar 
ciertos axiomas para W porque son "heredados" de Y. Por ejemplo, no es necesario 
comprobar que u + v= v + u (axioma 2) para W, porque esta relación se cumple 
para todos los vectores en Y y, en consecuencia, para todos los vectores en W. 
Otros axiomas heredados por W de Y son los axiomas 3, 7, 8, 9 y 10. Así, para 
demostrar que un conjunto W es un subespacio de un espacio vectorial Y, basta 
comprobar los axiomas 1, 4, 5 y 6. El siguiente teorema muestra que inclusive se 
puede prescindir de los axiomas 4 y $. 


Teorema 5.2,1. Si W es un conjunto formado por uno o más vectores de un 
espacio vectorial V, entonces W es un subespacio de V si y sólo si se cumplen 
las siguientes condiciones. 


a) Siu y y son vectores en W, entonces u + y está en W. 
b) Si k es cualquier escalar y u es cualquier vector en W, entonces ku está en 
W. 





Demostración. Si W es un subespacio de V, entonces se cumplen todos los 
axiomas de espacio vectorial; en particular, se cumplen los axiomas 1 y 6. Peto 
éstas son precisamente las condiciones a) y b). 


A A 


266 / Espacios vectoriales generales 


Reciprocamente, supóngase que se cumplen las condiciones a) y 5). Como 
estas condiciones son los axiomas 1 y 6 de espacio vectorial, basta demostrar que 
W satisface los ocho axiomas restantes. Los vectores de W cumplen automática- 
mente los axiomas 2, 3, 7, 8, 9 y 10, ya que estos axiomas se cumplen para todos 
los vectores en Y. En consecuencia, para completar la demostración, basta verifi- 
car que los axiomas 4 y 5 se cumplen para vectores en W. 

Sea u cualquier vector en W. Por la condición 6), ku está en W para 
cualquier escalar k. Haciendo k = 0, por el teorema 5.1.1 se concluye que 0u = 0 
está en W, y haciendo k = —1 se concluye que (— 1)u = —u está en W. [] 


OBSERVACIÓN. —Se dice que un conjunto W formado por uno o más vectores de 
un espacio vectorial Y es cerrado bajo la adición si se cumple la condición a) del 
teorema 5.2.1, y cerrado bajo la multiplicación escalar si se cumple la condición 
b). Asi, el teorema 5.1.1 establece que W es un subespacio de V si y sólo si W es 
cerrado bajo la adición y cerrado bajo la multiplicación escalar. 


EJEMPLOS DE Ejemplo 1 En el ejemplo 6 de la sección 5.1 se comprobaron los 10 axiomas de 
SUBESPACIOS espacio vectorial para demostrar que los puntos en un plano que pasa por el origen 
de R* forman un subespacio de R?. En vista del teorema 5.2.1 se puede ver que 
mucho del trabajo efectuado fue innecesario; hubiera bastado verificar que el 
plano es cerrado bajo la adición y bajo la multiplicación escalar (axiomas 1 y 6). 
En la sección 5.1 se comprobaron algebralicamente estos dos axiomas; sin em- 
bargo, también se pueden demostrar geométricamente como sigue: Sea W cual- 
quier plano que pasa por el origen, y sean u y y vectores cualesquiera en W. En- 
tonces u + y debe estar en W porque es la diagonal del paralelogramo determinado 
por u y v (figura 1), y ku debe estar en W para cualquier escalar k porque ku está 
sobre una recta que pasa por'u. Así, W es cerrado bajo la adición y la multiplica- 
ción escalar, de modo que es un subespacio de R?. A 














Los vectores y + v y | 
cu están en el mismo : 
plano que u y y. | 


Ejemplo 2 Demostrar que una recta que pasa por el origen de R? es un subespacio 
de R?. 





Figura 1 Solución. Sea W una recta que pasa por el origen de R?. Geométricamente es 


evidente que la suma de dos vectores sobre esta recta también está sobre la recta, y 
que un múltiplo escalar de un vector sobre la recta también está sobre la recta 
(figura 2). Así, W es cerrado bajo la adición y la multiplicación escalar, de modo 
que es un subespacio de R?. En los ejercicios se pide al lector demostrar algebrai- 
camente este resultado usando las ecuaciones paramétricas de la recta. 








, ES 
Figura 2  |Wes cerrado bajo la multiplicación. W es cerrado bajo la multiplicación escalar. 


A A 
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Ejemplo 3 Sea W el conjunto de los puntos (x, y) en R? tales que x > 0 y y > 0, 
Estos son los puntos del primer cuadrante. El conjunto W no es un subespacio de 
R?, ya que no es cerrado bajo la multiplicación escalar. Por ejemplo, v = (1, 1) está 
en W, pero su negativo (—1)v = —v = (—1, —1) no está en W (figura 3). Á 


Todo espacio vectorial Y diferente de cero tiene por lo menos dos subes- 
pacios: Y es un subespacio, y el conjunto (0) que consta sólo del vector cero en Y 
es u.1 subespacio denominado subespacio cero. Combinando esto con los ejemplos 
] y 2 se obtiene la siguiente lista de subespacios de R? y R”. 


Subespacios de R? Subespacios de R*? 
o (0) o (0; 
e Rectas que pasan por el origen e Rectas que pasan por el origen 
e R? e Planos que pasan por el origen 
e R? 


Después se demostrará que estos son los únicos subespacios de R?y R3. 


Ejemplo 4 Por el teorema 1.7.2, la suma de dos matrices simétricas es una matriz 
simétrica, y un múltiplo escalar de una matriz simétrica es simétrico. Así, el 
conjunto de matrices simétricas n X n es un subespacio del espacio vectorial M,,, 
de las matrices n X n. De manera semejante, el conjunto de las matrices triangu- 
lares superiores n X n, el conjunto de las matrices triangulares inferiores n X n y - 
el conjunto de las matrices diagonales n X n son subespacios de M,,, ya que cada 
uno de estos conjuntos es cerrado bajo la adición y la multiplicación escalar. A 


Ejemplo 5 Sea n un entero positivo y sea W que consta de todas las funciones que 
pueden expresarse en la forma 

PIY= 4) FA RN" (1) 
donde a, ..., a, son números reales. Asi, W consta de la función cero junto con 
todos los polinomios reales de grado menor o igual que rn. El conjunto W es un 
subespacio del espacio vectorial de todas las funciones con valores reales que se 
analizó en el ejemplo 4 de la sección precedente. Para ver esto, sean p y q los 
polinomios 


n 


p(x)= 49 + a x+:::+0,x 


y 
ax) =b9+b x+>: +0, x” 
Entonces 
(p + 9)0) = po) + qe) = (Ay + dy) + la, + bx +: >: +(a, +b,)x" 
y 


(kp)<) = kp(x) = (kay) + (Ka, )x ++: >: +(ka, )x” 


NA RARA SA LC E A 
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Estas funciones son de la forma indicada en (1), de modo que p + q y kp están en 
W. El espacio vectorial W de este ejemplo se denotará por el símbolo P,. A 


Ejemplo € (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Recuérdese que si f y g son 
funciones continuas en el intervalo (— o, 0%) y k es una constante, entonces f 
+ g y kf también son continuas. Así, las funciones continuas sobre el intervalo 
(— %, 0) forman un subespacio de F(— %, 00), ya que son cerradas bajo la 
adición y la multiplicación escalar. Este subespacio se denota por C(— 0, 00), 
De manera semejante, si f y g son funciones derivables, entonces también f + 
g y kf son derivables. Así, las funciones con primeras derivadas continuas 
sobre (— w, 0) forman un subespacio de F(— 0, 0), Este subespacio se 
denota por C?(— «o, 0), donde el supraíndice 1 se usa para recalcar la primera 
derivada. Sin embargo, un teorema del Cálculo es que toda función derivable es 
continua, de modo que Cl(— «o, 00) es en realidad un subespacio de C(— oo, 00). 

Continuando con lo anterior, para todo entero positivo m las funciones con 
m-ésimas derivadas continuas sobre (— oo, 0) forman un subespacio de C'(— oo, 
00), así como también las funciones que tienen derivadas continuas de todos los 
órdenes. El subespacio de las funciones con m-ésimas derivadas continuas 
sobre (— w, 0) se denota por C(— o, 00), y el subespacio de las funciones que 
tienen derivadas continuas de todos los órdenes se denota por C*“(— w, 0), 
Finalmente, un teorema del Cálculo es que los polinomios tienen derivadas 
continuas de todos los órdenes, de modo que P,, es un subespacio de CP (— «o, 00), 
La jerarquía de los subespacios analizados en este ejemplo se representa en la 
figura4. A 


OBSERVACIÓN. En el ejemplo precedente, se atendió al intervalo (— o, 00). 
En caso de haber atendido al intervalo cerrado [a, b], entonces los subespacios 
correspondientes a los espacios vectoriales definidos en el ejemplo se hubieran de- 
notado por Cla, b], C” [a, b] y Cla, b]. De manera semejante, sobre un inter- 
valo abierto (a, b), esos subespacios se hubieran denotado por C(a, b), C”(a, 
by y C? (a, b). 





E a a A dl a 0 A ca le ME RM SAR RR DIA SARNA ON ARI RARA EIA PER ERE DARE IO FOIE SICA 


ESPACIOS 
SOLUCIÓN DE 
SISTEMAS 
HOMOGÉNEOS 
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Si Ax = b es un sistema de ecuaciones lineales, entonces todo vector x que satis- 
face esta ecuación se denomina vector solución del sistema. El siguiente teorema 
muestra que los vectores solución de un sistema lineal homogéneo forman un 
espacio vectorial, que se denomina espacio solución del sistema. 


Teorema 5.2.2. Si Ax =0 es un sistema lineal homogéneo de m ecuaciones con 





n incógnitas, entonces el conjunto de vectores solución es un subespacio de R”. 


Demostración. Sea W el conjunto de vectores solución. En W existe por lo 
menos un vector, a saber, 0. Para probar que W es cerrado bajo la adición y la 
multiplicación escalar, es necesario demostrar que si x y x' son vectores solución 
cualesquiera y k es cualquier escalar, entonces x + x' y kx también son vectores 
solución. Pero si x y x' son vectores solución, entonces 


ÁAx=0 y Ax'=0 
a partir de lo cual se deduce que 
Á(x + Xx") = Ax + Ax" =0+0=0 
A(kx) =k4x=k0=0 
lo que demuestra que x + x' y kx son vectores solución. [|] 


Ejemplo 7 Considerar los sistemas lineales 


lt =2 3 0 E 2 3lx 0 
a) |2 -4 6lly|=J40 b) | -3 7 —8|ly|=]|0 
3 —6 9lz 0 =2 4 —6llz 0 
l. =2 3bHx 0 0 0 Ollx 0 
c) | -3 T —8|y|=]0 d) |0 0 Ollyi=]0 
4 ] 2lz 0 0 0 Oliz 0 


Cada uno de estos sistemas contiene tres incógnitas, de modo que las soluciones 
son subespacios de R3. Geométricamente, esto significa que cada espacio solución 
debe ser una recta que pasa por el origen, un plano que pasa por el origen, sólo el 
origen o todo R?. A continuación se comprobará que así es (se deja para el lector 
la resolución de los sistemas). 


Solución. 
a) Las soluciones son 


x=2Ss-=3£L y=s, z=1 


a partir de lo cual se concluye que 


270 / Espacios vectoriales generales 


COMBINACIO- 
NES LINEALES 
DE VECTORES 


x=2y=3z 0 x —2y+32=0 


Esta es la ecuación del plano que pasa por el origen con n = (1, —-2, 3) como 
vector normal. 
b) Las soluciones son 


x=-5L, y= +, z=1 


que son las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el origen y es 
paralela al vector y = (5, —1, 1). 

c) La solución es x = 0, y = 0, z = 0, de modo que el espacio solución es sólo el 
origen, es decir, (0). 

d) Las soluciones son 


ye E e 


donde r, s y í tienen valores cualesquiera, de modo que el espacio solución es 
todo R?. A 


En la sección 1.3 se introdujo el concepto de combinación lineal de vectores 
columna. La siguiente definición amplía este concepto a vectores más generales. 


Definición. Un vector w se denomina combinación lineal de los vectores Vr, 
V,, - - - , Y, SI se puede expresar en la forma 


W= kV) +HRvV>+ 000 +kyv 


F 





donde K ,, k,, .. ., k,.son escalares. 


OBSERVACIÓN, Sir = 1, entonces la ecuación de la definición precedente se 
reduce a w = k,v,; es decir, w es una combinación lineal de un solo vector yv, si es 
un múltiplo escalar de v.,. 


Ejemplo 8 Todo vector y = (a, b, c) en R* se puede expresar como una combina- 
ción lineal de los vectores estándar básicos 


i=(1,0, 0), j=(0, 1, 0), k=(0,0,1) 
ya que 
v =(a,b,c)=4a(1, 0, 0) + H(0, 1,0) +c(0,0, l)=ai+bj+ck A 
Ejemplo 9 Considerar los vectores u = (1, 2, —1) y v=(6, 4, 2) en R3. Demostrar 


que w = (9, 2, 7) es una combinación lineal de u y v, y que w' = (4, —1, 8) no es 
una combinación lineal de u y y. 


Solución. Para que w sea una combinación lineal de u y y, deben existir escala- 
res k, y k, tales que w = ku + k,v; es decir, 


ESPACIO 
GENERADO 


(LIN) 
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(9, 2,7) =k,(1, 2, — 1) + kx6, 4, 2) 


o bien, 


(9,2,7)=(k, + 6k,, 2k, + 4k>, —k, +2k,) 


Igualando las componentes correspondientes se obtiene 


k, +6k, = 9 
2k, +4k, =2 


La solución del sistema es k, = —3, k, = 2, de modo que 
= —3u + 2vy 


De manera semejante, para que w' sea una combinación lineal de u y y, 
deben existir escalares k, y k, tales que w' = ku + k,v; es decir, 


(4, —1,8)=4,(1, 2, —1) +26, 4, 2) 


(4, —1,8)=(k, + 6k,, 2k, + 4k>, —k, +2k,) 


Igualando las componentes correspondientes se obtiene 


k,+6k,= 4 
2k, +4k, = —1 
—=k, + 2k, = 8 


Este sistema de ecuaciones es inconsistente (comprobar), de modo que no existen 
los escalares k, y k,. En consecuencia, w' no es una combinación lineal de uyv. A 


SI vj¡, Va, - - - , Y, SON vectores en un espacio vectorial Y, entonces en general al- 
gunos vectores en Y pueden ser combinaciones lineales de Vi» Va + - - > Y, y Otros 
no. El siguiente teorema muestra que si se construye un conjunto W que consta de 
todos los vectores que es posible expresar como combinaciones lineales de y,, 
Va, - - - » v,, entonces W forma un subespacio de /. 


Teorema 5.2.3. Si Vi» Va - - - , V, SON vectores en un espacio vectorial V, en- 
lonces: 
a) El conjunto W de todas las combinaciones lineales de Vi» Va» +++ > Y, €S UN 


subespacio de V. 

b) Wes el menor subespacio de V que contiene a v,, Va, ... , v,, en el sentido 
de que cualquier otro subespacio de V que contenga a y,, Va - - > Y, debe 
contener a W. 





Demostración de a). Para demostrar que W es un subespacio de V, es necesario 
probar que es cerrado bajo la adición y la multiplicación escalar. En W existe por 
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lo menos un vector, a saber, 0, ya que 0 = Ov, + 0v,+...,+0v,. Si u y v son 
vectores en Y, entonces 


U=C Y] TOY) Force CY, 
y 
VA Y) + ko Va + co + KN, 
donde C,,C,,...,C, Kj, Ko, ... k, son escalares. Por consiguiente, 


MAY E ARI E TA serlo Pd, 


y, para cualquier escalar k, 
ku = (kcC¡)V, +(kcC>)v>+> > +(kc,)v, 


Asi, u + y y ku son combinaciones lineales de Va» Va - + - > Y,, y, €n Consecuencia, 
están en W. Por tanto, W'es cerrado bajo la adición y la multiplicación escalar. 


Demostración de b). Cada vector y, es una combinación lineal de Vio Vii Yo 
ya que es posible escribir 


v¡=0Ov, + 0Ov, +++ lv¡+- +: +0v, 
Por consiguiente, en el subespacio W están todos y cada uno de los vectores 
Vis Vos anio Ves Sea W cualquier otro subespacio que contiene a Vis Vacuna 
Como W' es cerrado bajo la adición y la multiplicación escalar, debe contener 
todas las combinaciones lineales de v,, v», . . ., Y, Asi, W' contiene a cada vector 
de W. [) 


Se hace la siguiente definición. 


Definición. SiS = (v,, v,, .. . , v,3 es un conjunto de vectores en un espacio 
vectorial Y, entonces el subespacio W de Y que consta de todas las com- 
binaciones lineales de los vectores en $ se denomina espacio generado por y,, 
Va» + - + > V,, Y se dice que los vectores v;, v,, .. ., v, generan a Y. Para indicar 


que W es el espacio generado por los vectores del conjunto S = ([v,, Y», .. ., Y,) 
se escribe 





W= lin (5) o bien, W= lin (v,,v>,... ,Y,) 


Ejemplo 10 Si v, y v, son vectores no colineales en R3 con puntos iniciales 
en el origen, entonces lin (v,, v,) , que consta de las combinaciones lineales 
kv, + kv,, es el plano determinado por y, y e (figura 5a). De manera seme- 
jante, si y es un vector diferente de cero en R* o R?_ entonces lin (v), que es 
el conjunto de todos los múltiplos escalares kv, es la recta determinada por y 
(figura 55). A 





Figura 5 
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generado (v) 









Generado y es la recta que pasa 
por el origen determinado por y. 


Generado y, , y, es el plano que pasa 
por el origen determinado por Y; y v». 





Ejemplo 11 Los polinomios l, x, x?,...,x” generan el espacio P, definido en 
el ejemplo $5, ya que todo polinomio p en P, se puede escribir como 


P=2¿+4ax+: +a,x” 


Z 


que es una combinación lineal de 1, x, x*,... , x”. Lo anterior se puede denotar 


por 
P, = Generado (1,x,x%...,x") A 


Ejemplo 12 Determinar si v, = (1, 1, 2), v, 5 (1,0, D) y v¿= Q, 1, 3) generan el 
espacio vectorial R?. 


Solución. Es necesario determinar si un vector arbitrario b = (b,, b,, b,) en R3 se 
puede expresar como una combinación lineal 


de los vectores v,, v, y vz. Expresando esta ecuación en términos de las compo- 
nentes se obtiene 


(b,,b,,b,)=k,(1,1,23+ (1,0, 1) +%(2, 1, 3) 
(by, b7, b3)=(k, + ko +2k5, k¡ + k3,2k, + k, + 3k,) 


k, + k,+2k3=b, 
ko + k=b, 
2k, + k, + 3k, = b, 


MA RO O A $% 
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El problema se reduce entonces a determinar si este sistema es consistente 
para todos los valores de 5,, 6, y b3. Por los incisos a) y e) del teorema 4.3.4, este 
sistema es consistente para todo 5,, b, y by si y sólo si la matriz de coeficientes 


kl 2 
A=|1 0 1 
O O. 


es invertible. Pero det(4) = O (comprobar), de modo que 4 no es invertible; en 
consecuencia, v,, Y, y vz no generan R5. A 


Los conjuntos generadores no son únicos. Por ejemplo, dos vectores 
colineales cualesquiera que estén en el plano que se muestra en la figura 5 generan 
el mismo plano, y cualquier vector diferente de cerc que esté sobre la recta de esa 
figura genera la misma recta. La demostración del siguiente teorema útil se deja 
como ejercicio. 


Teorema 5,2,4,81 S = [V¡, Va... VW, Y S = [W¡, Wa, - - - , W, ) son dos 
conjuntos de vectores en un espacio vectorial V, entonces 


Generado 1Y 1, V>z,..., V,j = Generado[W,,W>,...,W¿) 


si y sólo si ¡odo vector en S es una combinación lineal de los vectores en S y, 
reciprocamente, todo vector en S' es una combinación lineal de los vectores en 
S 
a. 





EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 5.2 


1. Usar el teorema 5.2.1 para determinar cuáles de los siguientes conjuntos son subespa- 
cios de R?. 
a) Todos los vectores de la forma (a, 0, 0). 
b) Todos los vectores de la forma (a, 1, 1). 
c) Todos los vectores de la forma (a, b, c), donde b=a + <c. 
d) Todos los vectores de la forma (a, b, c), donde b=a+ew+l1. 


2. Usar el teorema 5.2.1 para determinar cuáles de los siguientes conjuntos son subespa- 
cios de M.,. 
a) Todas las matrices 2 X 2 con elementos enteros. 
b) Todas las matrices 


a b 
c d 


donde a+ b+c+d=0. 
c) Todas las matrices 4 2 X 2 tales que det(4) = 0. 


3. Usar el teorema 5.2.1 para determinar cuáles de los siguientes conjuntos son subespa- 
cios de P,. 
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a) Todos los polinomios a, + a,x + ax” + azx? para los que a, =0. 
b) Los polinomios a, + a,x + a Sd apo para los que a, +a, + a,+a,=0. 


. . 3 
c) Los polinomios a, + a,X + a” + ax” para los que a, 4,, a, y az son enteros. 


d) Los polinomios de la forma a, + a,x, donde a, y a, son números reales. 


4. Usar el teorema 5.2.1 para determinar cuáles de los siguientes conjuntos son subespa- 
cios del espacio F(— 0, 00), 
a) Todas las f tales que Ax) 0 para toda x. b) Todas las f' tales que (0) = 0. 
c) Todas las f' tales que (0) = 2. d) Todas las funciones constantes. 
e) Todas las f'de la forma k, + k, sen x, donde k, y k, son números reales. 


DN 


. Usar el teorema 5.2.1 para determinar cuáles de los siguientes conjuntos son subespa- 
cios de M,,,. 
a) Las matrices A n X n tales que 10) = 0, 
b) Las matrices A n X n tales que A” = —A. 
c) Las matrices 4 n X n tales que el sistema lineal Ax = 0 sólo tiene la solución trivial. 


6. Determinar si el espacio solución del sistema Ax = O es una recta que pasa por el 
origen, un plano que pasa por el origen o sólo es el origen. Si es un plano, encontrar su 
ecuación; si es una recta, encontrar sus ecuaciones paramétricas. 


| l l 2 5 1.2 3 

a) A= 3 —1 0 b)4=] -3 6 9 c)A=|2 5 3 
2 de =) =2 4 -—6 1.0 8 

1 2 =6 L: 4 l ll -=3 1 
d) A=]|1 4 4 e) 4=|2 —-—1 4 DH)A=|2 —6 2 

E 10 6 3 l 11 3 -—9 3 

7. ¿Cuáles de los siguientes vectores son combinaciones lineales de u = (0, —2, 2) y v = 

da =D 
a). (2.2.2) b) (3, 1, 5). c) (0, 4, 5). d) (0, 0, 0). 


8. Expresar cada uno de los siguientes vectores como combinaciones lineales de u = (2, 1, 
4) v= (1, -1,3) yw=, 2, 5). 
a) (-9, —7, -15). b) (6, 11, 6). c) (0, 0, 0). d) (7, 8, 9). 


9. Expresar cada uno de los siguientes polinomios como una combinación lineal de p, = 2 
+tx+4,p,=1-x+32 yp=3+2x +52. 
a) -9- 7x- 15. b)6 + 11x + 6x?. cy 0. d) 7 + 8x + 9x. 


10. ¿Cuáles de las siguientes matrices son combinaciones lineales de 


4-0 [1-1 fo 2 
Li del 

6 —8 00 6 0 -15 
il bo Ed 157 


11. En cada inciso, determinar si los vectores dados generan R?. 


a) v,=(2,2,2), v,=(0,0, 3), v,=(0, 1, 1) 


A 
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b) V, dl (2, id l, 3), Ys al (4, a Z), Y> A (8, 3 ls 3) 
E O A a A O A 
dr, =(0,2,6) v=(3.4,D) v3,=(43,D, v,=(3,3,1) 
12. Sean f = cos” x y g = sen” x. ¿Cuáles de las siguientes funciones están en el espacio 
generado por f y g? 
a) cos 2x. b) 3+x2 e) 1 d) sen x. e) 0. 
13. Determinar st los siguientes polinomios generan P.,. 
p=1-x+2x*, P=3>+x, 
P=5-x+ Ax Py =2= 204 2 


14, Sean Y + (2100.30 5 E META Yo (—1, 0,2, 1). ¿Cuáles de los siguientes 
vectores están en lin (y,, v,, v,37 
232,3 7.3) bj) (0,0, 0,0). e E AIN O DA E d) -4, 6, —13, 4). 

15. Encontrar la ecuación del plano generado por los vectores u = (—1, 1, 1) y v = (3, 4, 4). 


16. Encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta generada por el vector u = (3, —2, 5). 


17. Demostrar que los vectores solución de un sistema no homogéneo consistente de m 
ecuaciones lineales con n incógnitas no forma un subespacio de R”. 


18. Demostrar el teorema 5.2.4. 


19. Aplicar el teorema 5.2.4 para demostrar que 


v, =(1, 6, 4), Y, = (2,4, - 1), Y, =(—1, 2,5) 


<< 


Y =6L.=2 3) w> = (0, 8, 9) 


generan el mismo subespacio de R*. 


20. Una recta L que pasa por el origen en R? se puede representar por ecuaciones 
paramétricas de la forma x = at, y = bt y z= ct. Usar estas ecuaciones para demostrar 
que £ es un subespacio de R”; es decir, si Y, = (Xx, y, 21) y V, = (2), y, z,) Son puntos 
en L y k es cualquier número real, entonces kv, y V, + v, también son puntos en £.. 

21. (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Demostrar que los siguientes conjuntos de 
funciones son subespacios de H(—o0, 0), 

a) Las funciones que son continuas en todas partes. 
b) Las funciones que son derivables en todas partes. 
c) Las funciones que son derivables en todas partes y que satisfacen f + 2f=0. 


22. (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Demostrar que el conjunto de funciones conti- 
nuas f = Ax) sobre [a, b] tales que 


b 
l Ha) dx =0 


es un subespacio de C [a, b]. 


A A O 
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A A a 


5.3 INDEPENDENCIA LINEAL 





En la sección precedente se aprendió que un conjunto de vectores S =4Y;, Wa, ..., 
v,) genera un espacio vectorial VY dado si todo vector en V se puede expresar 
como una combinación lineal de los vectores en S. En general, puede haber más 
de una forma de expresar un vector en V como una combinación lineal de 
vectores en un conjunto generador. En esta sección se estudiarán condiciones en 
las que cada vector en V se puede expresar de manera única como una combina- 
ción lineal de los vectores generadores. Los conjuntos generadores con esta 
propiedad son fundamentales en el estudio de los espacios vectoriales. 





DEFINICIÓN DE Definición. S1 S = LV Va > Y, es un conjunto no vacío de vectores, enton- 
INDEPENDENCIA ces la ecuación vectorial 
LINEAL 


kV + kV) +: +kyv,=0 


F 


tiene por lo menos una solución, a saber, 
. =0, k, =0, 2 k, = 


Si esta es la única solución, entonces $ se denomina conjunto linealmente inde- 
pendiente. Si existen otras soluciones, entonces $ se denomina conjunto lineal- 
mente dependiente. 


Ejemplo 1 Si y, = (2, —1, 0, 3), v, = (1, 2, 5, —1) y v, = (7, —1, 5, 8), entonces 
el conjunto de vectores $ = v,, v,, vz €s linealmente dependiente, ya que 3v, + 
Ejemplo 2 Los polinomios 
p)=1-x p=5+3x-2x% y p,=1+3x-x? 
forman un conjunto linealmente dependiente en P,, ya que 3p, — p, +2p3=0. A 
Ejemplo 3 Considerar los vectores i= (1, 0,0), j=(0,1,0)yk=(0,0, Den R3. 
En términos de las componentes, la ecuación vectorial 
ki+kj+k3k=0 
se convierte en 
Kk;¡(1, 0, 0) + £,(0, 1, 0) + (0,0, 1) =(0,0, 0) 
o equivalentemente, 
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Lo anterior indica que k, =0, k, =0 y kz = 0, de modo que el conjunto 5 = fi, j, k) 
es linealmente independiente. Se puede usar un razonamiento semejante para 
demostrar que los vectores 


e,=(1,0,0,...,0), e,=(0,1,0,...,0) ..., e.=(0,0,0,...,1) 


forman un conjunto linealmente independiente enR”. A 


Ejemplo 4 Determinar si los vectores 
Y, = (1, -2, 3), yv, = (5, 6, —1), Y, = (3,2, 1) 
forman un conjunto linealmente dependiente o un conjunto linealmente indepen- 


diente. 


Solución. En términos de las componentes, la ecuación vectorial 


k¡V¡ + kv) + k3v3=0 
se convierte en 
10, -2, 3) + 445, 6, — 1) + £43, 2, 1) =(0, 0, 0) 
o equivalentemente, 


Igualando las componentes correspondientes se obtiene 


E A E, 
a E 
Ti k, + k3=0 


Así, v,, Y, y Yz forman un conjunto linealmente dependiente si este sistema tiene 
una solución no trivial, o forman un conjunto linealmente independiente sólo si el 
sistema tiene la solución trivial. Resolviendo el sistema se obtiene 


Por tanto, el sistema tiene soluciones no triviales y v,, v, y vz forman un conjunto 
linealmente dependiente. De otra manera, la existencia de soluciones no triviales 
se podría demostrar sin necesidad de resolver el sistema probando que la matriz de 
coeficientes tiene un determinante igual a cero y, en consecuencia, que no es in- 
vertible (comprobar). A 


Ejemplo 5 Demostrar que los polinomios 


Mc mA MO Ni a ii in AAA MUA AO a 


A 
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Solución. Sean 


n 


Po =1, Pp, = X, p, =x?, co.) Py A 


y supóngase que alguna combinación lineal de estos polinomios es Igual a Cero, 
por ejemplo 


AoPo + AP; + 47p2+ 705 +a,p, =0 


o equivalentemente, 


ata xt+axó+:  +a,"=0 para todaxen (->%,%) (1) 
Es necesario demostrar que 


4d =4,=4,='::=a,=0 


ñ 


Para ver que así es, recordar que en álgebra un polinomio diferente de cero de 
grado n tiene cuando mucho » raíces distintas: Pero esto significa que a, = a, = a, 
=***=a_ =0; en caso contrario, por (1) se concluiría que a, + a,x + o 
a,x” es un polinomio diferente de cero con una infinidad de raíces. Á 


La expresión “linealmente dependiente" sugiere que los vectores "dependen" 
entre sí de alguna manera. El siguiente teorema muestra que, de hecho, así es. 


Teorema 5.3.1. Un conjunto $ con dos o más vectores es: 
a) Linealmente dependiente si y sólo si por lo menos uno de los vectores en 8 


puede expresarse como una combinación lineal de los demás vectores en $. 
b) Linealmente independiente si y sólo si ningún vector en $ se puede expresar 
como una combinación lineal de los demás vectores en $. 





Se demostrará el inciso a) y la demostración del inciso b) se deja como ejercicio. 


Demostración de a). Sea S =(v,, V,, . . . , Y, y UN conjunto con dos o más vectores. 
Si se supone que S es linealmente dependiente, entonces existen escalares E 
k,, no todos iguales a cero, tales que 


K,V + K>V> O k,v, 0 (2) 


Para ser específicos, supóngase que k, % 0. Entonces (1) se puede volver a escribir 


como 
E a A 
1 k. 2 k, y, 


que expresa a v, como una combinación lineal de los demás vectores en S. De 
manera semejante, si k; 4 0 en (2) para alguna ¡= 2, 3,... , r, entonces y, se 
puede expresar como una combinación lineal de los demás vectores en S. 
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Recíprocamente, se supone que por lo menos uno de los vectores en $ se 
puede expresar como una combinación lineal de los demás vectores. En concreto, 
supóngase que 


de modo que 


Se concluye que $ es linealmente dependiente, ya que la ecuación 
KV + K>Y> + a Ar kv, = 0 
se satisface por 
k, =1, k, = —C>, >... ».. k.= —C€, 


que no todos son cero. La demostración para el caso en que algún vector diferente 
de v, se puede expresar como una combinación lineal de los demás vectores en 5 
es semejante. [] 


Ejemplo 6 En el ejemplo 1 se vio que los vectores 
yv, = (2, =1, 0, 3), v,= (1, 2,5, —1), y va, =(7, —1,5, 8) 


forman un conjunto linealmente dependiente. Por el teorema 5.3.1. se concluye 
que por lo menos uno de estos vectores se puede expresar como una combinación 
lineal de los otros dos. En este ejemplo, cada vector puede expresarse como una 
combinación lineal de los otros dos, ya que por la ecuación 3v, + v, — Yz = 0 se 
concluye (ver el ejemplo 1) que 


E 1 a = 
YM == +3 Vs VE Vs y v3=3w + Á 


Ejemplo 7 En el ejemplo 3 se vio que los vectores 1 = (1, 0, 0),  =(0, 1,0) y k= 
(0, O, 1) forman un conjunto linealmente independiente. Así, por el teorema 5.3.1 
se concluye que ninguno de estos vectores se puede expresar como una 
combinación lineal de los otros dos. Para ver directamente que esto es así, 
supóngase que es posible expresar a k como 


k =k,1+4)]j 
Entonces, en términos de las componentes, 


(0, 0, 1)=%,(1, 0, 0) + £,(0, 1, 0) 
(0, 0, 1) ll (k,, Ko» 0) 


Pero esta ecuación no se cumple para ninguno de los valores de k, y k,, de modo 
que k no se puede expresar como una combinación lineal de i y j. De manera se- 


, a s RA O A ARANDAS AI En: 
A nal: 


INTERPRETA- 
CIÓN 
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INDEPENDEN- 
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Figura 1 
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mejante, no se puede expresar a i como una combinación lineal de j y k, y no es 
posible expresar a j como una combinación lineal deiyk. Á 


El siguiente teorema establece dos hechos sencillos sobre independencia 
lineal que es importante conocer. 







Teorema 5.3.2, 

a) Un conjunto finito de vectores que contiene al vector cero es linealmente 
dependiente. 

b) Un conjunto con exactamente dos vectores es linealmente independiente si y 

sólo si ninguno de los vectores es un múltiplo escalar del otro. 







Se demostrará el inciso a) y la demostración del inciso b) se deja como ejercicio. 
Demostración de a). Para vectores cualesquiera v,, V,, . . - , V,, el conjunto S = (v,, 
Va, + + - > Y, 03 es linealmente dependiente, ya que la ecuación 

Ov, + 0v, +: +0v,+ 1(0)=0 
expresa a 0 como una combinación lineal de los vectores en S con coeficientes no 


todos iguales a cero. [] 


Ejemplo 8 Las funciones f, = x y f, = sen x forman un conjunto linealmente 
independiente de vectores en F(— 0, 00), ya que ninguna de estas funciones es un 
múltiplo constante de la otra. 


La independencia lineal posee algunas interpretaciones geométricas útiles en R? y 
R?. 


* EnR?oR, un conjunto de dos vectores es linealmente independiente si y 
sólo si los vectores no están en la misma recta cuando se colocan con sus 
puntos iniciales en el origen (figura 1). 





a) b) c) 


Linealmente dependientes. Linezlmente dependientes. Linealmente independientes. 
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* En”, un conjunto de tres vectores es linealmente independiente si y sólo 
si los vectores mo están en el mismo plano cuando se colocan con sus 
puntos iniciales en el origen (figura 2). 





a) b) c) 


Figura 2 Linealmente dependientes. Linealmente dependientes. Linealmente independientes. 


El primer resultado es una conclusión del hecho de que dos vectores son 
linealmente independientes si y sólo si ninguno de ellos es un múltiplo escalar del 
otro. Geométricamente, esto equivale a afirmar que los vectores no están en la 
misma recta cuando se colocan con sus puntos iniciales en el origen. 

El segundo resultado es una conclusión del hecho de que tres vectores son 
linealmente independientes si y sólo si ninguno de ellos es una combinación lineal 
de los otros dos. Geométricamente, esto equivale a decir que ninguno de los 
vectores está en el mismo plano que los otros dos o, de otro modo, que los tres 
vectores no están en un plano común cuando se colocan con sus puntos iniciales 
en el origen (¿por qué?). 

El siguiente teorema muestra que un conjunto linealmente independiente en 
R” puede contener cuando mucho » vectores. 


Teorema 5.3.3, Sea S (= y ,, v,, - . ., v,y un conjunto de vectores en R”. Si r > 


n, entonces S es linealmente independiente. 





Demostración. Se supone que 


Vi = (011, Up», ---,U1,) 
Y), = (UVz¡, Uzo, - > - > Uzy) 
Y. =(V Use Dn) 


Considérese la ecuación 


KV + kV + co +kyv,=0 





INDEPENDENCIA 
LINEAL DE 
FUNCIONES 


TOMA a iv ROI SA PO e to e rn a PEA 
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Si, como se ilustra en el ejemplo 4, ambos miembros de esta ecuación se expresan 
en términos de las componentes y después se igualan las componentes correspon- 
dientes, se obtiene el sistema 


VU, ¡y + U>¡k> E E U,¡K, = 0 
DK; + VaKk> OC y 0D, K, == 0 


Vik; + UznK> a UK, —= 0 


Este es un sistema homogéneo de n ecuaciones en las r incógnitas K,,k,, ...,K,. Como 
r > n, por el teorema 1.2.1 se concluye que el sistema tiene soluciones no triviales. 
Por consiguiente, S= (v,, vz . . ., V,) es un conjunto linealmente dependiente. U 


OBSERVACIÓN. El teorema precedente establece que un conjunto en R? con más 
de dos vectores es linealmente dependiente, y que un conjunto en R? con más de 
tres vectores es linealmente dependiente. 


PARA QUIENES YA ESTUDIARON CÁLCULO 


Algunas veces la dependencia lineal de funciones se puede deducir a partir de 
identidades conocidas. Por ejemplo, las funciones 


f, =sen?x, f, =cos?x y f, =5 
forman un conjunto linealmente dependiente en F(— o, 00), ya que la ecuación 
SE, +5 —£ =5sentx+5 cos” x— 5 = 5S(sení x + cos? x)-5=0 


0 está expresado como una combinación lineal de f,, f, y f¿ con los coeficientes no 
todos iguales a cero. Sin embargo, tales identidades se pueden aplicar sólo en 
situaciones especiales. Aunque no existe ningún método general para establecer 
independencia lineal o dependencia lineal de funciones en F(— 0, 00), a continua- 
ción se desarrollará un teorema que algunas veces se puede aplicar para demostrar 
que un conjunto de funciones dado es linealmente independiente. 

S1f, = 1,00), f, =/,00), ... ,f, =/,(%) son funciones derivables n — 1 veces 
sobre el intervalo (— o, 00), entonces el determinante 


f(x) f(x) A ES 
Wo) = / e Í/ ad E ni) 


o E O 


se llama el wronskiano* de Fi f> .- > f, Como se demostrará en seguida, este 
determinante es útil para averiguar si las funciones f 1» L, .. -, f, forman un con- 
junto linealmente independiente de vectores en el espacio vectorial Cin- DY — 00, 00), 


2584 / Espacios vectoriales generales 


Supóngase, por el momento, que f,, £,, . - . , f, son vectores linealmente 


dependientes en COD (00, 00), Entonces existen escalares k,, k,,...., k,, MO 
todos iguales a cero, tales que 


ELO AAA Af, 00=0 


para toda x en el intervalo (— oo, o). Al combinar esta ecuación con las ecuaciones 
obtenidas al derivar sucesivamente n — 1 veces, se obtiene 


k¡ f(x) + ko fAx) E =0 
A, 


Os a E O a e DO 


n 


Así, la dependencia lineal de f,, f,, ..., f, indica que el sistema lineal 


A) Po) 4) k, [19 
£100) PD 2 4) k, [10 


0 10 + pele Jo 


tiene una solución no trivial para foda x en el intervalo (—«, 0). Esto a su vez 
significa que para toda x en (— oo, 00) la matriz de coeficientes no es invertible o, 
de manera equivalente, que su determinante (el wronskiano) es cero para toda x en 
(—o, 00), Por tanto, si el wronskiano no es idénticamente cero sobre (— oo, 00), 
entonces las funciones f,, f,, . . ., f, deben ser vectores linealmente independien- 
tes en CUE oo. 00), Este es el contenido del siguiente teorema: 










Teorema 3.3.4. Sí las funciones f,, £,, .. ., f, tienen n — 1 derivadas conti- 
nuas sobre el intervalo (— 0, 00) y si el wronskiano de estas funciones no es 
| idénticamente cero sobre (—, 0%), entonces las funciones forman un conjunto 
linealmente independiente de vectores en cu) 00, 00), 





*Józef Maria Hoéne-Wrónski (1776-1853). Matemático y filósofo polaco-francés. Wrónski recibió su 
primera educación en Poznán y Varsovia. Sirvió como oficial de artilleros en el ejército prusiano en una 
sublevación nacional en 1794, fue hecho prisionero por el ejército ruso y una vez liberado estudió filosofia 
en varias universidades alemanas. Se nacionalizó francés en 1800 y terminó por establecerse en París, donde 
efectuó investigaciones en análisis que lo flevaron a publicar algunos artículos matemáticos polémicos y lo 
relacionaron con un famoso juicio sobre cuestiones financieras. Varios años después, su propuesta de 
investigación sobre la determinación de la longitud en el mar fue rechazada por la British Board of 
Longitude y Wrónski volvió a sus estudios sobre filosofía mesiánica. En la década de 18330 investigó 
infructuosamente la factibilidad de que los tractores de oruga compitiesen con el ferrocarril y pasó sus 
últimos años en la pobreza. Bastante de su trabajo matemático estaba atestado de errores e imprecisiones. pero a 
menudo contenía resultados e ideas aislados valiosos. Algunos autores atribuyen este patrón de razonamiento de toda 
la vida a tendencias psicóticas y a una exageración de la importancia de su propio trabajo. 
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Ejemplo 9 Demostrar que f, = x y f, = sen x forman un conjunto linealmente 


independiente de vectores en C L—oo, 22). 


Solución. En el ejemplo 8 se demostró que estos vectores forman un conjunto 
linealmente independiente al observar que ninguno de ellos es un múltiplo escalar 
del otro. Sin embargo, para fines ilustrativos, este mismo resultado se obtendrá 
usando el teorema 5.3.4. El wronskiano es 


sen x 
W(x) = = Xx COS x — sen Xx 


l cosx 








Esta función es diferente de cero para toda x en el intervalo (— o, o) (comprobar), 
de modo que f, y f, forman un conjunto linealmente independiente. Á 


Ejemplo 10 Demostrar que f, = e? y £, 
linealmente independiente de pS en a 00, a 


e” forman un conjunto 


Solución, El wronskiano es 
Le 3% 
Wo)=|0 er 2e*| =2e* 
O e 4e** 


Esta función es diferente de cero para toda x en el intervalo (— %, 00) (comprobar), 
de modo que f,, f, y f, forman un conjunto linealmente independiente. A 


OBSERVACIÓN, El recíproco del teorema 5.3.4 es falso. Si el wronskiano de f,, 
f,, . . ., f es idénticamente cero sobre (— oo, oo), entonces no es posible llegar a 
ninguna conclusión respecto a la independencia lineal de <f,, fa, - - . , f,); este 
conjunto de vectores puede ser linealmente independiente o linealmente 
dependiente. Se omiten los detalles de la demostración. 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 5.3 


1]. Explicar por qué los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes. 
(Resolver este problema por inspección.) 


a) u, =(-1,2,4) y u,=(5, —10, —20)enR” b)u, =(3, —1), u, =(4, 5), uy =(— 4, 7) enR? 


E. y 4 
914=| o 4 y pa |] ¿[ens 


2. Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores en R? son linealmente dependientes? 


a) (4, — 1,2), (- 4, 10, 2) )(4=3..0,4- 15,12% (1,13) 
c) (8, — 1,3), (4,0, 1) d) (2,0, 1), (3, 2, 5), (6, — 1,1), (7,0, —2) 


Cc) p,=3-—2x+x? y p,=6- 4x+2x* enP, 


3. Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores en R* son linealmente dependientes? 
a) (3,8, 7, —3), (1,5,3, -1), (Q, — 1,2, 6), Aa) 
ol (3,3; 0,0), (1,1, 0, -—1) 
c) (0, 3, 6), (-2,0, 0, —6), (0, —4, —2, —2), (0, —8, 4, -4) 
d) (3, 0, a 9) (0,29. 1), 10, =2.=2,0)% (=2, 1,2, 1) 
4. Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores en P, son linealmente dependientes? 


CA il NDA RA ARA Ai LD Lo dea dl tt iio o a 
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a) 2—x+4x*% 3+6x+2x?, 2+ 10x — 4x? b)3+x+x?% 2-x+5x? 4-— 3x? 
c)6=x% 1+x+4x? d) 1+3x+3x% x1+41?%, 5+6x+ 3x2 7+2x-— 1? 


5. Supóngase que v,, Y, Y Y, son vectores en R? cuyos puntos iniciales están en el origen. 
En cada inciso, determinar si los tres vectores son coplanares. 


a) v, = (2, -2,0), v,=(6, 1,4), v¿=(2,0, -4) b) Y, =(—6,7, 2), v, =(3,2, 4), vz, = (4, — 1,2) 


6. Supóngase que v,, Y, y Y, son vectores en R? cuyos puntos iniciales están en el origen. 
En cada inciso, determinar sí los tres vectores son colineales, 
a) vt, =(-1,2,3), vv=(Q, —4, —6), v,=(-3,6,0) b) v =(Q, —1,4), v,= (4,2, 3), v,=Q,7, —6) 
Cc) Y; — (4, 6, 8), Y> — (2, E 4), Y, =(-2, 3, — 4) 


7. a) Demostrar que los vectores vl = (0,3, 1, —1), vV2=(6,0,5, 1) y v3 =(4, -7,1, 3) 
forman un conjunto linealmente dependiente en R4. 
b) Expresar cada vector como una combinación lineal de los otros dos. 


8. ¿Para qué valores reales de A los siguientes vectores forman un conjunto linealmente 
dependiente en R?? 


9. Demostrar que si [Y,, Y, Y3) es un conjunto de vectores linealmente independiente, 
entonces también (v,, v,), (V,, Y3), (Y, V3), (Y,), (v,) y £v,) son linealmente inde- 


pendientes. 

10. Demostrar que si $ = (Yi Va + - «> V,) es un conjunto de vectores linealmente 
independiente, entonces también todo subconjunto no vacío de S es linealmente inde- 
pendiente. 


11. Demostrar que si (v,, v,, v,) es un conjunto de vectores linealmente independiente en 
un espacio vectorial Y y y, es cualquier vector en Y, entonces (v,, V,, Vz, Y,¿3 también 
es linealmente independiente. 


12. Demostrar que si [v,, V,, - - - , Y,) es un conjunto linealmente independiente de 
vectores en un espacio vectorial Y y si v,4,,.. . , Y, son vectores cualesquiera en 
Y, entonces [V,, Y... > Var > - - > Y) también es linealmente independiente. 
> pa r+] n 


13. Demostrar que todo conjunto con más de tres vectores de P, es linealmente depen- 
diente. 


14. Demostrar que si (v,, v,) es linealmente independiente y y, no está en lin (y,, v,), 
entonces (v,, v,, V,) es linealmente independiente. 


15. Demostrar: Para vectores cualesquiera u, v y w, los vectores U — V, Y — W y w — u 
forman un conjunto linealmente dependiente. 


16. Demostrar: El espacio generado por dos vectores en R? es una recta que pasa por el 
origen, un plano que pasa por el origen o el origen mismo. 


17. ¿En qué condiciones un conjunto con un vector es linealmente independiente? 


o ci PS ld LR CI, ROCA NA e A IRC dE RS AR RE ARTO OTI RITO REIR ER * 
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18. ¿Son linealmente independientes los vectores v,, v, y Vz de la figura 3a? ¿Y los de la 
figura 36? Explicar las respuestas. 








(5) Figura 3 


19. Usando las identidades adecuadas donde sea necesario, determinar cuáles de los 
siguientes conjuntos de vectores en F(— o, o») son linealmente dependientes. 


a) 6, 3sen? x, 2 cos? x b) x, cos x c) 1,sen x, sen2x 
d) cos 2x,sen? x, cos? x e) (3—x),x?-— 6x, 5 f) 0, cos? rx,sen? 3 71x 


20. (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Usando el wronskiano, demostrar que los 
siguientes conjuntos de vectores son linealmente independientes. 


a) 1, x, e* b)sen x, cos x, x senx c) e”, xe*, x*%e* dl. 


21. Con el inciso a) del teorema 5.3.1, demostrar el inciso b) del mismo teorema. 


22. Demostrar el inciso b) del teorema 5.3.2. 





5.4 BASE Y DIMENSIÓN 





SISTEMAS DE 
COORDENADAS 
NO RECTAN- 
GULARES 


Es común imaginar a una recta como unidimensional, a un plano como 
bidimensional y al espacio circundante como tridimensional. El objetivo principal 
de esta sección es hacer precisa esta noción intuitiva de dimensión. 





En geometría analítica plana se aprendió a asociar un par de coordenadas (a, b) 
con un punto P en el plano al proyectar P sobre un par de ejes de coordenadas 
perpendiculares (figura la). Mediante este proceso, a cada punto en el plano se 
asigna un conjunto de coordenadas único y recíprocamente, a cada par de coor- 
denadas se asocia un punto único en el plano. Lo anterior se describe afirmando 
que el sistema de coordenadas establece una correspondencia biuniívoca o uno a 
uno entre puntos en el plano y parejas ordenadas de números reales. Aunque los 
ejes de coordenadas perpendiculares son los más comunes, para definir un sistema 
de coordenadas en el plano se puede usar cualquier par de rectas no paralelas. Por 
ejemplo, en la figura 15, al punto P se han asociado las coordenadas (a, b) al 
proyectar P en forma paralela a los ejes de coordenadas no perpendiculares. De manera 
semejante, para definir un sistema de coordenadas en el espacio tridimensional es 
posible usar cualquier terna de ejes de coordenadas no coplanares (figura 1c). 
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Figura 1 
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Coordenadas de P en un sistema | 
de coordenadas rectangulares en 
el espacio bidimensional. 





Coordenadas de P en un sistema de 
coordenadas no rectangulares en el 
espacio tridimensional. 


¡ Coordenadas de P en un sistema de | 
coordenadas no rectangulares en el 
¡espacio bidimensional. 


El primer objetivo en esta sección es ampliar el concepto de sistema de 
coordenadas a espacios vectoriales generales. Para empezar, será de utilidad volver 
a plantear el concepto de sistema de coordenadas en el espacio bidimensional o en 
el espacio tridimensional usando vectores en vez de ejes de coordenadas para 
especificar el sistema de coordenadas. Esto se puede hacer sustituyendo cada eje de 
coordenadas por un vector de longitud 1 que apunte en la dirección positiva del 
eje. En la figura 2a, por ejemplo, v, y v, son tales vectores. Como se ilustra en esa 
figura, si P es cualquier punto en el plano, el vector OP se puede escribir como una 
combinación lineal de y, y v, proyectando P en forma paralela a v, y v, a fin de que 
OP sea la diagonal del paralelogramo determinado por los vectores av, y bv,. 


OP = av, + by, 


Resulta evidente que los números a y b en esta fórmula vectorial son precisamente las 
coordenadas de P en el sistema de coordenadas de la figura 15. De manera semejante, 
las coordenadas (a, b, ec) del punto P en la figura ic se pueden obtener al expresar OP 
como una combinación lineal de los vectores que se muestran en la figura 26. 


cv3 





fa, b, 0) 





avi 
Figura 2 a) b) 


En términos informales, los vectores que especifican un sistema de coorde- 
nadas se llaman "vectores básicos” de ese sistema. Aunque en el análisis prece- 
dente se utilizaron vectores básicos de longitud 1. dentro de poco se verá que ésto 
no es esencial: basta usar vectores diferentes de cero de cualquier longitud. 


A 


Figura 3 
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Las escalas de medición a lo largo de los ejes de coordenadas son ingredientes 
esenciales de cualquier sistema de coordenadas. En términos generales, se intenta usar 
la misma escala en cada eje y situar los puntos enteros sobre los ejes a una distancia de 
1 unidad entre sí. Sin embargo, esto no siempre es práctico o apropiado: para ajustar 
una gráfica particular sobre una página impresa o para representar cantidades físicas 
con varias unidades en el mismo sistema de coordenadas (tiempo en segundos sobre un 
eje y temperatura en cientos de grados sobre otro eje, por ejemplo) son necesarias 
escalas desiguales o escalas en que la distancia entre los puntos enteros sea mayor O 
menor que 1 unidad. Cuando un sistema de coordenadas se especifica mediante un 
conjunto de vectores básicos, entonces las longitudes de estos vectores corresponden a 
las distancias entre puntos enteros consecutivos sobre los ejes de coordenadas (figura 3). 
Así, lo que define las direcciones positivas de los ejes de coordenadas son las 
direcciones de los vectores básicos, y lo que establece las escalas de medición son 
las longitudes de los vectores básicos. 








Escalas diferentes. Ejes oblicuos. 


La siguiente definición clave hace más precisas los conceptos anteriores y permite 
ampliar el concepto de sistema de coordenadas a espacios vectoriales generales. 
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BASE DE UN 
ESPACIO 
VECTORIAL 


COORDENADAS 
RESPECTO A 
UNA BASE 


Definición. Si Y es cualquier espacio vectorial y S = (v,, V,, . . - , Y, ) es un 
conjunto de vectores en V, entonces $ se llama base de V si se cumplen las dos 
condiciones siguientes: 


a) Ses linealmente independiente. 
b) S genera a Y. 





Una base es la generalización de espacio vectorial de un sistema de 
coordenadas en el espacio bidimensional y en el espacio tridimensional. El si- 
guiente teorema ayudará a ver por qué es así. 


| Teorema 5.4.1. Si S = Lv, ias y.) es una base de un espacio vectorial Y, 


entonces todo vector v en V se puede expresar en forma única como Y = Cv; + 
CY) A CnV y 





Demostración. Como $ genera a !, por la definición de conjunto generador se 
concluye que todo vector v en Y se puede expresar como una combinación lineal 
de los vectores en S. Para ver que sólo existe una manera de expresar un vector 
como una combinación lineal de los vectores en 5, supóngase que algún vector v se 
puede escribir como 


VECES EN 
y también como 
V=KV) + kV) +00 +kv 


nn 


Restando la segunda ecuación de la primera se obtiene 


D= (0, —k,), + (0), — k2)v2 +00 +(c, — kV, 


Como el miembro derecho de esta ecuación es una combinación lineal de vectores 
en $, la independencia lineal de S indica que 


es decir, 


Cc =K;, Cc, =Kk,), bá CA 
Así, las dos expresiones para v son iguales. [] 


Si S= (v;, Vo, - - . > Y, Jes una base para un espacio vectorial Y y 


VE=C¡V¡ HCV) 700 EC, v 


nn 


es la expresión que describe un vector v en términos de la base $, entonces los 
escalares C,, Ca, . . . , Cy Se denominan coordenadas de y respecto a la base $. El 


O A A 


Figura 4 
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vector (c,, C,, . . . , €, ) en R” que se obtiene a partir de estas coordenadas se llama 
vector de coordenadas de y con respecto a $; se denota por 

(V)s = (Ci) €, + - + > Cn) 


OBSERVACIÓN. Se debe notar que los vectores de coordenadas no sólo dependen 
de la base S, sino también del orden en que se escriben los vectores básicos; un 
cambio en el orden de los vectores básicos da por resultado un cambio corres- 
pondiente en el orden de los elementos en los vectores de coordenadas. 


Ejemplo 1 En el ejemplo 3 de la sección precedente se demostró que si 
i = (1, 0, 0), j=(0, 1, 0), y k = (0, 0, 1) 


entonces S = (i, j, k) es un conjunto linealmente independiente en R?. Este 
conjunto también genera a R3, ya que cualquier vector v = (a, b, c) en R? se puede 
escribir como 


v= (a, b, c) = a(1, 0, 0) + £(0, 1, 0) +c(0, 0, 1) =ai+bj+ck (1) 


Así, S es una base de R3: se denomina base estándar de R3. Al observar los 
coeficientes de i, j y k en (1), se concluye que las coordenadas de yv respecto a la 
base estándar son a, b y c, de modo que 


(v)s == (a, b, c) 
Comparando este resultado con (1) se observa que 


v = (v)s 


Esta ecuación establece que las componentes de un vector v con respecto a un 
sistema de coordenadas rectangulares xyz y las coordenadas de y con respecto a la 
base estándar son las mismas; así, el sistema de coordenadas y la base producen 
precisamente la misma correspondencia uno a uno entre puntos en el espacio 
tridimensional y ternas ordenadas de números reales (figura 4). A 
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Los resultados del ejemplo anterior son un caso especial de los que se 
presentan en el siguiente ejemplo. 


BASE Ejemplo 2 En el ejemplo 3 de la sección precedente se demostró que si 
ESTANDAR 
n 
cios e, =(1,0,0,...,0), e,=(0,1,0,...,0) ..., e,=(0,0,0,...,1) 
entonces 


S=(€1, €, --. €) 


2 An 


es un conjunto linealmente independiente de R”. Este conjunto también genera a 
R", ya que cualquier vector v = (v,, V,, . . ., v,) en R” se puede escribir como 


V=0,€, +U,€,+>*:*+0U,€, (2) 


Así, S es una base de R”; se denomina base estándar de R”. Por (2) se con- 


cluye que las coordenadas de v = (v,, V,, . . . , V, ) respecto a la base estándar 
Son V,, Vz, - . - , V,, de modo que 
(v)s = (01, Ud. ..> U,,) 


Como en el ejemplo 1, aquí también se tiene que 


v = (v)s 


de modo que un vector y y su vector de coordenadas con respecto a la base 
estándar de R” son iguales. A 


OBSERVACIÓN. En otro ejemplo se verá que un vector y su vector de coordenadas 
no son los mismos; la igualdad observada en los dos ejemplos precedentes es una 
situación especial que ocurre sólo con la base estándar de R”. 


OBSERVACIÓN. En R? y en R?, los vectores estándar básicos suelen denotarse por 
i, j y k, en vez de por e,, €, y e,. Aquí se usarán ambas notaciones, dependiendo 
de la situación particular. 


Ejemplo 3 Sean y, = (1, 2, 1), v, = Q, 9, 0) y vz = (3, 3, 4). Demostrar que el 
conjunto $ = y,, v,, vz es una base de R?. 


Solución. Para probar que el conjunto S genera a R? es necesario demostrar que 
un vector arbitrario b = (b,, b,, bz) se puede expresar como una combinación 
lineal 


b=C,V; + C3V) + C3V5 
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de los vectores en S. Expresando esta ecuación en términos de las componentes se 
obtiene 


(01, ba, by) = ci(l, Za 1) si ca2, 9, 0) ES cx(3, 3 4) 


(01, b»,, b3) =(c, + 20, + 3c3, 2c, + 9c, + 3c3, Cc, + 4c3) 


o bien, igualando las componentes correspondientes, 


C; +20 + 3cy =0b, 
201 + 9c, + 3cy = b, (3) 
C1 + Ac; = b, 


Así, para probar que S genera a R? es necesario demostrar que el sistema (3) tiene 
una solución para todas las elecciones de b = (5,, b,, bz). 

Para probar que S es linealmente independiente, se debe demostrar que la 
única solución de 


Civ + 0712 +0313=0 (4) 


es c, =C, =C, = 0. Como antes, si (4) se expresa en términos de las componentes, 
entonces la comprobación de la independencia lineal se reduce a demostrar que el 
sistema homogéneo 


c, +2c,+3c3=0 
2c, +9c,+ 3c3=0 (5) 

Ey +4c,=0 
sólo tiene la solución trivial. Obsérvese que los sistemas (3) y (5) tienen la misma 
matriz de coeficientes. Así, por los incisos a), b) y g) del teorema 4.3.4 se puede 


probar en forma simultánea que S es linealmente independiente y que genera a R? 
al demostrar que en los sistemas (3) y (5) la matriz de coeficientes 


O 0D Un 
Rh UU uu 
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de modo que $ es una base para R?. A 
Ejemplo 4 Sea S= [v,, v,. vz) la base de R? en el ejemplo precedente. 


a) Encontrar el vector de coordenadas de v = (5, —1, 9) con respecto a $. 
b) Encontrar el vector v en R? cuyo vector de coordenadas con respecto a la base 
Ses (v)g= (1, 3, 2). 


Solución de a). Es necesario encontrar escalares c,, c,, cz tales que 
V=C€¡V) + C2V)2 5 CgV) 
o bien, en términos de las componentes. 
(5, —1,9)=c,(1, 2, 1) + c,(2, 9, 0) + c43,3, 2 
Igualando las componentes correspondientes se obtiene 


Ci ER 2C, + 3cy > 5 
ZzÓ, + 9c, + 303 = —]1 


Ci +4c= 9 


Resolviendo este sistema se obtiene c, = 1, c, = —1, cz = 2 (comprobar). Por 
consiguiente, 


(v)s = (1, — E 2) 


Solución de b). Aplicando la definición del vector de coordenadas (v)s, se 


obtiene 
= (- 110,2, 1)+30Q0,9,0)+2(3,3,4)=(11,31,7) A 
Ejemplo 5 
a) Demostrar que S=(1,x,x%,...,x”)] es una base para el espacio vectorial P, 


de polinomios de la forma a, + a,x+...+a,x”. 
b) Encontrar el vector de coordenadas del polinomio p = a, + a¡x + ax? con 
respecto a la base S= (1, x, %) para P,. 


Solución de a). En el ejemplo 11 de la sección 5.2 se demostró que S genera a 
P,, y en el ejemplo 3 de la sección 5.3 se demostró que $ es un conjunto 
linealmente independiente. Así, S es una base para P, se denomina base estándar 
para P.. 


Solución de a). Las coordenadas de p = a, + ayx + ax? son los coeficientes 
escalares de los vectores básicos l, x y x?. de modo que (p)s = (aj, a,, a,). Á 





DIMENSIÓN 
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Ejemplo 6 Sean 


1.0 O 1 0.0 00 
A 


El conjunto S = (M,, M,, My, M4) es una base para el espacio vectorial M,, de 
matrices 2 X 2. Para constatar que S genera a A,,, Obsérvese que un vector 


(matriz) cualesquiera 
a b 
c d 
se puede escribir como 
a b 1.0 O 1 0 0 0 0 
= +d 
led orale ore ojete 
= aM, + bM, + cM;, + dM, 


Para constatar que 5 es linealmente independiente, supóngase que 


10] ,fo 1], foo], Fo o]_fo o 
Soo o ol "lr o o 1 [oo 


Se concluye que 
a b| 100 
c dj |0 0 


Así, a=b=c=d=0, de modo que $ es linealmente independiente. La base S en 
este ejemplo se denomina base estándar para M,,. De manera más general, la 
base estándar para M,, consta de las mn matrices diferentes que tienen un solo 1 
y cuyos elementos restantes son ceros. Á 


Es decir, 


Ejemplo 7 SiS = [v,, v,, . . ., v,) es un conjunto linealmente independiente en 
un espacio vectorial V, entonces 5 es una base para el subespacio lin ($), ya que 
por definición de lin (S) el conjunto $ genera a lin (5). A 








Definición. Se dice que un espacio vectorial Y diferente de cero es de dimensión 
finita si contiene un conjunto finito de vectores v,, Y, . . . , v, que forma una 
base. Si es así, se dice que V es de dimensión infinita. Además, se considera 
| que el espacio vectorial cero es de dimensión finita. | 










Ejemplo 8 Por los ejemplos 2, 5 y 6, los espacios vectoriales R”, P* y M ,, Son de 
dimensión finita. Los espacios vectoriales F(— 0%, 0), C(—0, 0), CM(—0, 00) 
y C2 (— 0, 0) son de dimensión infinita (ejercicio 23). A 
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El siguiente teorema proporciona la clave del concepto de dimensión. 









Teorema 5.4.2. Si Ves un espacio vectorial de dimensión finita y [v,, V,, . 
v, ) es cualquier base, entonces: 


aj) Todo conjunto con más de n vectores es linealmente dependiente. 
b) Ningún conjunto con menos de n vectores genera a V, 


Demostración de a). Sea S = [w,, W,, . . . , W, ) cualquier conjunto de m vectores 
en Y, donde m > n. Se quiere demostrar que $” es linealmente dependiente. Como 
e O v, ) es una base, todo w, se puede expresar como una combina- 
ción lineal de los vectores en S, por ejemplo 


W>, = ayY; + OY) +00: + Anv, 


(6) 


wW = QimWV1 + dam Yo + ota 


m 


Para demostrar que S' es linealmente dependiente, es necesario encontrar escalares 


Ki, Ka, . - - » K,,, no todos cero, tales que 


k ¡W¡ +k,W,+:::+k,w, =0 (7) 


Usando las ecuaciones en (6), la expresión (7) se puede volver a escribir como 
(K,911 + 2413 +0 0054 Kn V 1 
(A 071 + k2429 40005 Ka Y V > 


Así, a partir de la independencia lineal de $, el problema de demostrar que $' es un 
conjunto linealmente dependiente se reduce a probar que existen escalares X,, k,, ....., 
Kk,,, MO todos cero, que satisfacen 


aX; + ak» ES + Aimkm e 0 


ak; + Ark) qe A Arm Kn == 0 (8) 


mk; AY Ark E 17 HN A E 0 


Pero (8) contiene más incógnitas que ecuaciones, de modo que la demostración está 
completa, ya que el teorema 1.2.1 garantiza la existencia de soluciones no triviales. 


Demostración de b). Sea S =L[w,, W,, - . - , W,,y cualquier conjunto de 11 vectores 
en V, donde m < n. Se quiere demostrar que S* no genera a V. La demostración 
será por contradicción: Se demostrará que suponiendo que S' genera a V se llega a 
una contradicción de la independencia lineal de [v,, v,, . .., Y,,)- 
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Si S' genera a Y, entonces todo vector en Y es una combinación lineal de los 
vectores en S'. En particular, cada vector básico v, es una combinación lineal de 
los vectores en 5”, por ejemplo, 


Y; 0 41 W; + 421W> + A sí Amat W mm 
Y> = a12W; an 422W> A 4 m2W m (9) 
Y, = 0jWy E Oo Wo TEC Win 
Para obtener la contradicción, se demostrará que existen escalares X,,k,, .. . , Ky,, 
no todos cero, tales que 
KV; Ek Vo +0 +k,v,=0 (10) 


Pero obsérvese que (9) y (10) son de la misma forma que (6) y (7), excepto que se 
han intercambiado m y n, así como las w y las v. Por tanto, los cálculos con los 
que se llegó a (8) ahora producen 


ak; + a19Kk) IN + AinK y 0 0 
4,¡Kk; + Ak, +o. .+ Ar K == 0 


Op + AmoK A O unKk == 0 


Este sistema lineal contiene más incógnitas que ecuaciones y por el teorema 1.2.1, 
posee soluciones no triviales. [|] 


Del teorema precedente se deduce que si S = ([v,, v,, . . . , Y, ) €s cualquier 
base para un espacio vectorial Y, entonces todos los conjuntos en Y que 
simultáneamente generan a V y son linealmente independientes deben tener preci- 
samente n vectores. Así, todas las bases de Y deben tener el mismo número de vec- 
tores que la base arbitraria S. Esto lleva al siguiente resultado, que es uno de los 
más importantes en álgebra lineal. 


Teorema 5.4.3. Todas las bases de un espacio vectorial de dimensión finita 


tienen el mismo número de vectores. 





Para ver cómo se relaciona este teorema con el concepto de "dimensión", 
recuérdese que la base estándar para R” tiene n vectores (ejemplo 2). Así, el 
teorema 5.4.3 indica que todas las bases de R” tienen n vectores . En particular, 
cualquier base para R? tiene tres vectores, cualquier base para R? tiene dos 
vectores, y cualquier base para R* (R) tiene un vector. Intuitivamente, R3 es 
tridimensional, R? (un plano) es bidimensional, y R (una recta) es unidimensional. 
Así, para espacios vectoriales conocidos, el número de vectores que hay en una 
base es igual a la dimensión. Este hecho sugiere la siguiente definición. 
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Definición. La dimensión de un espacio vectorial Y de dimensión finita, de- 
notada por dim(V), se define como el número de vectores que hay en una base 
de Y. Además, por definición, el espacio vectorial cero es de dimensión cero. 







Ejemplo 9 


dim(R") =n La base estándar tiene n vectores (ejemplo 2). 
dim(P,)=n +1 La base estándar tiene 21 + 1 vectores (ejemplo 5). 
dim(M,,) = mn La base estándar tiene mn vectores (ejemplo 6). 


Ejemplo 10 Determinar una base para y la dimensión del espacio solución del 
sistema homogéneo 


2x3 pps 2X> a X3 + As == 0) 
Xi =x5=0 


X3 + xitxs=0 


Solución. En el ejemplo 6 de la sección 1.2 se demostró que la solución general 
del sistema dado es 


Xy == — No É, Xa 7 S, X3 2. == Xa4 ER 0, X5 a ¿ 


Por consiguiente, los vectores solución se pueden escribir como 


a st =$ ni — 1 — 1 
X> S $ 0 l 0 
x3|=|-— = 0O|+|-:[|=s 0O|++<é| —1 
Xa 0 0 0 0 0 
A % 0 Í 0 ¡ 
lo cual demuestra que Jos vectores 

— 1] 1 

1 0 

v, = 0 y v)=]|-1 

0 0 

0 l 


generan el espacio solución. Como también son linealmente independientes (com- 
probar), [v,, v,) es una base y el espacio solución es bidimensional. Á 


ALGUNOS 
TEOREMAS 
FUNDAMENTA- 
LES 
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El resto de esta sección se dedicará a una serie de teoremas que revelan las sutiles 
relaciones que hay entre los conceptos de generación, independencia lineal, base y 
dimensión. Estos teoremas no son ejercicios vanos de matemáticas teóricas; por el 
contrario, son esenciales para comprender los espacios vectoriales y muchas apli- 
caciones prácticas del álgebra lineal se basan en ellos. 

El siguiente teorema, que en este libro se denomina Teorema Más/Menos, 
establece dos principios básicos en los que se basan la mayoría de los teoremas 
subsecuentes. 


Teorema 5.4.4. (Teorema Más/Menos). Sea S un conjunto no vacio de vecto- 
res en un espacio vectorial Y. 


a) SiS es un conjunto linealmente independiente y v es un vector en V que no 
pertenece a lin (S), entonces el conjunto que se obtiene al incluir yv en S 


aún es linealmente independiente. 

by Si ves un vector en $ que se puede expresar como una combinación lineal 
de los demás vectores en S, y si S — £v)l denota el conjunto que se obtiene 
al quitar y de $, entonces S y S — [vj generan el mismo espacio; es decir, 





lin (S) =lin(S — 4vy 


La demostración se pospone hasta el final de la sección para poder estudiar de in- 
mediato las consecuencias del teorema. Sin embargo, el teorema se puede repre- 
sentar en R? como sigue: 


a) Un conjunto S de dos vectores linealmente independientes en R? genera un 
plano que pasa por el origen. Si S se aumenta insertando cualquier vector y 
fuera de este plano (figura 5a), entonces el conjunto resultante de tres vectores 
todavía es linealmente independiente, ya que ninguno de los tres vectores está 
en el mismo plano que los otros dos. 

b) Si S es un conjunto de tres vectores no colineales en R? que están en un plano co- 
mún que pasa por el origen (figura 5b), entonces los tres vectores generan el plano. 
Sin embargo, si de $ se quita cualquier vector y que sea una combinación lineal de 
los otros dos, entonces el conjunto restante de dos vectores sigue generando el plano. 





Ninguno de los tres 


vectores está en el mismo 
plano que los otros dos. 





Figura $ 


IA A A A A ln rat 








Cualquiera de los vectores 
se puede eliminar y los dos 
restantes siguen generando 
el plano. 


Cualquiera de los vectores colineales 
se puede eliminar y los dos restantes 
siguen generando el plano. 







300 / Espacios vectoriales generales 


En general, para probar que un conjunto de vectores (v,, v», . - - , Y, ) es una 
base de un espacio vectorial Y, se debe demostrar que los vectores son linealmente 
independientes y generan a V. Sin embargo, si se sabe que la dimensión de V es n 
(de modo que ([v,, Y,, . - - , Y, ) contiene el número adecuado de vectores para una 
base), entonces basta verificar ya sea, la independencia lineal o la generación: la 
otra condición se cumple automáticamente. Este es el contenido del siguiente 
teorema. 


Teorema 5.4.5, Si V es un espacio vectorial de dimensión n y si $ es un 


conjunto en V con exactamente n vectores, entonces $ es una base de V si Y 
genera a Vo si S es linealmente independiente. 





Demostración. Supóngase que S contiene exactamente n vectores y que 
genera a V. Para probar que S es una base es necesario demostrar que S es un 
conjunto linealmente independiente. Pero si no es así, entonces algún vector y 
en 5 es una combinación lineal de los demás vectores. Si este vector se quita 
de S, entonces por el Teorema Más/Menos (teorema 5.4.4b) se concluye que el 
conjunto restante de n — 1 vectores aún genera a V. Pero esto es imposible, ya 
que por el teorema 5.4.2b se deduce que ningún conjunto con menos de » 
vectores puede generar un espacio vectorial de dimensión n. Así, S es lineal- 
mente independiente. | 

Supóngase que $ contiene exactamente » vectores y que es un conjunto 
linealmente independiente. Para probar que S es una base se debe demostrar 
que S genera a V. Pero si ésto no es así, entonces en V existe un vector y que 
no está en lin ($). Si este vector se incluye en $, entonces por el Teorema 
Más/Menos (teorema 5.4.4a) se concluye que este conjunto de 1 + 1 vectores 
aún es linealmente independiente. Pero esto es imposible, ya que por el 
teorema 5.4.2a se concluye que ningún conjunto con más de n vectores en un 
espacio de dimensión rn puede ser linealmente independiente. Asi, $5 genera a 


VU 
Ejemplo 11 


a) Demostrar por inspección que v, = (-3, 7) y v, = (5, 5) forman una base para 
RE 

b) Demostrar por inspección que v, = (Q, 0, —1), v, = (4, 0, 7) y v¿= (—1, 1, 4) 
forman una base para R”. 


Solución de a). Como ninguno de los vectores es un múltiplo escalar del otro, los 
dos vectores forman un conjunto linealmente independiente en el espacio bidi- 
mensional R? y, entonces, por el teorema 5.4.5, forman una base. 


Solución de b). Los vectores v, y v, forman un conjunto linealmente indepen- 
diente en el plano xz (¿por qué?). El vector vz está fuera del plano xz, de modo que 
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el conjunto (v,, v,, Y3) también es linealmente independiente. Como R? es 
tridimensional, el teorema 5.4.5 indica que ([v,, v,, vz) es una base para RA 


El siguiente teorema muestra que para un espacio vectorial Y de dimensión 
finita todo conjunto que genera a V contiene una base para V, y que todo conjunto 
linealmente independiente en Y forma parte de alguna base para /. 


Teorema 5.4.6. Sea S un conjunto de vectores en un espacio vectorial V de 
dimensión finita. 
a) Si S genera a V pero no es una base de V, entonces $ se puede reducir a 


una base de V quitando de S los vectores adecuados. 
by) SiS es un conjunto linealmente independiente que ya no es una base para 
V, entonces S se puede agrandar hasta constituir una base para V 


> 


insertando en S los vectores apropiados. 





Demostración de a). Si S es un conjunto de vectores que genera a Y pero no 
es una base para Y, entonces $ es un conjunto linealmente dependiente. Así, 
algún vector v en S se puede expresar como una combinación lineal de los 
demás vectores en S. Por el Teorema Más/Menos (teorema 5.4.4b), es posible 
quitar v de S y el conjunto resultante S' sigue generando a Y. Si S' es lineal- 
mente independiente, entonces S' es una base para V y ya se ha terminado. Si 
S'es linealmente dependiente, entonces es posible quitar de S' algún vector 
adecuado a fin de obtener un conjunto S' * que siga generando a Y. Se puede 
continuar quitando vectores de esta manera hasta que, por último, se llega a 
un conjunto de vectores en $ que sea linealmente independiente y genere a Y. 
Este subconjunto de S es una base para Y. 


Demostración de b). Supóngase que dim(V) = n. Si S es un conjunto linealmente 
independiente que no es una base para /, entonces S no genera a V y existe un 
vector y en Y que no está en lin (S). Pero por el Teorema Más/Menos (teorema 
5.4.4a), es posible insertar v en S, y el conjunto resultante S' aún es linealmente 
independiente. Si S' genera a Y, entonces S' es una base para V y ya se ha 
terminado. Si S' no genera a Y, entonces es posible insertar un vector apropiado en 
S' para obtener un conjunto S” que siga siendo linealmente independiente. Es 
posible continuar insertando vectores de esta manera hasta que se llega a un 
conjunto con r» vectores linealmente independientes en Y. Por el teorema 5.4.5, 
este conjunto es un base para V. [] | 


En la siguiente sección se dan ejemplos numéricos que ilustran el teorema 
precedente. 

Esta sección concluye con un teorema que muestra que la dimensión de un 
subespacio de un espacio vectorial Y no puede exceder la dimensión de Y mismo, y 
que la única forma en que un subespacio puede tener la misma dimensión que Y es 
cuando el subespacio es todo el espacio vectorial Y. En la figura 6 se ilustra esta 
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Figura 6 


an 
(dimensión 0). | e 


idea para R?. En esa figura se observa que aumenta la dimensión de subespacios 
sucesivamente más grandes. 


Recta que pasa por el origen | 


(1-unidimensiona!) | 








Plano que pasa 
por el origen 
(2- bidimensional) 










R9 
(3-tidimensional). 


Teorema 5.4.7. Si W es un subespacio de un espacio vectorial V de dimensión 





finita, entonces dim(W) < dim(V), además, si dim(W) = dim(V), entonces W = V. 


Demostración. Sea S=([w,, W;,, . . . , W,, ) una base para W. 5 puede ser una 
base para Vo no. Si es así, entonces dim(W) = dim(V) = m. Si no es así, entonces, 
por el teorema 5.4.6b, es posible agregar vectores al conjunto linealmente 
independiente $ a fin de convertirlo en una base para Y de modo que dim(W) < 
dim(V). Por tanto, dim(W) < dim(M) en todos los casos. Si dim(W) = dim(V), 
entonces $ es un conjunto de m vectores linealmente independientes en el espacio 
vectorial Y de dimensión +; por tanto, debido al teorema 5.4.5, $ es una base para 
Y. Esto significa que W = Y (¿por qué?). [] 


MÁS DEMOSTRACIONES 


Demostración del teorema 5.4.44 Supóngase que S = (v,, v,, ..., V,) es un con- 
junto linealmente independiente de vectores en Y y que v es un vector en Y fuera 
de lin (S). Para probar que S' = ([v;, Ya... Y vj es un conjunto linealmente 
independiente, es necesario demostrar que los únicos escalares que satisfacen 


kv Ho va) + oc kv +k .¡v=0 (1D) 


sonk, =k,=...=k,=Kk,,] = 0. Pero se debe tener que k,,, = 0; en caso 
contrario, y se podría despejar en (11) como una combinación lineal de v,, v,, .. -., 
y,, contradiciendo la hipótesis de que y es un vector que no pertenece a lin (5). 
Asi, (11) se simplifica a 


KV +k,v) +: +k.wv,=0 (12) 
lo cual, debido a la independencia lineal de v,, vz, ..., Yy> significa que 
k, =k,=:::=k,=0. 


O 
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Demostración del teorema 5,4.4b Supóngase que S = [V,, Y), . - - > V,j €s un 
conjunto de vectores en Y y, para ser específicos, supóngase que v, es una 
combinación lineal de v,, Y, . . . , V, 1, POr ejemplo 

VA TFR E Eo (13) 


Se quiere demostrar que si v, se quita de S, entonces el conjunto de vectores restante 
[V,> Va -- + > Y,_1) Sigue generando a lin (5); es decir, se debe demostrar que todo 


vector w en lin (S) se puede expresar como una combinación lineal de [v,, v», ..., 
v F Pero si w está en lin (5), entonces w se puede expresar en la forma 
e 


wW = KV + KV) + As + ¡pot + kv, 
o bien, sustituyendo en (13) 
W= KV + K>V> qe + Kko-1Vr-—1 =R K,(C¡v eL CV) +. ..+ A e 1) 


que expresa a w como una combinación lineal de v,, V,, ...,V,_4. 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 5.4 


pa 


. Explicar por qué los siguientes conjuntos de vectores no son bases de los espacios 


vectoriales indicados. (Resolver este problema por inspección.) 
a) u, = (1,2), u, = (0, 3), u, = (2, 7) para R* 

b)u, =(—1,3,2), u, =(6, 1, 1) para R? 

c)p =1+x+x32 p,=x- l para P, 


1 1 6 0 
d Á — , B == , 
) P a Al 0! 
. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores son bases para R?? 


b) (4, 1), (7, —8) c) (0,0),(1,3) — (d) 3, 9), (-4, — 12) 
. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores son bases para R?? 


a) (2, 1), (3, 0) 


3 
7 4 2 


7 1 
E= 2.9 para Mo, 


a) (1, 0, 0), Q, 2, 0), (3, 3, 3) b) (3, 1, -4), Q,S, 6), (1, 4, 8) 
c) (2, 3, 10 (4, E 1, (0, la 1) d) (1, 6, 4), 2: 4, =— 1), (Es E Z 5) 


. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores son bases para P,? 


a) 1-3x+2x?%,1+x+4x?, 1 -7x db) 4+6x+x?% —-1+4x+2x?,5+2x-—x? 


Cc) l+x+x%x+x?, 
. Demostrar que el siguiente conjunto de vectores es una base para M»,: 


3 6 
3 -6| 


. Sea Y el conjunto generado por y 


x? d) -4+x+3x2,6+5x+2x?, 8 + 4x + x? 


O LA 


= sen? x, y, = cos 2x. 


E. 
cos” x, Y, , Ya 


l 


a) Demostrar que $ = [v,, v,, vz) no es una base para Y. 
b) Determinar una base para Y. 


. Encontrar el vector de coordenadas de w con respecto a la base $ = (u,, u,)para R” 
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a) 4, =(1,0), 4 =(0,1) w=(3, —7) b) qu, = (2, —4), 1) = (3,8), w=(l, 1) 
c) u, = (1,1), u,=(0, 2); w= (a, b) 


8. Hallar el vector de coordenadas de y con respecto a la base S= [v,, v,, V¿). 
a) Y=Q, -—1,3)% v,=(1,0,0), v,=(Q, 2,0), v, =(3,3,3) 
b) Y =(5, — 12,3), v, =(1,2,3), v, = (—4,5, 6), vz =(7, —8, 9) 
9. Encontrar el vector de coordenadas de p con respecto a la base S = (p,, P,, Py). 
a) p=4-3x+x% p =1, p=x, p,=x* 
bp=2-x+x32%p=!l+xp=1+x3%p=x+x 
10. Determinar el vector de coordenadas de A con respecto a la base 5 = 14,, Á,, ze Az): 


2 0 =1. 4 lo 1 0 0 0.0 
e ' A , e : = ] — 
ANI A E O 


En los ejercicios del 11 al 16, determinar la dimensión y una base para el espacio solución 
del sistema. 


11. xXx xa3=0 12. 3, +x+x3+:=0 13. x,—4x,+3x,- x,=0 
=2x, = Xx +2x,=0 o a o a PA 2x, — 8x>+ 6x3 —- 2x,4=0 
e + x3=0 

14. x,-—3x+ x,=0 15. 2x, +x,+ 3x3=0 16. x+ y+ 2=0 
2x, 7 6x, + 2x,=0 Xi + 5x,=0 3x + 2y-22=0 
3x, —-9x,+3x,=0 x + x3=0 4x+3y- z=0 

6x + 5Sy+ z= 


17. Determinar bases para los siguientes subespacios de R”. 
a) El plano 3x — 2y + 5z=0, 
b) El plano x — y =0. 
c) La recta x = 2f, y = —f,z= 4t. 
d) Todos los vectores de la forma (a, b, c), donde b=a+ cc. 


18. Dar las dimensiones de los siguientes subespacios de R?. 
a) Todos los vectores de la forma (a, b, e, 0). 
b) Todos los vectores de la forma (a, b, c, d), donde d=a+byc=a- b. 
c) Todos los vectores de la forma (a, b, c, d), donde a=b=c=d. 


19. Determinar la dimensión del subespacio de P, que consta de todos los polinomios a, + 
ax + ase EN ae para los que a, = 0. 


20. Encontrar un vector estándar básico que se pueda agregar al conjunto [v,, v,) para 
obtener una base para R?. 
a) yv, =(—1,2, 3), v, = (1, —2, —2) b) v, = (1, — 1,0), v,=(3, 1, —2) 


21. Encontrar vectores estándar básicos que se puedan agregar al conjunto (v,, Y,¿ para 
obtener una base para R?. 


Y; = (1, —4, Ze 3) Y) = (—3, 8, —4,6) 


22. Sea (v,, v,, v¿) una base de un espacio vectorial Y. Demostrar que (u,, u, u,; tam- 


bién es una base, donde u, = Y,, U,= Y, + Y, Y US Y, + Y, + VS. 


¡has 1 2 3 


23. 


24. 


25. 


26. 


LT 


28. 
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a) Demostrar que para todo entero positivo n, en F(—«, o) se puede hallar n + 1 vec- 
tores linealmente independientes. [Sugerencia. Buscar polinomios. ] 

b) Usar el resultado del inciso a) para demostrar que F(—«, o) es de dimensión 
infinita. 

c) Demostrar que C(—oo, oo), C"(—o0, e) y C (—%, 0) son espacios vectoriales de 
dimensión infinita. 


Sea $ una base de un espacio vectorial Y de dimensión n. Demostrar que Si v,, Y, - - 
y, forman un conjunto linealmente independiente de vectores en Y, entonces los vec- 
tores de coordenadas (Y, )y (V,)g - - - > (V,), forman un conjunto linealmente indepen- 
diente en R” y recíprocamente. 


Usando la notación del ejercicio 24, demostrar que si v,, Y, . . . Y, generan a Y, 
entonces los vectores de coordenadas (v,)¿, (v . , (v,), Beneran a R” y recípro- 
camente. 


Je - > 


Encontrar una base para el subespacio de P, generado por los vectores dados. 

a) —1+x-—2x?% 3+3x+6x%, 9 b)l+x, 12% -2+2x% -—3x 

ce) 1+x-3x? 2+2x-6x?%, 3+3x-—9x? 

[Sugerencia Sea S la base estándar para P, y trabájese con los vectores de 
coordenadas relativos a S, consultar los ejercicios 24 y 25.] 


En la figura 7 se muestran un sistema de coordenadas rectangulares xy y un sistema de 
coordenadas x'y' con ejes oblicuos. Suponiendo que en todos los ejes la escala mide 1 
unidad, encontrar las coordenadas x'y' de los puntos cuyas coordenadas xy se propor- 
cionan. 


a. b) (1, 0). c) (0, 1). d) (a, b). 





Figura 7 


En la figura 8 se muestran un sistema de coordenadas rectangulares xy determinado por 
los vectores unitarios básicos i y j y un sistema de coordenadas x'y' determinado por los 
vectores unitarios básicos u, y u,. Encontrar las coordenadas xy' de los puntos cuyas 
coordenadas xy se proporcionan. 


a) (v3, 1). b) (1, 0). c) (0, 1). d) (a, b). 


Figura 8 
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5.5 ESPACIO RENGLÓN, ESPACIO COLUMNA Y ESPACIO NULO 








En esta sección se estudiarán tres espacios vectoriales importantes asociados con 
matrices. Con el trabajo aquí realizado se comprenderá mejor la relación que hay 
entre las soluciones de un sistema lineal y las propiedades de su matriz de coefi- 
cientes. 


Se empezará con algunas definiciones. 


VECTORES | Definición, Para una matriz 
RENGLON Y 


VECTORES 
COLUMNA 












di 4 e An 


Aj la) "0? 4 


pan 


los vectores 


r, =Íladjy jc 4) 


PMA la “0 day] 


Po e [2 42 De al 


en R” formados a partir de los renglones de 4 se denominan vectores renglón de 
A, y los vectores 


| 
Amt Ama 0 del 


Am An? Arun 


en KR” formados a partir de las columnas de Á se denominan vectores columna 
de 4. 


Ejemplo 1 Sea 


los vectores renglón de 4 son 
r =[2 1 0] y r=[3 -—1 4] 





ESPACIO 
COLUMNA, 
ESPACIO 
RENGLÓN Y 
ESPACIO NULO 
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y los vectores columna de A son 


2 1 0 
hello Ye 


La siguiente definición caracteriza tres espacios vectoriales importantes aso- 
ciados con una matriz. 





Definición. Si 4 es una matriz m X n, entonces el subespacio de R” generado 
por los vectores renglón de 4 se denomina espacio renglón de A, y el subespacio 
de R” generado por los vectores columna de 4 se denomina espacio columna de 
A. El espacio solución del sistema de ecuaciones homogéneo Ax = 0, que es un 
subespacio de R”, se denomina espacio nulo de A. 








En esta sección y en la siguiente se abordarán las siguientes preguntas generales: 


e ¿Qué relaciones existen entre las soluciones de un sistema lineal 4x = b y 
el espacio renglón, el espacio columna y el espacio nulo de la matriz de 
coeficientes 4? 

e ¿Qué relaciones existen entre el espacio renglón, el espacio columna y el 
espacio nulo de una matriz? 


Para investigar la primera de tales preguntas, supóngase que 


di 41) 4%» Xy 
41 42 43, X2 
Á = a y x= 
Amt m2 “Amy Xy 
Por la fórmula (7) de la sección 1.3 se concluye que Si €,, €,, . . ., €, denotan los 


vectores columna de 4, entonces el producto 4x se puede expresar como una 
combinación lineal de estos-vectores columna con coeficientes de x; es decir, 


AX =X¡0, + Xx) FO EXC, (1) 
Así, un sistema lineal 4x = b de m ecuaciones con n incógnitas se puede escribir como 
X1€; FX) +: cc +x,e,=b (2) 


de donde se concluye que Ax = b es consistente si y sólo sI b se puede expresar como 
una combinación lineal de los vectores columna de 4 o, equivalentemente, si y sólo si 
b está en el espacio columna de 4. Lo anterior conduce al siguiente teorema. 


Teorema 5.5.1. Un sistema de ecuaciones lineales Ax = b es consistente si y 


sólo si b está en el espacio columna de A. 
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RELACIÓN 
ENTRE LAS 
SOLUCIONES DE 
Ax = 0 Y LAS 
SOLUCIONES DE 
Áx=b 


Ejemplo 2 Sea Ax = b el sistema lineal 


P=1 3 2][|x 
] PS lc E 
2 E 2 11% al 


Demostrar que b está en el espacio columna de 4, y expresar b como una 
combinación lineal de los vectores columna de 4. 


Solución. Resolviendo el sistema por eliminación gaussiana se obtiene 
(comprobar) 


x¡ =2, x= 1 x3=3 


Como el sistema es consistente, b está en el espacio columna de 4, además, por (2) 
y la solución obtenida, se concluye que 


PI 3 2 1 
3H 1blal+3l -3|=| -o| A 
a ] e) 29 


El siguiente teorema establece una relación fundamental entre las soluciones de un 
sistema lineal no homogéneo Ax = b y las del sistema lineal homogéneo 
correspondiente 4x = 0 con la misma matriz de coeficientes. 


| Teorema 5.5,2. Si x, denota cualquier solución simple de un sistema lineal 


no homogéneo consistente Ax = b y si v,, v,, .. . , v, forman una base para el 
| espacio nulo de A, es decir, el espacio solución del sistema homogéneo Ax = 0, 
entonces toda solución de Ax = b se puede expresar en la forma 


X= Xp + C¡V¡ + CV) TEC (3) 


y, recíprocamente, para todas las elecciones de los escalares C,, C,, .. . , Cy, el 
vector x en esta fórmula es una solución de Ax = b. 


Demostración. — Supóngase que x, es cualquier solución fija de 4x = b, y que x es 
una solución cualesquiera. Entonces 


AX =b y Ax =b 


Al restar estas ecuaciones se obtiene 


e a Ur 
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lo cual indica que x — x, es una solución del sistema homogéneo Ax = 0. 
Como v;,, Va, - - - >, Ves una base para el espacio solución de este sistema, 
entonces x — Xx se puede expresar como una combinación lineal de estos 


vectores, por ejemplo 

X— Xp =C¡V¡ + C2V2 + 00 + CE 
Por tanto, 

X= Xy FC¡Vy FC2V2 + 000 Cava 


lo que demuestra la primera parte del teorema. Recíprocamente, para todas las 
elecciones de los escalares C,, C,, . . . , Cy €n (3) Se tiene 


AX = ÁXy + CO (AvV¡) + Cc LAV)) + 00 + c4Av,) 


Pero x, es una solución del sistema no homogéneo y v,, Y, - - - , V SON soluciones 
del sistema homogéneo, de modo que la última ecuación indica que 


Ax=b+0+0+:-:+0=b 
lo cual muestra que x es una solución de Ax=b. [] 


OBSERVACIÓN. —Hay cierta terminología asociada con la fórmula (3). El vector x, 
se denomina solución particular de Ax =La expresión Xy + CV, +C7V)+..., + 
CÍv, se llama solución general de Ax = b, y la expresión C,V, +C7V3+..., +C,V, 
se conoce como solución general de Ax = 0. Con esta terminología, la fórmula (3) 
establece que la solución general de Ax = b es la suma de cualquier solución 
particular de Ax = b y la solución general de Ax = 0. 


Para sistemas lineales con dos o tres incógnitas, el teorema 5.5.2 posee una 
interpretación geométrica interesante en R? y en R?. Por ejemplo, considérese el 
caso en que Ax = 0 y Ax = b son sistemas lineales con dos incógnitas. Las 
soluciones de 4x = 0 forman un subespacio de R? y, por tanto constituyen una 
recta que pasa por el origen, sólo el origen o todo R?. Por el teorema 5.3.2, las 
soluciones de 4x = b se pueden obtener sumando cualquier solución particular de 
Ax = b, por ejemplo x,¿, a las soluciones de Ax = 0. Suponiendo que x, está 
colocado con su punto inicial en el origen, esto tiene el efecto geométrico de 
trasladar el espacio solución de Ax = 0 de modo que el punto en el origen se 
mueve hacia la punta de x, (figura 1). Esto significa que los vectores solución de 
Ax = b forman una recta que pasa por la punta de x,, el punto en la punta de X¿. 0 
todo R?. (¿Puede el lector imaginar el último caso? De manera semejante, para 
sistemas lineales con tres incógnitas, laz soluciones de Ax = b constituyen un 
plano que pasa por la punta de cualquuer solución particular x,, una recta que pasa 
por la punta de x,. o todo A?. 
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Conjunto solución 
de Ax = b 


o 
Se xq +0=xo 





X X0 Xx 


e - | - 
Conjunto solución > Espacio solución 
o de Ax = b de Ax=0 


Espacio solución 
de Ax = 0 










| Al sumar x, a cada vector x en el espacio solución 


Figura 1 de Ax = 0 se traslada el espacio solución. 


Ejemplo 3 En el ejemplo 3 de la sección 1.2 se resolvió el sistema lineal no 


homogéneo 
Fdo + 2x + 2x3 = 0 
¿xy +6x, 5x3 2x4 +4x5- 3x= —1 (4) 
Sx3 + 10xg +l5x= 5 
2x, + 6x> + 8x4 + 4x5 + 18x, = 
y se obtuvo 
x, = —3r—4s—2t, Xx4=F, X3= 28, X4=5, Xx5=1, X.=3 


Este resultado se puede escribir en forma vectorial como 


Xy — 3r— 4s — 21 0 =3 —Á a 

Xx> r 0 l 0 0 

X3 LS 0 0 2 0 
= = ud iS +1 

Xa S 0 0 1 0 

Xs í 0 0 0 l 


que es la solución general de (4). Al comparar con (3), el vector 


Xy = 


O O ]. O O 


coja 


es una solución particular de (4) y 


PIN 


BASES PARA 
ESPACIOS 
RENGLÓN, 
ESPACIOS 
COLUMNA Y 
ESPACIOS 
NULOS 
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— 3 —4 EZ 
l 0 0 
0 —2 0 
x=r +S E 
0 l 0 
0 0 l 
0 0 0 


es la solución general del sistema homogéneo 


AS A E + 2xs =0 
20,46% 3% Za +4 340 
5x3 + 10x, + 15x, =0 

2x¡ + Óx) + 8x4 + 4x5 + 18x, =0 


(comprobar). Á 


Primero se designaron las operaciones elementales en los renglones para resolver 
sistemas lineales y, por ese trabajo, se sabe que al efectuar una operación 
elemental en los renglones de una matriz aumentada no cambia el conjunto so- 
lución del sistema lineal correspondiente. Se concluye que realizar una operación 
elemental en los renglones de una matriz 4 no modifica el conjunto solución del 
sistema lineal correspondiente Áx = 0 o, expresado de otra forma, no cambia el 
espacio nulo de 4. Así, se tiene el siguiente teorema. 


Teorema 5.5.3. Las operaciones elementales en los rengiznes no cambian el 


espacio nulo de una matriz. 





Ejemplo 4 Encontrar una base para el espacio nulo de 
2 2 Gl 0 l 


a 2 RES ] 
l LL: =2 0 == 


Solución. El espacio nulo de A es el espacio solución del sistema homogéneo 


2%; ES 2X) e X3 + Xs 7 0 
e O E ES +x5=0 
A ZO —=x5=0 


X3+ Xx4+x9=0 


En el ejemplo 10 de la sección 5.4 se demostró que los vectores 
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el 
1l 
OD O OD no pus 
él 
€ 
[59] 
| 
puros 


forman una base para este espacio. Á 


El siguiente teorema es el correlativo del teorema 5.5.3. 


Teorema 5.5.4. Las operaciones elementales en los renglones no cambian el 


espacio renglón de una matriz. 





Demostración. Supóngase que los vectores renglón de una matriz Á son r,, 
Pp, ...,5r, y sea B la matriz que se obtiene al efectuar una operación ele- 
mental en los renglones de 4. Se demostrará que todo vector en el espacio renglón 
de B también está en el espacio renglón de A y recíprocamente, que todo vector en 
el espacio renglón de 4 está en el espacio renglón de B. Es posible concluir 
entonces que 4 y B tienen el mismo espacio renglón. 

Considerar las posibilidades: Si la operación en los renglones es un 
intercambio de renglones, entonces B y Á tienen los mismos vectores renglón y, en 
consecuencia, tienen el mismo espacio renglón. Si la operación en los renglones es 
la multiplicación de un renglón por un escalar diferente de cero o es la adición de 
un múltiplo de un renglón a otro renglón, entonces los vectores renglón 
ea ION de B son combinaciones lineales de r,, r,, .. ., r,, así, están en el 
espacio renglón de 4. Como un espacio vectorial es cerrado bajo la adición y la 
multiplicación escalar, todas las combinaciones lineales de r,,r,,....r,, también 
están en el espacio renglón de 4. Por consiguiente, todo vector en el espacio 
renglón de £ está en el espacio renglón de 4. 

Como B se obtiene a partir de 4 al efectuar una operación en los renglones, 
Á se puede obtener de B al efectuar la operación inversa (sección 1.5). Asi, el 
razonamiento anterior muestra que el espacio renglón de A está contenido en 
el espacio renglón de B. [|] 


En vista de los teoremas 5.5.3 y 5.5.4 se podría anticipar que las operaciones 
elementales en los renglones no deben cambiar el espacio columna de una matriz. 
Sin embargo, esto no es así: las operaciones elementales en los renglones pueden 
modificar el espacio columna. Por ejemplo, considérese la matriz 


al 


La segunda columna es un múltiplo escalar de la primera, de modo que el espacio 
columna de 4 consta de todos los múltiplos escalares del primer vector columna. 
Sin embargo, si se suma —2 veces el primer renglón de A al segundo renglón, se 
obtiene 


A A A A a A A AN A SA A to re deis Pel aldo 
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0 


Aquí nuevamente la segunda columna es un múltiplo escalar de la primera, de 
modo que el espacio columna de B consta de todos los múltiplos escalares del 
primer vector columna. Este espacio columna no es el mismo que el espacio 
columna de 4. 

Aunque las operaciones elementales en los renglones pueden cambiar el 
espacio columna de una matriz, se demostrará que no importa cuáles sean las 
relaciones de independencia o dependencia lineal existentes entre los vectores 
columna antes de la ejecución de una operación en los renglones, esas relaciones 
también se cumplen para las columnas correspondientes de la matriz que se ob- 
tiene al realizar esa operación. Para precisar más este hecho, supóngase que una 
matriz B se obtiene al efectuar una operación elemental en los renglones de 
una matriz 4 m X n. Por el teorema 5.5.3, los dos sistemas lineales homogéneos 


Ax=0 y Bx=0 


tienen el mismo conjunto solución. Así, el primer sistema tiene una solución no 
trivial si y sólo si lo mismo se cumple para el segundo sistema. Pero si los vectores 
columna de 4 y B, respectivamente, son 


, 


, F 
Cubas y E 


entonces por (2) ambos sistemas se pueden volver a escribir como 


oa e a A Y (S) 
y 

x0+x0+:  +ex,c,=0 (6) 
Asi, (5) tiene una solución no trivial para x,, x,, . . ., Xx, SI y sólo si lo mismo es 
cierto para (6). Esto indica que los vectores columna de A son linealmente inde- 
pendientes si y sólo si lo mismo es cierto para B. Aunque se omitirá la demostra- 
ción, esta conclusión también es válida para cualquier subconjunto de los vectores 
columna. Así, se tiene el siguiente resultado. 






Teorema 5.5.5. Si 4 y B son matrices equivalentes por renglones, entonces 





a) Un conjunto dado de vectores columna de A es linealmente independiente si 
y sólo si los vectores columna correspondientes de B son linealmente inde- 
pendientes. 

b) Un conjunto dado de vectores columna de A forma una base para el espacio 

columna de A si y sólo si los vectores columna correspondientes de B for- 

man una base para el espacio columna de B. 








El siguiente teorema hace posible encontrar por inspección bases para los 
espacios renglón y columna de una matriz en forma escalonada. 
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Teorema 5.5.6. Si una matriz R está en forma escalonada, entonces los 
vectores renglón con los unos principales (es decir, los vectores renglón 


diferentes de cero) forman una base para el espacio renglón de R, y los 
vectores columna con los unos principales de los vectores renglón forman une 
base para el espacio columna de R. 





Como este resultado es casi evidente cuando se consideran ejemplos numéricos, se 
omitirá la demostración; ésta requiere algo más que el análisis de las posiciones de 
los ceros y los unos de R. 


Ejemplo 53 La matriz 


E a 5 0 3 

0 j 3 0 Ú 
R=|., | 

0 0 0 ¡ 0 

Ú 0 0 0 o! 


está escrita en forma escalonada. Por el teorema 5.5.6, los vectores 


r=[1 -2 5 0 3] 
r=[0 1.3 0 0) 
r,=[0 0 0 1 0] 


forman una base para el espacio renglón de R, y los vectores 


1 $ 0 
0 l 0 
C; e 0 , e> > 0 , £4 E 1 
0 0 0 


forman una base para el espacio columna de RX. A 


Ejemplo 6 Encontrar bases para los espacios renglón y columna de 


-3. 4-2 5 4 
-6 9-1 8 2 
-6 9-1 9 7 

3 0-4 2-5 -4| 


=a Py Aj — 


Solución. Como las operaciones elementales en los renglones no cambian el 
espacio renglón de una matriz, es posible hallar una base para el espacio renglón 
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de A determinando una base para el espacio renglón de cualquier forma escalona- 
da de 4. Reduciendo A a forma escalonada se obtiene (comprobar) 


dl 3 4 aL 5 4 
1 => las 
R= 0 3 Z 6 
0 0 0 0 l 5 
0 0 0 0 0 0 


Por el teorema 5.5.6, los vectores renglón diferentes de cero de R forman una base 
para el espacio renglón de R y, por tanto, forman una base para el espacio renglón 
de A. Estos vectores básicos son 


r=[1 -34 -2 5 4] 
r=[0 0 1 3 -2 -6] 
r,=[0 0.0.0 1 5] 


Teniendo en cuenta que 4 y R pueden tener espacios columna diferentes, no 
es posible encontrar una base para el espacio columna de 4 directamente a partir 
de los vectores columna de R. Sin embargo, por el teorema 5.5.5b se concluye que 
si se puede hallar un conjunto de vectores columna de R que formen una base para 
el espacio columna de R, entonces los vectores columna correspondientes de A 
formarán una base para el espacio columna de 4. 

Las columnas primera, tercera y quinta de R contienen los unos principales 
de los vectores renglón, de modo que 


forman una base para el espacio columna de R; así, los vectores columna corres- 
pondientes de A, a saber 


forman una base para el espacio columna de 4. A 


Ejemplo 7 Encontrar una base para el espacio generado por los vectores 
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Y =(1,-2,0,0,3) v,=(2,-5,-3,-2,6), v,=(0,5,15,10, 0), 
va =(2, 6, 18, 8, 6) 


Solución. Salvo por una variación en la notación, el espacio generado por estos 
vectores es el espacio renglón de la matriz 


Lex y 0 3 
y E 
0. 5 15 10 0 
2.6 18 8 6 


Reduciendo esta matriz a la forma escalonada se obtiene 


- 


O O Om. 
DO -— nn 
O uu O 
O Pm o 
O O O 


Los vectores renglón diferentes de cero en esta matriz son 
w, = (1, -2,0,0,3),  w,=(0,1,3,2,0),  w,=(0,0, 1, 1, 0) 


Estos vectores forman una base para el espacio renglón y por tanto forman 
una base para el subespacio de R? generado por y Ya Y3 Y Vga A 


Obsérvese que en el ejemplo 6 los vectores básicos obtenidos para el espacio 
columna de 4 consistían en los vectores columna de 4, pero los vectores básicos 
obtenidos para el espacio renglón de 4 no eran todos los vectores renglón de 4. El 
siguiente ejemplo ilustra un procedimiento para encontrar una base del espacio 
renglón de una matriz A que consta completamente de vectores renglón de 4. 


Ejemplo 8 Encontrar una base para el espacio renglón de 


l-2 0 0.3 
212 -5 -3 -2 6 
AF lo 5 15 10 0 
2.6 18 383 6 


que conste completamente de vectores renglón de 4. 


Solución. Se transpondrá 4, convirtiendo así el espacio renglón de A en el 
espacio columna de 4*; luego se aplicará el método del ejemplo 6 para encontrar 
una base del espacio columna de AT. y luego se transpondrá nuevamente a fin de 
convertir los vectores columna de nuevo en vectores renglón. Al transponer Á se 
obtiene 
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1 2 0 pe 

e 8 5 6 

A? = O =3 15 18 
0: "=2 10 8 

3 6 0 6 


] de 2 
0 A. 2 ib 
0 0 0 ] 
0 0 0 0 
0 0 0 0 


Las columnas primera, segunda y cuarta contienen los unos principales, de modo 
que los vectores columna correspondientes en A? forman una base para el espacio 
columna de 47; éstos son 


l 2 2 

2 0 6 

Cc, = Ol, C) Ol y c4=/ 18 
0 2 8 

3 6 6 


Transponiendo de nuevo y ajustando correctamente la notación se obtienen los 
vectores básicos 


r]=[1 -2 0.0 3) n=[2 -53 -3 -2 61, 


r,=[2 6 18 8 6] 


para el espacio renglón de 4. A 


Por el teorema 5.5.5 se sabe que las operaciones elementales en los renglo- 
nes no modifican las relaciones de independencia lineal o dependencia lineal entre 
los vectores columna; sin embargo, las fórmulas (5) y (6) indican un resultado 
incluso más profundo. Debido a que estas fórmulas tienen en realidad los mismos 
coeficientes escalares x,, X,, ... , x,, se concluye que las operaciones elementales 
en los renglones no modifican las fórmulas (combinaciones lineales) que relacionan 
vectores columna linealmente dependientes. Se omite la demostración formal. 


Ejemplo 9 


a) Encontrar un subconjunto de los vectores 
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MAT: 2:03) Ves 0.0), 
y, =(0, 1,3, 0), v1y=Q, -1,4, -7, vs =(5, —8, 1,2) 
que forme una base para el espacio generado por estos vectores. 


b) Expresar los vectores que no pertenecen a la base como una combinación lineal 
de los vectores básicos. 


Solución de a). Se empezará por construir una matriz que tenga a V,, V,, -.., Vs 
como sus vectores columna: 


l Z 0 2 > 
is LL == <=8 
(7) 
00 3 3 4 l 
3 6 UU: <= 2 
IN: 
y Y) V, Y, Va 


La primera parte del problema se puede resolver encontrando una base para el 
espacio columna de esta matriz. Al reducir la matriz a la forma escalonada y 
denotar los vectores columna de la matriz resultante por w;,, W,, Wx3, W,¿ Y Ws Se 


obtiene 
l 0 2 0 l 
0 0 0 l 1 
0 0 0 0 0 
A E 
Y ” Y, Y Was 


Los unos principales aparecen en las columnas 1, 2 y 4, de modo que por el 
teorema 5.5.6 


[W;¡, Wa, Wa) 


es una base para el espacio columna de (3) y en consecuencia 


(V1> Va, Vaj 


es una base para el espacio columna de (7). 


Solución de b). Se empezará por expresar w, y ws como combinaciones lineales 
de los vectores básicos w,, W,, W,. La forma más sencilla de hacer lo anterior es 
expresando wz, y ws en términos de los vectores básicos que tengan los subíndices 
más pequeños. Así, w, se expresará como una combinación lineal de w, y w>, y 


sI ii NA A A O A ATA DARA A, 
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ws se expresará como una combinación lineal de w,, w, y w¿. Por inspección de 
(8), estas combinaciones lineales son 


W3 = 2W, — W> 


- 


[| 


Ws = W¡ + W>2 +7 Wa 


Las expresiones anteriores se denominan ecuaciones de dependencia. Las 
relaciones correspondientes en (7) son 


VS = V + V2+Vy Á 


El método ilustrado en el ejemplo precedente es tan importante que a contl- 
nuación se resumen los pasos: 


Dado un conjunto de vectores $ = ([v,, Y, .--., v,) en R” con el siguiente pro- 
cedimiento se obtiene un subconjunto de estos vectores que forma una base para 
lin (S) y expresa los vectores de S que no pertenecen a la base como una 
combinación lineal de los vectores básicos. 


Formar la matriz 4 que tiene a v;,, Y,, . . . , Y, como sus vectores 
columna. 


Expresar la matriz 4 en su forma escalonada reducida R, y sean W> 
W»» - + » » W, los vectores columna de R. 


Identificar las columnas que contienen a los unos principales en R. Los 
vectores columna correspondientes de 4 son los vectores básicos para 


lin (5). 


Expresar cada vector columna de R que no contenga un uno principal 
como combinación lineal de los vectores columna precedentes que 
contengan unos principales. (Esto se puede hacer por inspección.) Así, 
se obtiene un conjunto de ecuaciones de dependencia que incluyen a 
los vectores columna de R. Las ecuaciones correspondientes para los 
vectores columna de A expresan los vectores que no pertenecen a la 
base como combinaciones lineales de los vectores básicos. 





EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 5.5 


1. Enumerar los vectores renglón y los vectores columna de la matriz 


0 


Pa 


l 
E] 
? 
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2. Expresar el producto Ax como una combinación lineal de los vectores columna de A. 


E $ Si. 
0 a E | | 
yl IB bla 6 2lV3 
a Al 
0 sl AN 
A > | 
É j op 2. 1.5S á 
Moa 3 al? a: 3 he y 
5 5 
LE A 


3. Determinar si b está en el espacio columna de A y, en caso afirmativo, expresar b como 
una combinación lineal de loa vectores columna de A. 


3 1 UV. Lo sl l. 
4) A y b= by 4=]|1 : = = 
) , Ei li ) A O 1 b 0 c) A 9 
ES 2 l 
lI2.0 1 
A : 001.21 y 
d) 4 = ] l —1| b=j0 e) A= y b= 
Pia 5 
o l 0 
0-1. 2 2 J 
4. Supóngase que x, = —1, x,= 2,x,=4, x,= —3 es una solución de un sistema lineal no 


homogéneo Ax = b, y que el conjunto solución del sistema homogéneo Ax = 0 está 
definido por las fórmulas 


x, = —3r+ ds, Xp =F-=5S, x=", X4=8 


a) Encontrar la forma vectorial de la solución general de Ax = 0. 
b) Encontrar la forma vectorial de la solución general de Ax = b. 


5, Encontrar la forma vectorial de la solución general del sistema lineal dado Ax = b; luego, 
usar el resultado para encontrar la forma vectorial de la solución general de Ax =0. 


a) xXx -3x,=1 D) ATA SS 
2x, = 6x,=2 Xx] E AL 
ZAFRA 
E) Xx 726 + MTF2 == d) x1+2x—3Ix3+ x= 4 
2x, — 4x), + 2x3 + 4x, = -2 AA LGA al 
A A A == al >. 3 
3xy 2 6x2, + 3x3 + 6x,4= -3 4x, — 7x) —= Íx4=-5 
6. Encontrar una base para el espacio nulo de 4. 
E HA 3 2 O —1 1 3 
a) A=|5 -4 -4 D) A=|4 O =2 c) 4= 2 3 
$? 6 2 0 0 0 el 2 


d) 4 = e) A= 


UY 
| 
Mb + 
pu Y 
He O 
| 
-— MD 
bb 0) ., ODO: mi 
| | 
y GI 6) 
NN O N Qs NN 
bh A bh O DN. UY rx Ja 
| | 
La) 


E 


12. 


13. 


14. 
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En cada inciso se proporciona una matriz en forma escalonada. Por inspección, hallar las 
bases de los espacios renglón y columna de A. 


A E 
e 0 1. 0.0 

a)|0 0 1 b) 0 O 0 0 
eE 0. 0 0.0 
1.2.4 5 a 
O 0.1.4.3 

lo 0. 1-3 37 
E: 0. 0 0.1 
0. 0. 0.0 


. Para las matrices del ejercicio 6, encontrar una base para el espacio renglón de A redu- 


ciendo la matriz a la forma escalonada. 


. Para las matrices del ejercicio 6, encontrar una base para el espacio columna de 4. 


. Para las matrices del ejercicio 6, encontrar una base para el espacio renglón de A que 


conste completamente de vectores renglón de A. 


. Encontrar una base para el subespacio de R? generado por los vectores dados. 


a) (1,1, -4,-3), (2,0,2,-2,Q,-1,3,2) — (b) (1,1, -2,0) (3,3, 6,0), (9, 0, 0, 3) 
e) (1,1,0,0), (0,0, 1, 1), (=2,0,2, 2), (0, —3, 0, 3) 


Determinar un subconjunto de los vectores que formen una base para el espacio generado 

por los vectores, luego, expresar cada vector que no pertenezca a la base como una com- 

binación lineal de los vectores básicos. 

a) v, =(1,0,1, 1), v,=(-3,3,7, 1), v,=(-1,3,9,3), vy=(-5,3,5, —1) 

b) v, = (1, -2,0, 3), v,=(Q, —4,0, 6), v3=(—1,1,2,0), v¿=(0, —1, 2, 3) 

Cc) v, = (1, —1,5,2), v,=(-2,3, 1,0), vz = (4, —5, 9, 4), v¿=(0, 4, 2, — 3), vs = (—7, 18, 2, —8) 
Demostrar que los vectores renglón de una matriz invertible A n X n forman una base para R”. | 


a) Sea 


0 10 
A=|1 0 0 
0.00 


y considérese un sistema de coordenadas rectangulares xyz en el espacio tridimensional. 
Demostrar que el espacio nulo de 4 consta de todos los puntos del eje z y que el espacio 
columna consta de todos los puntos en el plano xy. 


A 


| Espacio nulo de Á. 





Figura 2 
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b) Encontrar una matriz 3 X 3 envo espacio nulo sea el eje x y cuyo espacio columna 
sea el piano yz. 





5.6 RANGO Y NULIDAD 


E 


LOS CUATRO 
ESPACIOS 
MATRICIALES 
FUNDA- 
MENTALES 


EL ESPACIO 
RENGLÓN Y EL 
ESPACIO 
COLUMNA 
TIENEN LA 
MISMA 
DIMENSIÓN 





tn la sección precedente se analizaron las relaciones entre los sistemas de ecuaciones 
lineales y los espacios renglón, columna y nulo de la matriz de coeficientes. En esta 
sección se estudiarán las relaciones que hay entre las dimensiones de los espacios 
renglón, columna y nulo de una matriz y su transpuesta. Los resultados obtenidos son 


fundamentales y proporcionan una comprensión más profunda sobre los sistemas 
lineales y las transformaciones lineales. 


A O 


Si se consideran juntas una matriz 4 y su transpuesta 4%. entonces existen seis 
espacios vectoriales de interés: 


espacio renglón de 4 espacio renglón de 4% 
espacio columna de 4 espacio columna de 4% 
espacio nulo de 4 espacio nulo de 4% 


Sin embargo, al transponer una matriz sus vectores renglón se convierten en vec- 
tores columna y sus vectores columna se convierten en vectores renglón, de modo 
que, excepto por una diferencia en la notación, el espacio renglón de 4% es el 
mismo que el espacio columna de A, y el espacio columna de 4% es el mismo que 
el espacio renglón de 4. Así, quedan cuatro espacios vectoriales de interés: 


espacio renglón de A espacio columna de 4 
espacio nulo de 4 espacio nulo de 4* 


Estos se denominan espacios matriciales fundamentales asociados con 4. Si A es 
una matriz »m X n, entonces el espacio renglón de Á y el espacio nulo de 4 son 
subespacios de K” y el espacio columna de 4 y el espacio nulo de A? son sub- 
espacios de R”. El objetivo principal en esta sección es establecer las relaciones 
que hay entre las dimensiones de estos cuatro espacios vectoriales. 


En el ejemplo 6 de la sección 5.5 se encontró que el espacio renglón y el espacio 
columna de la matriz 


LO-3 4-2 5 4 
2 (2. -6 9 -1 8 
| 2. -6 9 -1 9 
21.34 2-5 - 


RANGO Y 
NULIDAD 
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tienen, cada uno, tres vectores; es decir, ambos espacios son tridimensionales. No 
es fortuito que estas dimensiones sean iguales; es una consecuencia del siguiente 
resultado general. 





Demostración. —SeaR la forma escalonada reducida de 4.Por el teorema 5.5.4 se 
deduce que 


dim(espacio renglón de 4) = dim(espacio renglón de R) 
y, por el teorema 5.5.5b, se concluye que 
dim(espacio columna de 4) = dim(espacio columna de R) 


Asi, la demostración estará completa si se puede probar que el espacio renglón y el 
espacio columna de R tienen la misma dimensión. Pero la dimensión del espacio 
renglón de R es el número de vectores diferentes de cero y la dimensión del espa- 
cio columna de R es el número de columnas que contienen unos principales (teo- 
rema 5.5.6). Sin embargo, los renglones diferentes de cero son precisamente los 
renglones en que aparecen los unos principales, de modo que el número de éstos y 
el número de renglones diferentes de cero es el mismo. Esto demuestra que el es- 
pacio renglón y el espacio columna de R tienen la misma dimensión. [] 


Las dimensiones de los espacios renglón, columna y nulo de una matriz son nú- 
meros tan importantes que existen notación y terminología especiales asociadas con 
ellos. 





Definición. La dimensión común del espacio renglón y del espacio columna de 
una matriz 4 se denomina rango de Á y se denota por rango(4); la dimensión 
del espacio nulo de A se denomina nulidad de A y se denota por nulidad(4). 






Ejemplo 1 Encontrar el rango y la nulidad de la matriz 


1.2.0.4 5-3 
yal EST LD Y 4 

2-5 2 4 6 

4 0. De y 


Solución. La forma escalonada reducida de 4 es 


l 0. =4. 28. =37 iS 
0 Ll == =—4 16 5 
0 0 0 0 0 0 1) 
0 0 0 0 0 0 
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(comprobar). Como existen dos renglones diferentes de cero (o, equivalentemente, 
dos unos principales), el espacio renglón y el espacio columna, ambos, son bi- 
dimensionales, de modo que rango(4) = 2. Para encontrar la nulidad de A es 
necesario determinar la dimensión del espacio solución del sistema lineal 4x = 0. 
Este sistema se puede resolver expresando la matriz aumentada en la forma 
escalonada reducida. La matriz resultante es idéntica a (1), excepto que contiene 
una última columna adicional de ceros y el sistema de ecuaciones correspondiente es 


a +28 =3D% +10 


o bien, despejando las variables principales, 


Xy as Ax, + 28Xa4 ds 37x5 — 13x, 


(2) 
Se concluye que la solución general del sistema es 
x, = 4r + 285 + 371— 13u 
x, =2r+ 125 + 16t — 5u 
X=" 
Xa4=5 
E 
Xq = Y 
o bien, de manera equivalente, 
Y 4 28 37 +18 
X> ed 12 16 +25 5 
l 0 0 0 
3Bl=rl |+s +1] ¿|+u (3) 
Y 0 ] 0 0 
Ke 0 0 l 0 
Xe 0 0 0 | 


Los cuatro vectores del miembro derecho de (3) forman una base para el espacio 
solución, de modo que nulidad(4)=4. A 


El siguiente teorema muestra que una matriz y su transpuesta tienen el 
mismo rango. 





Demostración. 


rango(4) = dim(espacio renglón de 4) = dim(espacio columna de A?) = ran- 
gota). D 


TEOREMA DE LA | Teorema 5.6.3. (Teorema de la dimensión para matrices). Si A es una matriz 


DIMENSIÓN 
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El siguiente teorema establece una relación importante entre el rango y la 
nulidad de una matriz. 





con n columnas, entonces 


rango (A) + nulidad (4) = n 


Demostración. Como A tiene n columnas, el sistema lineal homogéneo Ax = 0 
tiene 2 incógnitas (variables), que se clasifican en dos categorías: principales y 
libres. 


Asi, 


número de variables número de a 
principales variables libres | —” 


Pero el número de variables principales es el mismo que el número de unos 
principales en la forma escalonada reducida de 4, que es el rango de 4. Por tanto, 


d número de 
rango (4) variables libres 


El número de variables libres es igual a la nulidad de 4. Esto es asi porque la 
nulidad de A es la dimensión del espacio solución de 4x = 0, que es igual al 
número de parámetros que hay en la solución general véase (3), por ejemplo , que 
es igual al número de variables libres. Así, 


rango (4) + nulidad (4) =n [|] 


La demostración del teorema precedente contiene dos resultados importantes 
de suyo. 







Teorema 5,6.4. Si A es una matriz n X n, entonces: 


a) Rango(4) = Número de variables principales que hay en la solución de Ax 
=8. 
by Nulidad(A) = Número de parámetros que hay en la solución de Áx= 0. 
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Ejemplo 2 La matriz 


1 2 o 4 5 -3 
qe 3 -7 2.0 1 4 
2 =$ 2 4 6 ] 
4 - ZE ll 


tiene seis columnas, de modo que 
rango(4) + nulidad(4) = 6 


Lo anterior es consistente con el ejemplo 1, donde se demostró que rango(4) = 2 y 
nulidad(4) =4. A 


Ejemplo 3 Encontrar el número de parámetros que hay en el conjunto solución de 
Ax = 0 si 4 es una matriz 5 x 7 de rango 3. 


Solución. Por (4), 
nulidad(4) = n — rango(4)=7-—3=4 
Así, existen cuatro parámetros. A 


Ahora supóngase que Á es una matriz m X n de rango r; por el teorema 
5.6.2 se concluye que 4% es una matriz n X m de rango r. Aplicando el teore- 
ma 5.6.3 a A y 4? se obtiene 


nulidad(4) =n — r, mulidad(47) = m — r 


a partir de lo cual se deduce la siguiente tabla que relaciona las dimensiones de los 
cuatro espacios fundamentales de una matriz 4 de rango . 





VALOR MÁXIMO — Si A es una matriz m X n, entonces los vectores renglón están en R” y los vectores 


PARA EL RANGO 


columna están en R”. Esto significa que el espacio renglón de 4 es cuando mucho 
de dimensión » y que el espacio columna de 4 es cuando mucho de dimensión +. 
Como los espacios renglón y columna tiene la misma dimensión (el rango de 4), 
se debe concluir que si m = n, entonces el rango de 4 es menor o igual al mínimo 
de m y n. Este hecho se indica escribiendo 


SISTEMAS 
LINEALES DE »m 
ECUACIONES 
CON n 
INCÓGNITAS 
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rango (4) < mín (a, n) (5) 


donde mín(Gn. n) denota el menor de los números m y n sim % no su valor común 
s1M=H. 


Ejemplo 4 Si 4 es una matriz 7 X 4, entonces el rango de 4 es menor o igual que 
4 y, en consecuencia, los siete vectores renglón deben ser linealmente 
dependientes. Si 4 es una matriz 4 X 7, entonces nuevamente el rango de 4 es 
menor o igual que 4 y, por tanto, los siete vectores columna deben ser linealmente 
dependientes. A 


En secciones anteriores se obtuvo una amplia gama de teoremas relacionados con 
sistemas lineales de n ecuaciones con » incógnitas (véase el teorema 4.3.4). Ahora 
la atención se dirigirá a sistemas lineales de :n ecuaciones en rn incógnitas en los 
cuales m y n no necesariamente son iguales. 

El siguiente teorema establece condiciones en las que se garantiza que un sis- 
tema lineal de m ecuaciones con » incógnitas es consistente. 









Teorema 5.6.5. (Teorema de consistencia). Si Ax = hb es un sistema lineal de m 
ecuaciones en n incógnitas, entonces las siguientes proposiciones son equiva- 
lentes. 






a) Áx=b es consistente. 

b) b está en el espacio columna de A. 

c) La matriz de coeficientes A y la matriz aumentada ¡A | b| tienen el mismo 
rango. 







Demostración. — Basta demostrar las equivalencias a > hb y b => c, ya que enton- 
ces por lógica se concluye que a $ c. 


a e b. Véase el teorema 5.5.1. 


b + c. Se demostrará que si b está en el espacio columna de 4, entonces los 
espacios columna de 4 y de [4 | b] son iguales en realidad, a partir de lo cual se 
concluirá que estas dos matrices tienen el mismo rango. 

Por definición. el espacio columna de una matriz es el espacio generado por 
sus vectores columna, de modo que los espacios columna de 4 y de [4 | b] se 
pueden expresar como 


Generado (C;, C7,...,C,j y generado (C,,C7,...,C,, bj 


respectivamente. Si b está en el espacio columna de 4, entonces cada vector 
en el conjunto [€;, €,, ...,€,, bj es una combinación lineal de los vectores en 
LC 1, €,, - - . , €, y recíprocamente (¿por qué?). Así, por, el teorema 5.2.4, el es- 
pacio columna de A y el espacio columna de [4 ! b] son iguales. 
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c + b Supóngase que 4 y [4 | b] tienen el mismo rango r. Por el teorema 5.4.4, 
existe algún subconjunto de los vectores columna de 4 que forman una base para 
el espacio columna de 4. Supóngase que estos vectores columna son 


£ , ? 
€, € ,...,0, 


Estos r vectores básicos también pertenecen al espacio columna de dimensión r de 
[4 ; bJ; por tanto, según el teorema 5.4.6a, también forman una base para el 
espacio columna de [4 ¡ b]. Esto significa que b se puede expresar como una 
combinación lineal de cj,ez,...,er, y, en consecuencia, b está en el espacio 
columna de 4. [] 

No es difícil imaginar por qué este teorema es verdadero si el rango de una 
matriz se considera como el número de renglones diferentes de cero que hay en su 
forma escalonada reducida. Por ejemplo, la matriz aumentada del sistema 


Xy iZ 3 2 => —4 


A O O ES 

— 3x, + 6x, + 9x3 — 6x4 = —1 
es 

fl e. 21 l 

==) £ =l 1 | 29 

ze 50 de == | li 


+3 6 9 —6 


que tiene la siguiente forma escalonada reducida (comprobar): 


1. 0-23 16 | 0 
0 Il —10 e) | 0 
0 0 0 0 ¡ 1 
0. 0. 0. 010 
Debido al renglón 
00.001 


se observa que el sistema es inconsistente. Sin embargo, también es debido a este 
renglón que la forma escalonada reducida de la matriz aumentada tiene menos 
renglones cero que la forma escalonada reducida de la matriz de coeficientes. Esto 
hace que la matriz de coeficientes y la matriz aumentada del sistema tengan ran- 
gos distintos. 

Ei teorema de consistencia trata sobre las condiciones en las cuales un sis- 
tema lineal 4x = b es consistente para un vector específico b. El siguiente teore- 
ma tiene que ver con las condiciones en que un sistema lineal es consistente para 
todas las elecciones posibles de b. 
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Teorema 5.6.6. Si Ax = b es un sistema lineal de m ecuaciones con n incóg- 
nitas, entonces las siguientes proposiciones son equivalentes. 


a) Ax= b es consistente para toda matriz b mX 1. 
b) Los vectores columna de Á generan a R". 
Cc) rango(4) = m. 





Demostración. Basta probar las equivalencias a + b y a + c, ya que entonces 
por lógica se concluye que 5 <> c. 


a <> b. Por la fórmula () de la sección 5.5, el sistema Ax = b se puede expresar 
como 


110, +%0+:0 +x,0, =b 


del cual se concluye que Ax = b es consistente para toda matriz b m X 1 si y sólo 
si b se puede expresar como una combinación lineal de los vectores columna c,, 
C,,-.-, €, 0, equivalentemente, si y sólo si estos vectores columna generan a R”. 


a + c Por la hipótesis de que Ax = b es consistente para toda matriz b m X 1, y 
por los incisos a) y b) del teorema de consistencia (teorema 5.6.5), se concluye que 
todo vector b en R” está en el espacio columna de A; es decir, el espacio columna 
de A es todo R”. Asi, rango(4) = dim(R”) = m. 


c + a Por la hipótesis de que rango(4) = m, se concluye que el espacio columna de 
A es un subespacio de R” de dimensión »m, y debido al inciso b) del teorema 5.4.7, 
debe ser todo R”. Ahora, por los incisos a) y b) del teorema de consistencia 
(teorema 5.6.5) se concluye que Ax = b es consistente para todo vector ben R” , 
ya que b está en el espacio columna de 4. [] 


Se dice que un sistema lineal con más ecuaciones que incógnitas es un 
sistema lineal sobredeterminado. Si Ax = b es un sistema lineal sobredeterminado 
de m ecuaciones con » incógnitas (de modo que m > n), entonces los vectores 
columna de A no pueden generar a R” (¿por qué?); por el último teorema se 
concluye que un sistema lineal sobredeterminado Ax = b no puede ser consistente 
para ningún b posible. 


Ejemplo 5 El sistema lineal 


x= 2x=0b, 
Xx Xx=b, 
x¡ + x,=0b, 
x¡ + 2x, = ba 
Xx + 3x, = bs 
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es sobredeterminado, de modo que no puede ser consistente para ninguno de los 
valores posibles de b,, b,, bz, 64 y bs. La resolución del sistema lineal por 
eliminación de Gauss-Jordan da las condiciones exactas en que el sistema es 
consistente. Se deja para el lector demostrar que la forma escalonada reducida «de 
la matriz aumentada es 


[1-0 2b,-b, 
0 eb 
00: bi =3b,+2b; 
0 0 b,-4b,+3b, 


0 0 b.—5b,+4b, 


Entonces, el sistema es consistente st y sólo si b,, b,, 6,. b¿ y b< satisfacen las 
condiciones 


3b, pS 4b, si ba e. 0 
Ab, — Sb, +b=0 


o bien, resolviendo este sistema lineal homogénco, 
by =5r—A4s, b, =4r-—3s, by =2r<“s, b¿="F, bi =s 


donde r y s son arbitrarios Á 


En la fórmula (3) del teorema 5.5.2, los escalares C;, €,, . . . . €, SON 
parámetros cualesquiera presentes en las soluciones generales de 4x = b y de 4x = 
0. Así, estos dos sistemas tienen el mismo número de parámetros en sus soluciones 
generales. Además, por el inciso hb) del teorema 3.6.4 se concluye que el número 
de tales parámetros es nulidad(4). Este hecho y el teorema de la dimensión para 
matrices (teorema 5.6.3) conducen al siguiente teorema. 


E RAI PÍO 2 AA ACTI UIC IIA: To A MINIMA LITA ATINA CRTO! OS TI LITA ANN MIGATI TTII TT PACIDAS CCDDANTA ZO CRIA NACI de A 


Teorema 5.6.7. Si Ax = b es un sistema lineal consistente de m ecuaciones con 
n incógnitas y si Á tiene rango r, entonces la solución general del sistema 
contiene n — r parámetros. 


E A A 






Ejemplo 6 Si 4 es una matriz 5 x 7 con rango 4 y si 4x = b es un sistema lineal 
consistente, entonces la solución general del sistema contiene 7 — 4 = 3 
parámetros. 


En secciones anteriores se obtuvo una amplia gama de condiciones en 
las que se garantiza que un sistema Jincal homogéneo 4x = 0 de n ecuaciones 
con rn incógnitas sólo tiene la solución trivial (véase el teorema 4.3.4.) Con el 
siguiente teorema se obtienen algunos resultados correspondientes para siste- 
mas de ecuaciones de +» ecuaciones con r incógnitas, donde m y » pueden ser 
diferentes. 
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Teorema 5.6.8. Si A es una matriz m X n, entonces las siguientes proposicio- 


nes son equivalentes. 
a) Ax =0 sólo tiene la solución trivial. 


b) Los vectores columna de A son linealmente independientes. 
c) Ax = b tiene cuando mucho una solución (ninguna o una) para toda matriz 
bm xl. 





Demostración. Basta probar las equivalencias a + b y a + c, ya que entonces 
por lógica se concluye que b + c. 


a+ b. Sic,,C,,..., €, son los vectores columna de 4, entonces el sistema lineal 
Ax =0 se puede escribir como 


Xx €; Al X>C> pa AO. 0 (6) 


Si C,, C,, . - - , €, Son linealmente independientes, entonces la ecuación anterior se 
cumple sólo para x, = x, =* ** =x, =0, lo cual significa que Ax = 0 sólo tiene la 
solución trivial. Recíprocamente, si 4x = 0 sólo tiene la solución trivial, entonces 
(6) se cumple sólo para x, 5Xx, == X= O, lo cual significa que €,, C,,...,€ 
son linealmente independientes. 


n 


a + c. Supóngase que Ax = 0 sólo tiene la solución trivial. Ax = b es consistente o 
no lo es. En caso de que no sea consistente, no existen soluciones de Ax = b y ya se 
ha terminado. Si 4x = b es consistente, sea x, cualquier solución. Por la 
observación enunciada después del teorema 5.5.2 y el hecho de que 4x = 0 sólo 
tiene la solución trivial, se concluye que la solución general de Ax = b es x, + 0 = 
x,. Así, la única solución de Ax = b es x/. 


c + a. Supóngase que 4x = b tiene cuando mucho una solución para toda 
matriz bm X 1. Entonces, en particular Ax = 0 tiene cuando mucho una solución. 
Así, Ax=0 sólo tiene la solución trivial. [|] 


Un sistema lineal con más incógnitas que ecuaciones se denomina sistema 
lineal subdeterminado. Si Ax = b es un sistema lineal subdeterminado consistente 
de m ecuaciones con r» incógnitas (de modo que m < n), entonces por el teorema 
5.6.7 se concluye que la solución general tiene por lo menos un parámetro (¿por 
qué?); por tanto, un sistema lineal subdeterminado consistente debe tener infini- 
dad de soluciones. Además, si Ax = b es cualquier sistema lineal subdeterminado, 
entonces los vectores columna de A no pueden ser linealmente independientes (¿por 
qué?); por el teorema 5.6.3 se concluye que para un sistema lineal subdeterminado AX 
= b existe alguna b para la cual el sistema tiene infinidad de soluciones, 


OBSERVACIÓN. Por el teorema 5.6.3 también se concluye que un sistema lineal 
homogéneo subdeterminado tiene infinidad de soluciones; aunque este hecho ya se 
demostró en el capítulo 1 (teorema 1.2.1). 
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RESUMEN 


Ejemplo 7 Si 4 es una matriz 5 X 7, entonces para toda matriz b 7 X 1 el sistema 
lineal 4x = b es subdeterminado. Así, 4x = b debe ser consistente para alguna b. y 
para toda b asi la solución general debe tener 7 — r parámetros, donde r es el 
rango de A. Á 


En el teorema 4.3.4 se enumeraron ocho resultados que son equivalentes a la 
invertibilidad de una matriz A. Esta sección concluye agregando ocho resultados 
más a la lista, a fin de obtener el siguiente teorema que relaciona los temas prin- 
cipales que se han estudiado hasta el momento. 


Teorema 5.6.9. Si A es una matriz nx n, y si T¿¿R" = R” es la multiplicación 
por A, entonces las siguientes proposiciones son equivalentes. 


a) A es invertible. 

by Ax=0 sólo tiene la solución trivial. 

c) La forma escalonada reducida de A es Í,, 

d) A se puede escribir como un producto de matrices elementales. 
e) Ax=b es consistente para toda matriz bn X 1. 

ff) Ax=b tiene exactamente una solución para toda matriz bn X 1. 
gy) det(4) 0. 

h) El rango de Ty es R”. 

iy Ty esuno a uno. 

j) Los vectores columna de Á son linealmente independientes. 

k) Los vectores renglón de A son linealmente independientes. 

D) Los vectores columna de A generan a R”. 

m) Los vectores renglón de Á generan a R". 

n) Los vectores columna de A forman una base para R”. 

o) Los vectores renglón de A forman una base para R”. 

py) Elrango de Á es n. 

gq) La nulidad de A es 0. 


Demostración. Por el teorema 4.3.4, se sabe que las proposiciones de la a) a la 7) 
son equivalentes. Para completar la demostración se probará que las proposiciones 
de la j) a la q) son equivalentes a b), al demostrar la sucesión de implicaciones 5 

>j>k>!i>m>n>0>p>q> lb. 


b => j¡. Si Ax = 0 sólo tiene la solución trivial, entonces por el teorema 5.6.8 los 
vectores columna de A son linealmente independientes. 


j>k=>1l>m=>mnm>0. Esto se concluye por el teorema 5.4.5 y el hecho de que 
R” es un espacio vectorial de dimensión ». (Los detalles se dejan como ejercicio.) 


o => p. Si los n vectores renglón de 4 forman una base para R”, entonces el espacio 
renglón de A es de dimensión » y el rango de A es n. 


p => q. Este hecho se concluye por el teorema de la dimensión (teorema 5.6.3). 
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q > b. Si la nulidad de A es O, entonces el espacio solución de Ax = 0 tiene 


dimensión 0, lo cual significa que sólo contiene al vector cero. Por tanto, Ax = 0 
sólo tiene la solución trivial. [] 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 5.6 


1. Comprobar que rango(4) = rango(4?). 


2. Encontrar el rango y la nulidad de la matriz, luego, comprobar que los valores 
obtenidos satisfacen la fórmula (4) del teorema de la dimensión. 


bl. 3 ds y 1.452 

a) A=|5 -4 -4 bba=|4 0 -2 )A=| 2.1.3.0 

Lobo Y 0 0.0 =L 3D 

l4a 5 6 9 E 

$... | 4 a o A ARO 

d) 4= e)A=| 2 -3 -2 4 4 
=L des =% 

Po DAS 


2 9 2 y ses 


3. En cada inciso del ejercicio (2), usar los resultados obtenidos para encontrar el número 
de variables principales y el número de parámetros que hay en la solución de Ax = 0 
sin resolver el sistema. 


4. En cada inciso, usar la información que se proporciona en la tabla para encontrar la 
dimensión del espacio renglón de 4, del espacio columna de A, del espacio nulo de A y 
del espacio nulo de 4”. 







Tamaño de 4 
Rango de A 





5. En cada inciso, encontrar el valor máximo posible para el rango de A y el valor mínimo 
posible para la nulidad de A. 
a) Aes4 Xx 4. b)4es3xS. c) Aes5X 3, 


6. S1 A es una matriz m X n, ¿cuál es el valor máximo posible para su rango y cuál es el 
valor mínimo posible para su nulidad? [Sugerencia. Ver el ejercicio 5.] 


7. En cada inciso, usar la información que se proporciona en la tabla para determinar si el 
sistema lineal Ax = b es consistente. En caso afirmativo, escribir el número de pará- 
metros que hay en su solución general. 


334 / Espacios vectoriales generales 











Tamaño de A 
Rango de A 
Rango de [A | b] 





8. Para cada una de las matrices del ejercicio 7, encontrar la nulidad de A y determinar el 
número de parámetros que hay en la solución general del sistema lineal homogéneo Ax 
=04 


9, ¿Qué condiciones deben satisfacer Bes iDos 108, b, y b¿ para que el sistema lineal 
sobredeterminado 


Xy FEA 3x) == b 


X] + Aa — br, 
xy = 4x, = ba 


Xy + 5x, = b, 


sea consistente”? 


di dr 4 
A=|. 
41 >> (a 


Demostrar que el rango de A es 2 si y sólo si uno o más de los siguientes determinantes 


10. Sea 


Qi 4) TE 


, 




















421 42 422 43 


es diferente de cero. 
11. Supóngase que Á es una matriz 3 X 3 cuyo espacio nulo es una recta que pasa por el 
origen en el espacio tridimensional. ¿Es posible que el espacio renglón o el espacio 


columna de A también sea una recta que pasa por el origen? Explicar la respuesta. 


12. Analizar cómo el rango de A varía con f. 


LL A í ae + 
aj 4A=|1 7 1 b) A= 3 b =e 
po 11 Al. Í 


13. ¿Existen valores de r y s para los cuales el rango de 


l 0 0 
O r=2 2 
Y sl FREZ 
0 0 3 


sea uno o dos? En caso afirmativo, encontrar los valores. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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Supóngase que Á es una matriz 3 X 3 cuyo espacio columna es un plano que pasa por 
el origen en el espacio tridimensional. ¿Es posible que el espacio nulo sea un plano que 
pasa por el origen? ¿Es posible que el espacio renglón sea un plano que pasa por el 
origen? Explicar las respuestas. 


a) Demostrar: Si 4 es una matriz 3 X 5, entonces los vectores columna de A son 


linealmente dependientes. 
b) Demostrar: Si 4 es una matriz 5 X 3, entonces los vectores renglón de A son 


linealmente dependientes. 
Demostrar: Si 4 es una matriz no cuadrada, entonces los vectores renglón de A o los 
vectores columna de 4 son linealmente dependientes. [Sugerencia. Ver el ejercicio 


ES. 


Usar el resultado del ejercicio 10 para demostrar que el conjunto de puntos (x, y, z) en 
R* para el que la matriz 


XxX y Zz 
lx y 
tiene rango 1 es la curva con ecuaciones paramétricas x=1, y=8P,z =P. 


Demostrar: Si k % 0, entonces A y k4 tienen el mismo rango. 


EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS 


. En cada inciso, el espacio solución es un subespacio de R?, por lo que debe ser una 


recta que pasa por el origen, un plano que pasa por el origen, todo R? o sólo el origen. 
Para cada sistema, determinar cuál es el caso. Si el subespacio es un plano, encontrar 
una ecuación para él y si es una recta, encontrar las ecuaciones paramétricas. 


a) Ox + Oy + 0z =0 b) 2x-—3y+ z=0 c) x=24 + IZ2=0 d) x+4y+8z=0 
6x — 9v+32=0 -  —ÁAx+8y+5z2=0 2x + 5y+6z=0 
—=4x+6y-2z=0 2x— 4y+3z2=0 3x+ y-42=0 


. ¿Para qué valores de s el espacio solución de 


Xx + x3+8x3=0 
xXx +Sx2+ x3=0 
S$Xy + x3+ x3=0 


es e óR que pasa por el origen, un plano que pasa por el origen, sólo el origen o 
todo R?? 


. a) Expresar (4a, a — b, a + 2b) como una combinación lineal de (4, 1, 1) y (0, —1, 2). 


b) Expresar (3a + b+ 3c, —a + 4b — ce, 2a + b+2c) como una combinación lineal de 
(0) =1,2)4 01,4 1): 


336 / Espacios vectoriales generales 


L0. 


11. 


12. 


c) Expresar (a — b + 4c, 394 — c, 4b + c) como una combinación lineal de tres 
vectores diferentes de cero. 


. Sea W el espacio generado por f = sen x y g = cos x. 


a) Demostrar que para cualquier valor de 6, f, = sen (x + 0) y g, = cos (x + 0) son 
vectores en Y. 
b) Demostrar que f, y g, forman una base para W. 


. a) Expresar y = (1, 1) como una combinación lineal de a E 


(2, 1) en dos formas distintas. 
b) Demostrar que el resultado del inciso anterior no viola el teorema 5.4.1. 


. Sea Á una matriz n X n, y sean v,, V,, - . - , Y, vectores linealmente independientes en 


KR” expresados como matrices 2 X |. ¿Qué debe cumplir A a fin de que Áv,, AV, ..., 
Av, sean linealmente independientes? 


. ¿Una base para P, debe contener un polinomio de grado k para todo k= 0, 1,2,... 1? 


Justificar la respuesta. 


. Para efectos de este problema, una "matriz en tablero de ajedrez” se definirá como una 


matriz cuadrada Á = [a;;1 tal que 
l s1¿+7es par 
0 SI ¿+ es impar 


Encontrar el rango y la nulidad de las siguientes matrices en tablero de ajedrez: 
La matriz 3 X 3. b) La matriz 4 xX 4. Cc) La matriz n X n. 


. Para efectos de este ejercicio, una "matriz en A" se definirá como una matriz cuadrada 


con un número impar de renglones y de columnas que contiene ceros en todas partes, 
excepto en las dos diagonales, donde tiene unos. Encontrar el rango y la nulidad de las 
siguientes matrices en X 


10.001 

II 0-1 0 1.0.1.0 
a)|0 1 0 b)|j0 0 10.0 c) la matriz X de tamaño (2n + 1) x Qn + 1) 

1-01] 0.1.0.1 0 

l. 070 :0- 3 


En cada inciso, demostrar que el conjunto de polinomios es un subespacio de P_ y 
encontrar una base para éste. 

a) Todos los polinomios en P, tales que p(—x) = p(x). 

b) Todos los polinomios en P_ tales que p(0) = 0. 


(Para quienes ya estudiaron Cálculo.) Demostrar que el conjunto de todos los 
polinomios en P, que tienen una tangente horizontal en x = 0 es un subespacio de P,. 
Encontrar una base para este subespacio. 


En álgebra lineal avanzada se demuestra el siguiente criterio de determinante para el 
rango: El rango de una matriz Á es r si y sólo si A contiene alguna submatriz r X r 
con determinante diferente de cero y todas las submatrices cuadradas de tamaño su- 


A A A A A ld ms A lc rd AL VER o 0 


13. 


14. 
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perior tienen determinante igual a cero. (Una submatriz de A es cualquier matriz que 
se obtiene al eliminar renglones o columnas de A. La matriz A en sí también se consi- 
dera como una submatriz de 4.) En cada inciso, aplicar este criterio para encontrar el 
rango de la matriz. 


> O Ea l 0 1 li. xl 2 0 
a) P 4 4 » | cy 1.2. =l 3 d) 3 ] 0 0 
3 =l 4 al bs 4 0 


Usando el resultado del ejercicio 12, encontrar los rangos posibles para las matrices de 
la forma 


OO Oo Oo 
O Oo Oo 
O O Oo O 


Asi As UAsz Usgy dss Us 


Demostrar: Si $ es una base para un espacio vectorial Y, entonces para cualesquiera 
vectores u y v en Y y cualquier escalar k se cumplen las siguientes relaciones: 


a) u+ y), = (u), + (v),. b) (ku), = X(u),. 








A A O A 








CAPÍTULO 6 


ESPACIOS 
CON PRODUCTO 
INTERIOR 





6.1 PRODUCTOS INTERIORES 





PRODUCTOS 
INTERIORES 
GENERALES 


En la sección 4.1 se definió el producto interior euclidiano sobre R" y se usó 
para extender los conceptos de longitud y distancia al espacio euclidiano n 
dimensional. En esta sección se usarán como axiomas las propiedades más 
importantes del producto interior euclidiano para definir el concepto general de 
producto interior; luego se demostrará cómo los productos interiores se pueden 
utilizar para definir las ideas de longitud y distancia en espacios vectoriales 
diferentes a R”. 





En la sección 4.1, el producto interior euclidiano de dos vectores en R*” se denotó 
por u + v. En esta sección será conveniente introducir la otra notación (u, v) para 
denotar este producto interior. Con esta notación, las propiedades fundamentales 
del producto interior euclidiano enumeradas en el teorema 4.1.2 son precisamente 
los axiomas de la siguiente definición. 










Definición. Un producto interior sobre un espacio vectorial real Y es una fun- 
ción que asocia un número real (u, v) a cada pareja de vectores u y v en V de 
forma que los siguientes axiomas se cumplen para los vectores u, y y w en V y 
los escalares k. 







(1) (u, v) = (v, u) [Axioma de simetría] 
(2) (u + v, w) =(u, w) +(v, w) [Axioma de aditividad] 
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(3) (ku, v)=A(u, v) [Axioma de homogeneidad] 
(4) (v,v)=0 [Axioma de positividad] 
donde(v, v)=0 
si y sólo si v = 0 


Un espacio vectorial real con un producto interior se denomina espacio real con 


producto interior. 





OBSERVACIÓN. En el capítulo 10 se estudiarán productos interiores complejos; 
es decir, productos interiores cuyos valores son números complejos. Hasta ese 
momento se usará la expresión "espacio con producto interior" para indicar que se 
trata de un "espacio real con producto interior". 


Debido a que los axiomas del producto interior se basan en las propiedades 
del producto interior euclidiano, éste satisface de forma automática los axiomas; 
este es el contenido del siguiente ejemplo. 


y. y En da n 
Ejemplo 1 SI U=(4,, 4, ...,4,) y V= (Y, Y) .-. >, Y,) son vectores en R”, 
entonces la fórmula 


(U, V) =U-V= 4/0, + 40, + > +u,8 


n= 


define a (u, v) como el producto interior euclidiano sobre A”. Los cuatro axiomas 
del producto interior se cumplen debido al teorema 4.1.2. A 


El producto interior euclidigno es el producto interior más importante sobre 
R”. Sin embargo, existen varias aplicaciones en las que resulta conveniente modi- 
ficar el producto interior euclidiano ponderando sus términos de manera diferente. 
En pocas palabras, si 


WWW, 
son números reales positivos, que se denominarán pesos, y si u = (4,,4,,...,4,) 
y V= (V,, Ya, - - - , Y, ) Son vectores en R”, entonces se puede demostrar (ejercicio 
26) que la fórmula 
(u, v) =W,4,0, + Wwu470) ++ w,4,8,, (1) 


define un producto interior sobre R”; se denomina producto interior euclidiano 
ponderado con pesos W,, Wa... W,. 

Para ver una forma en que puede surgir un producto interior euclidiano 
ponderado, supóngase que en algún experimento físico puede obtenerse cualquiera 


de n valores numéricos 


A 


AAA AAA AAA 
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y que m repeticiones del experimento producen estos valores con varias fre- 
cuencias; es decir, x, ocurre f, Veces, x, Ocurre f, veces, etc. Como en total hay m 
repeticiones del experimento, 


e E 


Así, el promedio aritmético o la media de los valores numéricos observados (que 
se denota por y ) es 


= HA — + X n Xy) (2) 
E 
Si se hace 
a E 
Xx = (X,, X>, 1 
W =w,=-»::=w, =1/m 


entonces (2) se puede expresar como el producto interior ponderado 
X= (E) = WI fX) + Wa f2X2 4000 A WA Í Xan 


OBSERVACIÓN. Siempre se supondrá que A” tiene el producto interior euclidia- 
no, a menos de que explícitamente se especifique que tiene algún otro producto 
interior. Como se definió en la sección 4.1, R” con el producto interior euclidiano 
se denomina espacio euclidiano n dimensional. 


Ejemplo 2 Scan u = (u,, 4,) y v = (v,, v,) vectores en R?. Comprobar que el 
producto interior euclidiano ponderado 


satisface los cuatro axiomas de producto interior. 


Solución. Primero, obsérvese que si en esta ecuación se intercambian u y y, el 
miembro derecho permanece igual. Por consiguiente, 


(u, v) =(v, u) 


SI w = (w,, W,), entonces 


(UH V, W)= 3(u, +0,)w, + 2(u, + 0, )w, 
= (34 w, + 2u,w ) + (3u,w, + 2Uu,w») 
= (au, w) + (v, w) 


con lo que se establece el segundo axioma. 


342 / Espacios con producto interior 


LONGITUD Y 
DISTANCIA EN 
ESPACIOS CON 
PRODUCTO 
INTERIOR 


Luego, 


(ku, v) = 3Mku, Jo, + 2(ku, Ju, 
= k(3u,0, + 2u4,0)) 
= k(u, y) 


con lo que se establece el tercer axioma. 
Finalmente, 


r A e 
(y, v) = 300, + 2050, = 3u5 + 245 


Resulta evidente que (v, v) = 3v2+ 2v50. Además, (v, v) = 3vf+ 2v5=0 si y 
sólo si v, = v, = 0, es decir, si y sólo si y = (v;, v,) = 0. Así, se cumple el cuarto 
axioma. A 


Ántes de analizar más ejemplos de productos interiores, se hará una pausa y se 
explicará cómo se usan los productos interiores para introducir los conceptos de 
longitud y distancia en espacios con producto interior. Recuérdese que en el 
espacio euclidiano » dimensional la longitud euclidiana de un vector u = (4,, 8), . 
. ., 14,) se puede expresar en términos del producto interior euclidiano como 


[ul] =(u-u)' > 


y la distancia euclidiana entre dos puntos cualesquiera u = (4,, 4), ... , 4,) y y = 
(V,, Va - - - > Y,) Se puede expresar como 


díu, y) == la = y! —= [(u _ y). (u 7% nm]? 
[Véanse las fórmulas (1) y (2) de la sección 4.1.] Tomando como motivación estas 


fórmulas, se hace la siguiente definición. 


Definición. Si V es un espacio con producto interior, entonces la norma (0 
longitud) de un vector [ju|| en Y se denota por u y se define como 


jul =(u, y 


La distancia entre dos puntos (vectores) u y y se denota por d(u, v) y se define 
como 


d(u, v) = [ju — vl| 





. . a 53 3 
Ejemplo 3 Si u= (u, Ur u,) y V= (v,, Va, - - - . V,) son vectores en R” con el 
producto interior euclidiano, entonces 


ul = Qu, uy)? = (uu)? = MN lus pe TE O E Us 


CIRCUNFEREN- 
CIAS Y ESFERAS 
UNITARIAS EN 
ESPACIOS CON 
PRODUCTO 
INTERIOR 
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du, v) E ¡u— v]=(u Ya u—y)2=[(u — y)-(u e 
(ue, UY + (u, UY + a + (u, —v,) 


Obsérvese que las expresiones anteriores son simplemente las fórmulas estándar 
para la norma y la distancia euclidianas que se analizaron en la sección 4.1 [véan- 
se las fórmulas (1) y () de esa sección.] A 





Ejemplo 4 Es importante tener en mente que la norma y la distancia de- 
penden del producto interior que se esté usando. Si se cambia el producto in- 
terior, entonces también cambian las normas y las distancias entre vectores. 
Por ejemplo, para los vectores u = (1, 0) y v= (0, 1) en R? con el producto in- 


terior euclidiano se tiene 
[ul = W1?+0*= 1 


d(u, v) = lu — vl| = 4, = Dll= Y 1P +1? = v2 


Sin embargo, si se cambia al producto interior euclidiano ponderado 
(u, v) = 34,0, + 2450) 
entonces se obtiene 


Jul] =(u, u)2 = [3(00) + 200312 = v3 


d(u, v) = [lu — vi =((1, -D,(0, - 12 
= [3009 +2 1D] P= VS A 


Si V es un espacio con producto interior, entonces el conjunto de puntos en Y que 
satisfacen 


ul] =1 


se denomina esfera unitaria o algunas veces circunferencia unitaria en Y. En R? 
y R?, estos son los puntos cuya distancia al origen es igual a 1. 


Ejemplo 5 
a) Trazar la circunferencia unitaria en un sistema de coordenadas xy en R2 usan- 
do el producto interior euclidiano (u, v) = 4,v, +u,v,. 


b) Trazar la circunferencia unitaria en un sistema de coordenadas xyz en R3 usan- 
do el producto interior euclidiano ponderado (u, v) = 7 4,v, + Lu). 


Solución de a). Si u = (x, y), entonces |lu]] = (u, w)12 = y[x2 + y2 , de modo que 
la ecuación de la circunferencia unitaria es yx2 + y2 =1 0 bien, elevando al cua- 
drado ambos miembros, 
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Figura 1 


Como se esperaba, la gráfica de esta ecuación es una circunferencia de radio 1 con 
centro en el origen (figura la). 















Circunferencia unitaria con norma 


euclidiana 'Jul = VW x + y? 


Circunferencia unitaria con 


norma lll = 4 +4? 


Solución de b). Siu= (x, y), entonces |]u|| = (u, uy? = yix2 +1y2 , de modo 
que la ecuación de la circunferencia unitaria es [tx2 +79? = 1 o bien, elevando 


al cuadrado ambos miembros, 


z 


2 
xo y 
— 4 <=] 
94 


La gráfica de esta ecuación es la elipse que se muestra en la figura 1b. A 


Sería razonable que el lector se sienta incómodo con los resultados 
obtenidos en el último ejemplo. Aun cuando las definiciones de longitud y 
distancia se reducen a las definiciones estándar cuando se aplican a R? con el 
producto interior euclidiano, es necesario recurrir a la imaginación para pen- 
sar que la "circunferencia" unitaria tiene forma elíptica. Sin embargo, aunque 
los productos interiores no estándar distorsionan los espacios conocidos y con- 
ducen a valores extraños de longitudes y distancias, muchos de los teoremas 
básicos de la geometría euclidiana aún son válidos en estos espacios poco 
comunes. Por ejemplo, es un hecho básico de la geometría euclidiana es que la 
suma de las longitudes de dos de los lados de un triángulo es por lo menos tan 
grande como la longitud del tercer lado (figura 2a). Después se verá que este 
resultado se cumple en todos los espacios con producto interior, sin importar 
cuán poco común pueda ser el producto interior. Como otro ejemplo, re- 
cuérdese el teorema de la geometría euclidiana que establece que la suma de 
los cuadrados de las diagonales de un paralelogramo es igual a la suma de los 
cuadrados de los cuatro lados (figura 2b). Este resultado también es válido en 


Figura 2 


PRODUCTOS 
INTERIORES 
GENERADOS 
POR MATRICES 
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todos los espacios con producto interior, sin importar cuál sea el producto in- 
terior (ejercicio 20). 





llu+ v< llal + [iv lu + v]? + Ju — v] = 20 ul? + [[vi?) 


El producto interior euclidiano y el producto interior euclidiano ponderado son 
casos especiales de una clase general de productos interiores sobre R”, que se 
describirán a continuación. Sean 


u; U¡ 
u> 0) 
u = y v=|. 
U, U, 


vectores en R” (expresados como matrices n X 1), y sea 4 una matriz invertible n 
x n. Se puede demostrar (ejercicio 30) que si u + v es el producto interior 
euclidiano sobre R”, entonces la fórmula 


define un producto interior; se llama producto interior sobre R” generado por A. 

Si se recuerda que el producto interior euclidiano u + v puede escribirse como 
el producto matricial v%u [véase (7) en la sección 4.1], se concluye que otra forma 
de escribir (3) es 


(u, v) = (4194u 


o bien, de manera equivalente, 


Ejemplo 6 El producto interior sobre R” generado por la matriz identidad n X n 
es el producto interior euclidiano, ya que al sustituir 4 = 7 en (3) se obtiene 


(u, v)=/u-v=u-.v 


El producto interior euclidiano ponderado (u, v) = 3u,v, + 2u,v, que se analizó, en 
el ejemplo 2 es el producto interior sobre R? generado por 
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ye va 
0 va 
debido a que al sustituir esta matriz en (4) se obtiene 


vw 0lv3 0 Jia 
wvy=to vilo vilo ville 


3 0][x 
=[0, val EN 


= 340, + 24,0, 
En general, el producto interior euclidiano ponderado 
QU, V)= WU U; + WU) + c+ w,u4 U, 

es el producto interior sobre R” generado por 
yw 0 0... 0 

0 YA 0... 0 

] E j (5) 

a 

(comprobar). A 


En los siguientes ejemplos se describirán algunos productos interiores sobre 
espacios vectoriales diferentes a R”. 


Ejemplo 7 Si 


4 Us 0 0) 
¡e Uz Uy , ES 03 Us 


son dos matrices cualesquiera 2 X 2, entonces la siguiente fórmula define un pro- 
ducto interior sobre A4,, (comprobarlo): 


(U, V)=u,0, + 470) + UzUz + UqUA 


Por ejemplo, si 


entonces 


(0, V)= 11) +2(0) + 33) + 42) = 16 
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La norma de una matriz U con respecto a este producto interior es 


JU =(0,U)NP = Vu + uz+u3 +us 


y la esfera unitaria en este espacio consta de todas las matrices U 2 X 2 cuyos elemen- 
tos satisfacen la ecuación ||1/|| = 1, que cuando se eleva al cuadrado queda como 


út+tui+uz+tuí=1 A 
Ejemplo 8 Si 


p=a,+a,x + a,x? and q =bp,+ bx + box? 


son dos vectores cualesquiera en P., entonces la siguiente fórmula define un 
producto interior sobre P, (comprobar): 


(p, q) == a0bo + ab, + ab, 


La norma del polinomio p con respecto a este producto interior es 


lpl| =p, p)P= Vaj + aj + a; 


y la esfera unitaria en este espacio consta de todos los polinomios p en P, cuyos 
coeficientes satisfacen la ecuación ||p]| = 1, que elevada al cuadrado queda como 


ajtaita=1 A 


Ejemplo 9 (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sean f = fx) y g = g(x) dos 
funciones continuas en C [a, b], y se define 


b 
(.8)=| foot dr (6) 


Se demostrará que esta fórmula define un producto interior sobre C [a, b] al 
comprobar los cuatro axiomas de producto interior para las funciones f = f(x), g = 
gGo) y s = s(r) en C [a, b)]: 
b b 
(1) 6 e) = j HQJg(x) dx = f g4)fa) dx = (g, f) 
lo cual demuestra que se cumple el axioma 1. 


b 
Q) (f+g, s) = | (00) + g))s(x) dx 


b b 
= j FodsG) dx +] g00sQo) dx 
= (f, s) + (g, s) 
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esto demuestra que el axioma 2 es válido. 
“b 


b 
3) (hb g)= | kfO0)g(x) dx = k | 00200) dx = KK, 8) 


con lo que queda demostrado que se cumple el axioma 3. 
(4)  Sif=/(x) es cualquier función en C [a, b], entonces *(x) > 0 para todo x en 
fa, b]; por consiguiente, 


b 
AL) =| Po)dxz0 


Además, debido a que %(x) > 0 y f = fx) es continua sobre la, 5], se conclu- 
ye que je f20odx= si y sólo si f(x) = 0 para todo x en [a, 5]. Por tanto, 
se tiene que (f, f) = F20dx=0 sí y sólo si f = 0. Así se demuestra que se 
cumple el axioma 4. A 


Ejemplo 10 (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Si C [a, b] tiene el producto 
interior definido en el ejemplo precedente, entonces la norma de una función f = 
Je) con respecto a este producto interior es 


b 
n=a02= [| Po 0) 


y la esfera unitaria en este espacio consta de todas las funciones f en C [a, b] que 
satisfacen la ecuación |[f]] = 1, que cuando se eleva al cuadrado queda como 


b 
| Fodx=1 A 


OBSERVACIÓN. (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Como los polinomios 
son funciones continuas sobre (—oo, oo) entonces son continuas sobre cual- 
quier intervalo cerrado [a, b]. Así, para todos estos intervalos el espacio vec- 
torial P, es un subespacio de C [a, 6], y la fórmula (6) define un producto in- 
terior sobre P,. 


OBSERVACIÓN. (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Recordar que en Cálculo 
la longitud de arco de una curva y = fo) sobre un intervalo [a, b] está definida por la 
fórmula 


b 
L=| V1+[f 00) dx (8) 


Este concepto de longitud de arco no se debe confundir con ||f]|, que es la longitud 
(norma) de f cuando f se considera como un vector en C [a, 5]. Las fórmulas (7) y 
(8) son bastante diferentes. 


ALGUNAS 
PROPIEDADES 
DE LOS 
PRODUCTOS 
INTERIORES 
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En el siguiente teorema se enumeran algunas propiedades algebraicas básicas de 
los productos interiores. 








Teorema 6.1.1. Siu, v y w son vectores en un espacio real con producto in- 
terior y k es cualquier escalar, entonces: 












a) (0, v)=(v,0)=0 
by (ua, v + w)=(u, v) + (u, w) 
c) (u, kv) = k(u, v) 

d) lu — y, w) =(u, w) — (v, w) 
e) lu, v — w)=(u, v) — (u, w) 


Demostración. Se demostrará el inciso 5) y la demostración de los demás inci- 
sos se deja como ejercicio. 


(u, V+w) = (v + w, u) [Por simetría] 
= (y, u) +(w, u) [Por aditividad] 
= (u, v) +(u, w) [Por simetría]  [] 


El siguiente ejemplo ilustra cómo se pueden usar el teorema 6.1.1 y las propie- 
dades que definen los productos interiores para efectuar cálculos algebraicos con éstos. 
A medida que se estudie el ejemplo, será instructivo que el lector justifique los pasos. 


Ejemplo 11 


(u — 2v, 3u + 4v) = (u, 3u + 4v) — (2v, 3u + 4v) 

= (u, 3u) + (u, 4v) — (2v, 3u) — (2v, 4v) 

= Yu, u) + 4(u, v) — 6(v, u) — 8(v, v) 

= 3[jul[? + 4(u, v) — 6(u, v) — 8l|v/[? 

=3llal? —2u, v)—8lvIP A 

Como el teorema 6.1.1 es un resultado general, se tiene la garantía de que se 

cumple para fodos los espacios reales con producto interior. Este es el verdadero 
poder del desarrollo axiomático de los espacios vectoriales y los productos interio- 
res: un sólo teorema demuestra una multitud de resultados de una vez. Por ejem- 
plo, sin necesidad de ninguna demostración adicional se tiene la garantía de que 
las cinco propiedades dadas en el teorema 6.1.1 son verdaderas para el producto 


interior sobre R” generado por cualquier matriz A [fórmula (3)]. Por ejemplo, para 
este producto interior se comprobará el inciso b) del teorema 6.1.1: 


lu, v + w) =(v + w44u 
= (v + w2)4%4u [Propiedad de la transpuesta] 
= (vía TAu) + (w?A TA u) [Propiedad de la multiplicación de matrices] 
= (u, v) + (u, w) 
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Será instructivo para el lector comprobar los demás incisos del teorema 6.1.1 para 
este producto interior. 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 6.1 


. Sea (u, v) el producto interior euclidiano sobre R*, y sean u = (3, —2), v = (4, 5), 
w= (—1,6)yk= —4., Encontrar 
a) (u, v)= (v, u) b) lu + v, w) =(u, w) + (v, w) (0) (au, + w)=(u, v) + (u, w) 
d) (ku, v) = k(u, v) =(u, kv) e) (0, v»=(v,0)=0 


jur 


2. Repetir el ejercicio 1 para el producto interior euclidiano ponderado (u, v) = 4u,v, + 
Su, 
20 


3. Calcular (u, v) usando el producto interior del ejemplo 7. 


EN a al [46 
A A a O A E 


4. Calcular (p, q) usando el producto interior del ejemplo 8. 
a) p=-2+x+3x% q=4-7x" b) p=-5+2x+x?% q=3+2x- 4x” 


5. a) Usando la fórmula (7), demostrar que (u, v) = 9u,v, + 4u,v, es el producto interior 
sobre R? generado por 


3-0 
4A= 
o 
b) Con el producto interior del inciso a), calcular (u, v) si u = (3,2) y v=Cl, 7). 


6 a) Usar la fórmula (3), para demostrar que (u, v) =5u4,v, — uv, — u,v, + 10u,v, es el 
producto interior sobre R? generado por 


[3 3] 


b) Usando el producto interior del inciso a), calcular (u, v) si u = (0, —3) y v = (6, 2). 


7. Sean u = (u,, u,) y v = (v,, v,). En cada inciso, la expresión dada es un producto 1n- 
terior sobre R?. Encontrar una matriz que lo genere. 
a) (u, v) = 340, + Suso, b) (u, v) = 4u4,U, + 6uzU, 


8. Sean u= (u,, u,) y v = (v,, v,). Comprobando que se cumplen los axiomas de producto in- 
terior, demostrar que las siguientes expresiones definen productos interiores sobre R?. 
a) (u, v) = 340, + 5uz0, b) (u, v) = 4uU, + 4,0, + 4 U) + 4usU) 


9. Sean u = (4,, 4), 4,) Y V= (Y), Va, v,). Determinar cuáles de las siguientes expresiones 
son productos interiores sobre R”. Para las que no lo sean, enumerar los axiomas que 
no se cumplen. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19, 
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a) (u, v)=u,0, + 4zU, b) lu, v) = utv? + uzus + u3us 


c) (u, v) = 24,0, + uzU, + 4430) d) (u, v) = 4 UV, — 470, + UzU) 


En cada inciso, usando el producto interior sobre R?, encontrar ||w)| donde w = (—1, 3). 
a) El producto interior euclidiano. 
b) El producto interior euclidiano ponderado (u, v) = 3u,v, + 2u,v,, donde u = (u,, u,) 


y Y =(v,, vz) | 
c) El producto interior generado por la matriz 


ES l 2 
ol -1 3 
Con los productos interiores del ejercicio 10, hallar d(u, v) para u = (— 1, 2) y v = (2, 5). 


Sea P. con el producto interior del ejemplo 8. En cada inciso, determinar ||p]|. 
a) p= -2+3x+2x? b) p=4- 3x? 


Sea M,, con el producto interior del ejemplo 7. En cada inciso, encontrar |/4]]. 


[34 O UE 
A EE A o 


Sea P, con el producto interior del ejemplo 8. Hallar a(p, q). 


p=3-x+x, q =2+5x? 


Sea M,, con el producto interior del ejemplo 7. Encontrar d(4, B). 


A CS O a AE 
a) A= , B= b) 4= - B= 
9 4 1 6 1.0 6 2 


Supóngase que u, v y w son vectores tales que 


(u,v)=2, (v,w)=-3, (u,w)=5, lul=1, lv =2, [wl=7 


Evaluar la expresión dada. 
a) (u + v, v+w) b) (2v — w, 3u + 2w) c) (u — y — 2w, 4u + v) 
d) llu + v e) [2w — vil f) lu — 2v + 4wl| 








(Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sea el espacio vectorial P, con el producto 
interior 


] 
(p, q) = lo dx 


a) Determinar ||p|| parap=1,p=xyp==>"  b) Encontrar d(p, q)sip=1yq=x. 


Trazar la circunferencia unitaria en R? usando el producto interior dado. 
a) (u, v) = 34,0, + 5470, b) (u, v) = 24,0, + UU) 


Encontrar un producto interior euclidiano ponderado sobre R? para el cual la circun- 
ferencia unitaria sea la elipse que se muestra en la figura 3. 
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20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


23. 


26. 


Ll 





Figura 3 


Demostrar que la siguiente identidad se cumple para vectores en cualquier espacio con 
producto interior. 


ju + vil? + [ju — vi? = 2]jul]* + 21/v/]? 


Demostrar que la siguiente identidad se cumple para vectores en cualquier espacio con 
producto interior. 


(u, v) = ¿lu + vll? — ¿ju — v]? 


u uU U U 
Sen U=| : d y y=| ; dl 


Demostrar que (U, V) =u,v, + uv, + uv, +u 


1Y) ¿3 F uv, v, noO es un producto interior sobre My, 


4 


Sean p = p(x) y q = q(x) polinomios en P,. Demostrar que 
(p, 9) = p0)4(0) + p(3)q(3) + p(10) 
es un producto interior sobre P.. 


Demostrar: Si (u, v) es un producto interior euclidiano sobre R” y si A es una matriz n 
x n, entonces 


(u, 4v) = (4u, v) 
(Sugerencia. Usar el hecho de que (u, v) = u- v =v?u.] 


Comprobar el resultado del ejercicio 24 para el producto interior euclidiano sobre R* y 


| 3 ll -—2 l 
u= 2 y= 0], A=]/3 4 0 
4 32 y il dz 
Sean u=(u,,4,,..., 4, ) y V=(V,, Y, - - - > V,). Demostrar que 
(0, V) = W,4/0, + 40) + >>: + w, 4,0, 
es un producto interior sobre R” si w,, w,, .. . , w, son números reales positivos. 
(Para quienes ya estudiaron Cálculo). Usando el producto interior 


l 
(p q)= | _ ¡PEJAGo) dx 


calcular (p, q) para los vectores p = p(x) y q = q(x) en P,. 
a) p=1-—x+x?+5x q=x-— 3x? 
b) p=x- 5x7 q=2+8x* 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 
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(Para quienes ya estudiaron Cálculo). En cada inciso, usar el producto interior 
1 
(£,8)= / F0)g(x) dx 


para calcular (f, g) de los vectores f = fx) y g = g(x) en C [0, 1]. 


TT 
a) Í=c0s 27mx, g=sen271x b)f=x, g=e' Cc) f= tan qx g=1 


Demostrar que el producto interior del ejemplo 7 se puede escribir como (U, V) = 
Huy). 


Demostrar que la fórmula (3) define un producto interior sobre R”. [Sugerencia. Usar 
la otra versión de la fórmula (3), definida por (4).] 


Demostrar que la matriz (5) genera el producto interior euclidiano ponderado 
(U, V) = W,4,0, + W¿U470) + * >: + w, 4,0, sobre R”. 


Demostrar los incisos a) y d) del teorema 6.1.1. 


Demostrar los incisos c) y e) del teorema 6.1.1. 





6.2 ÁNGULO Y ORTOGONALIDAD EN ESPACIOS CON 
PRODUCTO INTERIOR 


En esta sección se definirá el concepto de ángulo entre dos vectores en un espa- 
cio con producto interior, y esta idea se usará para obtener algunas relaciones 
básicas entre vectores en un espacio con producto interior, incluyendo una rela- 
ción geométrica fundamental entre el espacio nulo y el espacio columna de una 
matriz. 


DESIGUALDAD Recuérdese por la fórmula (1) de la sección 3.3 que si u y v son dos vectores dife- 


DE CAUCHY- rentes de cero en R? o en R? y 0 es el ángulo entre estos vectores, entonces 
SCHWARZ 


u - y = [jul|[|vl] cos 6 D 
o bien, de otra manera, 
u- y 
cos 0 = — 2 
ET pl 


En el primer objetivo de esta sección es definir el concepto de ángulo entre 
dos vectores en un espacio general con producto interior. Para que la definición 
sea razonable, sería bueno que fuese consistente con la fórmula (2) cuando se apli- 
que al caso especial de R? y R3 con el producto interior euclidiano. Así, se quiere que 
la definición del ángulo € entre dos vectores diferentes de cero en un espacio con 
producto interior cumpla la relación 
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cos 0 = Sd, (3) 


luv! 





Sin embargo, debido a que [cos 9 | <1, no hay ninguna posibilidad de que (3) se 
cumpla, a menos de que se tenga la certeza de que toda pareja de vectores dife- 
rentes de cero en un espacio con producto interior satisface la desigualdad 


qu, v) 
half [vt 


Á 








Afortunadamente será posible demostrar que así es, usando la siguiente generali- 
zación del la desigualdad de Cauchy-Schwarz (véase el teorema 4.1.3). 


Teorema 6.2.1. Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Si u y y son vectores en un 
espacio real con producto interior, entonces 


| (u, y) = Jul] [iv | (4) 





Demostración. De antemano se advierte a lector que la demostración aquí 
presentada depende de una argucia sutil que no es fácil motivar. Si u = 0, entonces 
(u, v) = (u, u) = 0, de modo que los dos miembros de (4) son iguales. Supóngase 
ahora que u % 0. Sean a = (u, u), b = 2(u, v), c = (v, v) y sea £ cualquier número 
real. Por el axioma de positividad, el producto interior de cualquier vector consigo 
mismo siempre es positivo. Por consiguiente, 


O <= ((u + v), (tu + v)) = (u, md + 2(u, vd + (v, v) 
=at+bt+e 


Esta desigualdad indica que el polinomio cuadrático at? + bt + c no tiene raíces 
reales o tiene una raíz real repetida. En consecuencia, su discriminante debe satis- 
facer la desigualdad b? — 4ac < 0. Expresando los coeficientes a, b y c en térmi- 
nos de los vectores u y v se obtiene 4(u, v)? — 4(u, uv, v) < 0 o bien, de manera 
equivalente, 


(u, v)= (u, uy, v). 
Extrayendo raíz cuadrada a ambos miembros y aplicando el hecho de que (u, u) 
y (yv. v) son no negativos se obtiene 

(u, v)] =(u, uy 2 (w, y) 2 


o bien, de manera equivalente, 


[u, v)|= llull lvl 


PROPIEDADES 
DE LA 
LONGITUD Y LA 
DISTANCIA EN 
ESPACIOS CON 
PRODUCTO 
INTERIOR 
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con lo que se completa la demostración. [] 


Para referencia, se observa que la desigualdad de Cauchy-Schwarz se puede 
escribir de otras dos formas: 


(u, v) <(u, uv, v) (5) 
(u, v)" = lul|*[|v¡!” (6) 


La primera de estas fórmulas se obtuvo en la demostración del teorema 6.2.1, y la 
segunda se obtiene de la primera aplicando el hecho de que jul]? = (u, u) y 


[IvI1? = (y, v). 


Ejemplo 1 La desigualdad de Cauchy-Schwarz para R” (teorema 4.1.3) se con- 
cluye como un caso especial del teorema 6.2.1 tomando a (u, v) como el producto 
interior euclidiano uv. Á 


Los dos teoremas siguientes demuestran que las propiedades básicas de la longitud 
y la distancia establecidas en los teoremas 4.1.4 y 4.1.5 para vectores en el espacio 
euclidiano 1 dimensional son válidas en espacios generales con producto interior. 
Este hecho es una evidencia de que las definiciones de producto interior, longitud 
y distancia están bien elegidas. 


Teorema 6.2.2, Si u y v son vectores en un espacio V con producto interior y 
si k es cualquier escalar, entonces: 


a) llull] =0 


b) llull = 0 si y sólo siu =0 
c) [ul =|X] [jul 
d) llu + v]| < llul| + [Ivi] (Desigualdad del triángulo) 





Teorema 6.2.3. Si u, v y w son vectores en un espacio V con producto interior 
y si k es cualquier escalar, entonces: 


a) d(u, v)=0 


by) d(u, v)=0 si y sólo si u = v 
c) dí(u, v) = d(v, u) 
d) díu, v) <€ díu, w) + d(w, v) (Desigualdad del triángulo) 





Se demostrará el inciso d) del teorema 6.2.2 y la demostración de los demás in- 
cisos de este teorema, así como la demostración del teorema 6.2.3, se dejan como 
ejercicio. 
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ÁNGULO ENTRE 
VECTORES 


Figura 1 


Demostración del teorema 6.2.2d. Por definición, 


[u + vil? = (u + y, u + v) 
= (1, 4) + 2(u, v) +(v, v) 
<= (u, u) + 2((u, v)| + (v, v) [Propiedad del valor absoluto] 
< (u, u) + 2J]ul | vi] + (v, v) [ Por (4)] 
= luli? + 2/u/ [Ivi] + [vi 
= (full + [Iv)p* 


Extrayendo raíz cuadrada se obtiene 
lu + v[| < jul] + Iv D 


A continuación se mostrará cómo se puede usar la desigualdad de Cauchy- 
Schwarz para definir ángulos en espacios generales con producto interior. Supón- 
gase que u y y son vectores diferentes de cero en un espacio Y con producto inte- 
rior. Si ambos miembros de la fórmula (6) se dividen entre ||u]| ? [lv] 2, se obtiene 


CAZA 
E] 


(1 Y) _ 


lav ss 





o bien, de manera equivalente, 


as 


Luego, si 9 es un ángulo cuya medida en radianes varía de O a 7, entonces cos 6 
asume todos los valores entre — 1 y 1 (inclusive) exactamente una vez (figura 1). 





(u, v) — 8 
Julilv! S y 


Se define a 9 como el ángulo entre u y y. Obsérvese que en R? o en R? con el pro- 
ducto interior euclidiano, la expresión (8) concuerda con la fórmula usual para el 
coseno del ángulo entre dos vectores diferentes de cero fórmula (2). 


cos O = 





ORTOGONA- 
LIDAD 
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Ejemplo 2 Sea R* con el producto interior euclidiano. Encontrar el coseno del 
ángulo 8 entre los vectores u = (4, 3, 1, —2) y v= (-2, 1, 2, 3). 


Solución. Se deja para el lector comprobar que 


luli =V30, — lvl =V18, y  (uv)=-9 


de modo que 
Us 
lulllvl. v30v1i8 2v15 


cos O = 


El ejemplo 2 es en esencia un ejercicio matemático, ya que hay relativamente poca 
necesidad de encontrar ángulos entre vectores, excepto en R? o en R* con el 
producto interior euclidiano. Sin embargo, un problema de importancia capital en 
todos los espacios con producto interior es determinar si dos vectores son 
ortogonales, es decir, si el ángulo entre ellos es 0 = 2/2. 

Por (8) se concluye que si u y v son vectores diferentes de cero en un espacio 
con producto interior y 8 es el ángulo entre ellos, entonces cos 9 = 0 si y sólo si (u, 
v) = 0. De manera equivalente, para vectores diferentes de cero se tiene 8 = 7/2 si 
y sólo si (u, v) = O. Si por acuerdo se considera el ángulo entre u y v como 7/2 
cuando uno de los vectores es 0 o ambos vectores son 0, entonces se puede afirmar 
sin excepción que el ángulo entre u y v es 7/2 si y sólo si (u, v) = O. Este hecho 
sugiere la siguiente definición. 





Obsérvese que en el caso especial en que (u, v) = u + v es el producto interior euclidia- 
no sobre R”, la definición anterior se reduce a la definición de ortogonalidad en el es- 
pacio euclidiano 1 dimensional proporcionada en la sección 4.1. También se hace notar 
que la ortogonalidad depende del producto interior, dos vectores pueden ser ortogonales 
con respecto a un producto interior pero pueden no serlo con respecto a otro. 


Ejemplo 3 Si M,, tiene el producto interior del ejemplo 7 de la sección 
precedente, entonces las matrices 


10 0 2 
U= E 
' 1 y lo sl 


(U, V)=10)+0(2)+ 1(0)+ 1(0)=0 A 


son ortogonales, ya que 


Ejemplo 4 (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sea P, con el producto interior 


rl 


(p.9)=)  pajaJar 
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y sea 


Entonces 


! 2. 1/2 ) 
bl=cp1= | arar] [far] 

— ] =:1 

| 1/2 l 1/2 ) 
al] ea [| ta 


pa) =| wdr=| x*dx=0 
2 >] 


Debido a que (p, q) = 0, los vectores p = x y q = x” son ortogonales con respecto al 
producto interior dado. A 


En la sección 4.1 se demostró el teorema de Pitágoras para vectores en el 
espacio euclidiano de dimensión n. El siguiente teorema amplía este resultado a 
vectores en cualquier espacio con producto interior. 


Teorema 6.2.4. (Teorema de Pitágoras generalizado). Si u y v son vectores 
ortogonales en un espacio con producto interior, entonces 


lu + vi]? = Jul] + [Ivi 





Demostración. La ortogonalidad de u y y indica que (u, v) = 0, de modo que 


Ju + vl? = ((u + y), (u + v)) = [ju]? + 2(u, v) + Ilvll” 
= Juli? + [IviP 


Ejemplo 5 (Para quienes ya estudiaron Cálculo). En el ejemplo 4 se demostró 
que p = x y q = x? son ortogonales con respecto al producto interior 


1 
(p. q) = | a pldg(x) dx 


sobre P.,. Por el teorema de Pitágoras se concluye que 


Ip + all? = IIplI? + llal'* 


Así, por los cálculos en el ejemplo 4 se tiene 


MAS 2.2 2 8 
pra (E) AT 


COMPLEMENTOS 
ORTOGONALES 


Figura 2 
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Este resultado se puede comprobar por integración directa: 


1 


+ a=prapro=) raras 


| ZN [ 3 / 4d Pe PE 
= | 1 ax+2 e dx + me *=3 S TS A 


Si V es un plano que pasa por el origen de R3 con el producto interior euclidiano, 
entonces el conjunto de todos los vectores que son ortogonales a cada vector en Y 
forman la recta L que pasa por el origen y es perperidicular a Y (figura 2). En 
términos de álgebra lineal, se dice que la recta y el plano son complementos 
ortogonales entre sí. La siguiente definición amplía este concepto a espacios 
generales con producto interior. 





Todo vector en L es ortogonal a 
todo vector en Y. 


Definición. Sea W un subespacio de un espacio Y con producto interior. Se 
dice que un vector u en V es ortogonal a W si es ortogonal a todo vectoz en W, 


y el conjunto de todos los vectores en Y que son ortogonales a W se denomina 
complemento ortogonal de W. 





Recuérdese que en geometría el símbolo 1 se usa para indicar perpen- 
dicularidad. En álgebra lineal, el complemento ortogonal de un subespacio W se 
denota por W*(que se lee como "W perpendicular"). En el siguiente teorema se 
enumeran las propiedades básicas de los complementos ortogonales. 








Teorema 6.2.5. Si W es un subespacio de un espacio V de dimensión finita con 
producto interior, entonces 





a) W+es un subespacio de V. 
b) El único vector común a W y Wl es 0. 
c) El complemento ortogonal de Wl es W. es decir, (WL)1 = y. 
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RELACIÓN 
GEOMÉTRICA 
ENTRE EL 
ESPACIO NULO Y 
EL ESPACIO 
RENGLÓN 


Se demostrará el inciso a), y la demostración de los demás incisos se deja como 
ejercicio. 


Demostración de a). Primero obsérvese que (0, w) = 0 para todo vector w en W, de 
modo que W” contiene por lo menos al vector cero. Se quiere demostrar que W- es 
cerrado bajo la adición y la multiplicación escalar; es decir, se quiere demostrar 
que la suma de dos vectores en W” es ortogonal a todo vector en W y que cualquier 
múltiplo escalar de un vector en WA es ortogonal a todo vector en W. Sean u y v 
dos vectores cualesquiera en W2-, sea k cualquier escalar y sea w cualquier vector 
en Y. Entonces por la definición de W-- se tiene (u, w) = 0 y (v, w) = 0. Usando 
las propiedades básicas del producto interior se tiene 


(Uu + v, w) = (au, w) + (v, w)=0+0=0 
(ku, w) = Ku, w)=k(0)=0 


lo cual demuestra que u + v y ku están en Wi. [] 


OBSERVACIÓN. Debido a que por el inciso c) del teorema precedente W y W2 son 
complementos ortogonales entre sí, se dirá que W y W_l son complementos orto- 
gonales. 


El siguiente teorema fundamental establece un vínculo geométrico entre el espacio 
nulo y el espacio renglón de una matriz. 






Teorema 6.2.6. Si A es una matriz m X n, entonces: 


a) El espacio nulo de A y el espacio renglón de A son complementos ortogona- 
les en R” con respecto al producto interior euclidiano, 

b) El espacio nulo de A? y el espacio columna de A son complementos ortogo- 

nales en R” con respecto al producto interior euclidiano. 






Demostración de a). Se desea demostrar que el complemento ortogonal del espacio 
renglón de A es el espacio nulo de 4. Para lograr esto es necesario demostrar que 
si un vector y es ortogonal a todo vector en el espacio renglón, entonces Av = 0 y, 
recíprocamente, si Av = 0, entonces y es ortogonal a todo vector en el espacio ren- 
glón. 

Supóngase primero que v es ortogonal a todo vector en el espacio renglón de 
A. Entonces, en particular v es ortogonal a los vectores renglón r,, r,, ...,rF 
de A; es decir 


Rn 


r | -V= Pp: =:":=r,+v=0 (9) 


Pero por la fórmula (11) de la sección 4.1, el sistema lineal 4x = 0 se puede ex- 
presar en notación de producto punto como 
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r,-X 0 
e (10) 
r «Xx 0 


de modo que por (9), v es una solución de este sistema y, por tanto, está en el 
espacio nulo de 4. 

Recíprocamente, supóngase que v es un vector en el espacio nulo de A, de 
modo que 4v = 0. Por (10) se concluye que 


| V=rv="::=r,:+v=0 


Pero si r es cualquier vector en el espacio renglón de 4, entonces r se puede 
expresar como una combinación lineal de los vectores renglón de A, por ejemplo 


T=C¡F; +FCO)2+ 000 +C,Y 


n n 


Por tanto, 
rv =(C,F, + Cr2+> 0: +C,r,)-v 
= C¡(F, + V) + cor) V) + 00: +cC,(r, -v) 
=0+0+:::+0=0 


con lo cual se demuestra que v es ortogonal a todo vector en el espacio renglón de 
A. 


Demostración de b). Como el espacio columna de A es el espacio renglón de 4% 
(excepto por alguna diferencia en la notación), esta demostración se concluye al 
aplicar el resultado del inciso a) a 4%. [] 


El ejemplo siguiente muestra cómo se puede usar el teorema 6.2.6 a fin de 
encontrar una base para el complemento ortogonal de un subespacio del espacio 
euclidiano de dimensión nr o n dimensional. 


Ejemplo 6 Sea W el subespacio de RS generado por los vectcres 


w, =(2,2, —1,0, 1), w, =(=1, -1,2, -3, 1) 
w3 = (1, l, Za O, = 1), Wa = (0, O, 5 l, 1) 


Encontrar una base para el complemento ortogonal de W. 


Solución. El espacio W generado por W ¡> W), W3 y W, €s el mismo que el espácio 
renglón de la matriz 
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2. .2-1 0. 1 

=1 -1 2 - 
di 3001 
lo 1-2 0-1 


y, por el inciso a) del teorema 6.2.6, el espacio nulo de A es el complemento 
ortogonal de W. En el ejemplo 4 de la sección 5.5 se demostró que 


a] ss] 
] 0 
v, = 0 y vo =| 1 
0 0 
0 


] 


forman una base para este espacio nulo. Expresando estos vectores en la misma 
notación que w;,, W,, Wz Y w, se concluye que los vectores 


v¡ =(-1, 1,0, 0, 0) y Y), =(— 1,0, — 1,0, 1) 


forman una base para el complemento ortogonal de W. Como comprobación, 
calculando los productos punto necesarios, el lector puede verificar que v, y v, son 
ortogonales a W,, W,, Wz Y W¿. Á 








Teorema 6.2.7, Si A es una matriz n X n, y si T,: R” = R" es la multiplicación 
por Á, entonces las siguientes proposiciones son equivalentes. 

a) Á es invertible. 

by) Ax=0 sólo tiene la solución trivial. 

c) La forma escalonada reducida de Á es 1, 

d) A se puede escribir como un producto de matrices elementales. 

e) Ax= b es consistente para toda matriz bn X 1. 

f/f) Ax=b tiene exactamente una solución para toda matriz bn X 1. 

g) det(4) 40. 

h) El rango de T, es R*. 

i) T, es uno a uno. 

j) Los vectores columna de A son linealmente independientes, 
k) Los vectores renglón de A son linealmente independientes. 
I) Los vectores columna de A generan a R". 

m) Los vectores renglón de A generan a R”. 

n) Los vectores columna de A forman una base para R”. 

o) Los vectores renglón de Á forman una base para R”. 

p) El rango de A es n. 

q) La nulidad de A es 0. 

r) El complemento ortogonal del espacio nulo de A es R”. 

s) El complemento ortogonal del espacio renglón de A es 105 . 























RESUMEN 
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Este teorema relaciona todos los temas principales estudiados hasta el momento. 


Se deja como ejercicio para el lector demostrar que en cualquier espacio Y con 
producto interior, el espacio cero (03 y todo el espacio Y son complementos 
ortogonales. Entonces, si 4 es una matriz n X n, afirmar que Ax = 0 sólo tiene la 
solución trivial es equivalente a decir que el complemento ortogonal del espacio 
nulo de A es todo R” o, de manera equivalente, que el espacio renglón de A es todo 
R”. Este hecho permite agregar dos nuevos resultados a los 17 resultados mencio- 
nados en el teorema 5.6.9. 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 6.2 


1. En cada inciso, determinar si los vectores dados son ortogonales con respecto al producto 


interior euclidiano. 


a) u=(—1,3,2), v=(4,2, — 1) b)u=(-2, —2, —2), v=(1l, 1, 1) 
c) u= (41, u>, Uy ), v = (0, O, 0) d) u =(-4, 6, — 10, 1), v = (2, l, Zi 9) 
e) u=(0, 3, —-2, 1), v=(5,2, —1, 0) f) u = (a, b), v =(-b, a) 


2. Sea R? con el producto interior euclidiano, y sea u = (—1, 1, 0, 2). Determinar si el vector 
u es ortogonal al conjunto de vectores W = (W,, W,, Wzj, donde w, = (0, 0, 0, 0), w, = (1, 
+1, 3)7w, (8,0, 9,2). 


3. Sean R?, R? y R? con el producto interior euclidiano. En cada inciso, hallar el coseno del 


ángulo entre u y y. 


a) u= (1, —-3), v=(Q,4) b) u =(—1,0), v = (3,8) 
c) u=(—1,5,2), v=(2, 4, —9) d) u = (4, 1,8), v=(1, 0, — 3) 
e) u=(1,0,1,0), v=(-3, -3, —3, —3) f)u=(2,1,7, —1), v=(4, 9, 0, 0) 


4. Sea P, con el producto interior del ejemplo 8 en la sección 6.1. Encontrar el coseno del 


ángulo entre p y q. 


a) p=-—1+5x+2x*% q=2+4x-— 9x? b)p=x-x% q=7+3x+3x? 


5. Demostrar que p= 1 — x+2x” y q = 2x + x? son ortogonales con respecto al producto 
interior del ejercicio 4. 


6. Sea M,, con el producto interior del ejemplo 7 en la sección 6.1. Encontrar el coseno del 


ángulo entre A y B. 
2 6 

a) A= 
E 


7. Sea 


bell eel 


364 / Espacios con producto interior 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


¿Cuáles de las siguientes matrices son ortogonales a A con respecto al producto interior 


del ejercicio 6? 
1 1 0 0 2. 11 
b 


27 0 
0 2 


. Sea R? con el producto interior euclidiano. ¿Para qué valores de k son ortogonales u y v? 


a) u=(,1,3), v=(1,7,£K) b) u=(K, k, 1), v =(X, 5, 6) 


. Sea R* con el producto interior euclidiano. Encontrar dos vectores de norma 1 que sean 


ortogonales a los tres vectores u = (2, 1, -4, 0), v = (—1, —1, 2,2) y w= (3, 2, $, 4). 


En cada inciso, con el producto interior euclidiano comprobar que la desigualdad de 
Cauchy-Schwarz se cumple para los vectores dados. 

a) u = (3,2), v=(4, —1) b)u=(-3,1,0) v=Q, — 1,3) 

c) u=(-4,2, 1), v=(8, —4, -—2) d) u = (0, —2,2, 1), v=(-—1, —1,1,1) 


En cada inciso, comprobar que la desigualdad de Cauchy-Schwarz se cumple para los 
vectores dados. 
a) u= (—2, 1) y y = (1, 0), usando el producto interior del ejemplo 2 en la sección 6.1. 


RO Di y To 
ii E E A E 


usando el producto interior del ejemplo 7 en la sección 6.1. 
c) p=—1+2x+x? y q=2 — 4x? usando el producto interior dado en el ejemplo 8 de 
la sección 6.1. 


Sea W la recta en R? cuya ecuación es y = 2x. Encontrar una ecuación para W.. 


a) Sea W el plano en R* cuya ecuación es x — 2y — 3z = 0. Encontrar las ecuaciones 
paramétricas para W+. 
b) Sea W la recta en R? con ecuaciones paramétricas 


x=2f y=-—$t, 2¿=41 (—-w<1f<o) 


Determinar una ecuación para W?. 


Sea 
l Ze 2 
A=13 5 0 4 
l Z 0 


a) Encontrar bases para el espacio renglón y el espacio nulo de A. 
b) Comprobar que todo vector en el espacio renglón es ortogonal a todo vector en el 
espacio nulo (como garantiza el teorema 6.2.64). 


Sea A la matrizl ejercicio 14. 

a) Encontrar bases para el espacio columna de A y el espacio nulo de 4* 

b) Comprobar que todo vector en el espacio columna de 4 es ortogonal a todo vector en 
el espacio nulo de 4* (como garantiza el teorema 6.2.6b). 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 
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Encontrar una base para el complemento ortogonal del subespacio de R” generado por los 
vectores 
a) 1, =(1, -1,3) v=6, -4, -4), vy=0. 6,2) 
b) v,=(2,0,—1), v,= (4,0, —2) 
c) v, =(1, 4,5,2), v,= (2, 1, 3, 0), v, = (-— 1, 3, 2, 2) 
d) v,=(1,4,5,6,9, v,=(3, -2,1, 4, -1), ví =(-1,0, —1, -2, —1), 
Va = (2,3,5,7, 8) 


Sea Y un espacio con producto interior. Demostrar que si u y y son vectores ortogonales en 
V tales que Jju]| = jiv]| = 1, entonces |ju — v]|= y2 . 


Sea Y un espacio con producto interior. Demostrar que si w es ortogonal tanto a u, como a 
u,, entonces es ortogonal a ku, + k,u, para todos los escalares k, y k,. Interpretar 
geométricamente este resultado para el caso en que Y es R? con el producto interior 
euclidiano. 


Sea V un espacio con producto interior. Demostrar que si w es ortogonal a cada uno de los 


vectores U,, U,, ..., U,, Entonces €s ortogonal a todo vector en lin (UU), ...,U,). 


Sea (v,, Y, - - - » V,j Una base para un espacio Y con producto interior. Demostrar que el 
vector cero es el único vector en Y que es ortogonal a todos los vectores básicos. 


Sea (w,, W,, . . - , w,juna base para un subespacio W de Y. Demostrar que Wl consta de 
todos los vectores en Y que son ortogonales a todos los vectores básicos. 


Demostrar la siguiente generalización del teorema 6.2.4. Si v,, v,, . . . , Y, Son vectores 
ortogonales por parejas en un espacio Y con producto interior, entonces 


[lv] + vz +++ + ww, = [Ivi + IIvall?+ - > > + (Iv, 11 


Demostrar los siguientes incisos del teorema 6.2.2: 
a) Inciso a). b) Inciso b). Cc) Inciso c). 


Demostrar los siguientes incisos del teorema 6.2.3: 
a) Inciso a). b) Inciso b). Cc) Inciso c).  d) Inciso d). 


Demostrar el inciso b) del teorema 6.2.5. 
Demostrar: Si u y v son matrices n X 1 y Á es una matriz invertible n X n, entonces 
[vATAu Y <= (uZA TA v7A TA) 


Por medio de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, demostrar que para todos los valores 
reales dea,by0 , 


[a cos 6 + bsen 01? < a? + b* 


Demostrar: Si w,, w,, . . . , w, son números reales positivos y si u = Mitosis Y VE 
Via Veis v,) son dos vectores cualesquiera en R”, entonces 


[w4,0, + w70, +: + w,4,0,) < (wu? + w,u3 ++ w, 42) 0? + w02 + c+ w,u?)!/2 
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29. 


30. 


31. 


32. 


3: 


Demostrar que la igualdad se cumple en la desigualdad de Cauchy-Schwarz si y sólo si u y 
v son linealmente dependientes. 


(Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sea C [0, sr] con el producto interior 


(f g)= | Í()8g00) dx 


y seaf, =cos mx (n=0,1,2,... ). Demostrar que si k * l, entonces f y f¿ son ortogonales 
con respecto al producto interior dado. 


(Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sean Ax) y g(x) funciones continuas sobre [0, 1] . 
Demostrar: 


» [Losa] [[ 1004][[ coa] 
1 1/2 l 1/2 l 1/2 
b) / [ fo) + g6o Y de = / Ux) ar ¿3 Ñ gú(x) de 


[Sugerencia. Usar la desigualdad de Cauchy-Schwarz. ] 


Mediante métodos vectoriales, demostrar que el triángulo inscrito en una circunferencia, 
de modo que uno de sus lados es el diámetro de la circunferencia, debe ser un triángulo 
rectángulo. [Sugerencia. Expresar los vectores AB y BC de la figura 3 en términos de u y 





20 Figura 3 


Con respecto al producto interior euclidiano, la norma de los vectores u = (1, yY3) y 
y = (—1, 3) es igual a 2, y el ángulo entre u y y mide 60% (figura 4). Encontrar un pro- 
ducto interior euclidiano ponderado con respecto al cual u y y sean vectores unitarios orto- 
gonales. 


e 
(1, aL (1, 43) 





Figura 4 
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Ea 


6.3 BASES ORTONORMALES; PROCESO DE GRAM-SCHMIDT; 
DESCOMPOSICION QA 





En muchos problemas con espacios vectoriales, quien resuelve el problema puede 
elegir cualquier base que juzgue pertinente para el espacio vectorial. En espacios 
con producto interior, la solución de un problema a menudo se simplifica 
bastante al elegir una base en la que los vectores sean ortogonales entre sí. En 
esta sección se mostrará cómo es posible obtener las bases. 







BASES Definición. Un conjunto de vectores en un espacio con producto interior se 
ORTOGONALES denomina conjunto ortogonal si todas las parejas de vectores distintos en el 
Y ORTONORMA- conjunto son ortogonales. Un conjunto ortogonal en el que cada vector tiene 
LES norma 1 se denomina conjunto ortonormal. 


Ejemplo 1 Sean 

u, = (0, 1, 0), u,= (1, O, 1), uz = (1, 0, =4l.) 
y supóngase que R* tiene el producto interior euclidiano. Se concluye que el 
conjunto de vectores S= (u,, u,, uz3 es ortogonal, ya que (u,, u,) = (u,, uz) = (u,, 


uz)=0. A 


Si v es un vector no nulo en un espacio con producto interior, entonces por 
el inciso c) del teorema 6.2.2 el vector 


l 
Y 
[vi 


tiene norma 1, ya que 


23 
MI 














] ] 
=> vll == ——]lvl| = 1 
IM | MT 


El proceso de multiplicar un vector v diferente de cero por el recíproco de su 
longitud para obtener un vector de norma 1 se denomina normalización de v. Un 
conjunto ortogonal de vectores no nulos siempre se puede convertir en un conjunto 
ortonormal al normalizar cada uno de sus vectores. 


Ejemplo 2 Las normas euclidianas de los vectores en el ejemplo 1 son 
pul me l, [Ju] a V2, [Juz E v2 


En consecuencia, al normalizar u,, U, y uz se obtiene 
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El lector debe comprobar que el conjunto S = (v,, v,, Y33 es ortonormal, al de- 
mostrar que 


(Y v>) =(V1, v3) = (va, v3)=0 
Ivll= diva = lival = 1 A 
En un espacio con producto interior, una base que consta de vectores orto- 
normales se denomina base ortonormal, y una base que consta de vectores ortogo- 


nales se denomina base ortogonal. Un ejemplo conocido de una base ortonormal 
es la base estándar para R3 con el producto interior euclidiano: 


i=(10,0)  ¡=(00,10),  k=(0,0,1) 


Esta es la base asociada con los sistemas de coordenadas rectangulares (figura 4 de 
la sección 5.4). En términos más generales, en R” con el producto interior eucli- 
diano, la base estándar 


e,=(1,0,0,...,0) €e,=(0,1,0,...,0) ..., e, =(0,0,0,...,1) 


es ortonormal. 


El interés de encontrar bases ortonormales para espacios con producto interior es 
motivada en parte por el siguiente teorema, que muestra cuán excepcionalmente 
sencillo es expresar un vector en términos de una base ortonormal,. 


Teorema 6.3.1.5 S = (v,, Y), - - - , v,j es una base ortonormal para un 
espacio V con producto interior y si u es cualquier vector en V, entonces 


Uu=(u, V,)V, + (0 Y) +00 + (Uv, 





Demostración. ComoS= (v,, v», . - - » VW, 3 es una base, un vector u se puede ex- 
presar como 


U=k,v, + kv) +00 +, Y 


no n 


La demostración se completará probando que X; = (u, v¡) paraí=1,2,...,n. 
Para todo vector v; en $ se tiene 
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(u, v,) = (av, + ha va +00 + KV) Vi) 
= kl v 1, Vi) E AV Vi) HE Kn) Vi) 
Como S = (v;, Va» - + - > V,S €S UN conjunto ortonormal, se tiene 
(vi, v¡) = lv If= 1 y (Vi v;)=0 1 ¡4 


Por consiguiente, la expresión anterior para (u, v;) se simplifica a 


(u, v;) == k, ] 
Usando la terminología y la notación presentadas en la sección 5.4, los escalares 
qu, Vi), Cu, v>), A, (u, v,,) 


en el teorema 6.3.1 son las coordenadas de u con respecto a la base ortonormal $ = 
eS ES 


(10 = ((u, v,), (u, va), ..., (U, v, )) 


es el vector de coordenadas de u con respecto a esta base. 


Ejemplo 3 Sean 
e (0, E 0), 1d (—5, 0, 5), Ya 5, 0, $) 


Es fácil comprobar que S = (v,, v,, v¿3 es una base ortonormal para R? con el pro- 
ducto interior euclidiano. Expresar el vector u = (1, 1, 1) como una combinación 
lineal de los vectores en S y hallar el vector de coordenadas (u)s. 


Solución. 


(u, v,)=1, (u, v),) = —5, y (u, v3)=35 


Por consiguiente, debido al teorema 6.3.1, se tiene 
es decir, 
(1, 1, D)=(0, 1,0) — 4-3, 0,3) +26, 0, $) 
El vector de coordenadas de u con respecto a $ es 
(u)s — (Cu, Y; ), (u, v>), Qu, v3)) => Ls —É, 5) A 


OBSERVACIÓN. — La utilidad del teorema 6.3.1 debe resultar evidente a partir de 
este ejemplo si se considera que para bases no ortonormales suele ser necesario 
resolver un sistema de ecuaciones a fin de expresar un vector en términos de la 
base. 
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Las bases ortonormales para espacios con producto interior son convenientes 
porque, como se muestra en el siguiente teorema, muchas fórmulas conocidas se 
cumplen para esas bases. 


Teorema 6.3.2.5 S es una base ortonormal para un espacio n dimensional 
con producto interior, y si 


(U)y = (4, Uy, (V)s=(U,, UVa... ..U0,) 


entonces: 
| E EN pe 
a) hal — NTE + us + is 87 
2 


PIO, VEN 0 Fl DS) A ARA A 


NN E O A EA 





La demostración se deja para los ejercicios. 


OBSERVACIÓN. Nótese que el miembro derecho de la igualdad en el inciso a) es 
la norma del vector de coordenadas (u)z con respecto al producto interior 
cuclidiano sobre R”, y que el miembro derecho de la igualdad en el inciso c) es el 
producto interior euclidiano de (u), y (v)s. Asi, trabajando con bases ortonormales, 
el cálculo de normas y productos interiores generales se puede reducir al cálculo 
de normas y productos interiores euclidianos de los vectores de coordenadas. 


Ejemplo 4 Si R? tiene el producto interior euclidiano, entonces la norma del 
vector u= (1, 1, l)es 





al = (u- u)!? se 


Sin embargo, si se hace que R? tenga la base ortonormal $ del ejemplo anterior, 
entonces por ese ejemplo se sabe que el vector de coordenadas de u con respecto a 
9 ES 


Cu), dl Cl, —E, 3) 


La norma de u también se puede calcular a partir de este vector usando el inciso a) 
del teorema 6.3.2. Así, se obtiene 





lull= VW 1 + (3 +G6Y=VWEÉE=vV3 A 


SIS = AV, Va... . v,y es una base ortogonal para un espacio vectorial Y”, 
entonces al normalizar cada uno de sus vectores se obtiene la base ortonormal 


s= (ue. Er) 
IA O A 
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Así, si u es cualquier vector en V, por el teorema 6.3.1 se concluye que 


ou “Tv AO o EOS (a DADO] 


que, debido al inciso c) del teorema 6.1.1 se puede volver a escribir como 



















(u, v,) 


(u, v>) y 
[wllA” 


[wall 


_(u, A 


MN 












(1) 





Esta fórmula expresa u como una combinación lineal de los vectores en la base 
ortogonal S. En los ejercicios se dan algunos problemas que requieren el empleo 
de esta fórmula. 

Es evidente que si va v, y vz son tres vectores diferentes de cero mutua- 
mente perpendiculares en R3, entonces ninguno de los vectores está en el mismo 
plano que los otros dos; es decir, los vectores son linealmente independientes. El 
siguiente teorema generaliza este resultado. 


Teorema 6.3.3. Si S= (v,, v,, . . ., v,) es un conjunto ortogonal de vectores no 


nulos en un espacio con producto interior, entonces S es linealmente 
independiente. 





Demostración. Supóngase que 


Para demostrar que S = [v,, v,, .. ., v, j es linealmente independiente, es necesa- 
rio probar que k, =k,=:*:*=k,=0, 


Para todo v; en $, por (2) se concluye que 


nn? 


o, de manera equivalente, 
AV Y) E vv) + + ktv,v)=0 


Por la ortogonalidad de $ se concluye que <v,, v;> = O cuando ¡ + i, de modo que 
esta ecuación se reduce a 


KAVi vi) =0 


Como se supone que los vectores en S son diferentes de cero, entonces <(;, vi) 40 
por el axioma de positividad en la definición de producto Inenor Por con- 
siguiente, X;= 0. Como el subíndice ¡ es arbitrario, se tiene a a 
así, S es smente independiente. [] É 
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Ejemplo 5 En el ejemplo 2 se demostró que los vectores 


| po 1 l 
VA (0, Es 0), Y> a ( O, —=). Va (2 0, -5) 
| E á 0 v2 


forman un conjunto ortonormal con respecto al producto interior euclidiano sobre 
R?. Por el teorema 6.3.3, estos vectores forman un conjunto linealmente inde- 
pendiente, y como R? es tridimensional, entonces por el teorema 5.4.6a se tiene 
que S= (v,, v,, v¿) es una base ortonormal para R?. A 


A continuación se desarrollarán algunos resultados que serán de utilidad para ob- 
tener bases ortogonales y bases ortonormales para espacios con producto interior. 

En R? o R? con el producto interior euclidiano, geométricamente resulta 
obvio que si W es una recta o un plano que pasa por el origen, entonces todo vector 
u en el espacio se puede expresar como una suma 


U=wW, + W> 


donde w, está en W y w, es perpendicular a W (figura 1). Este resultado es un caso 
especial del siguiente teorema general cuya demostración se da a final de esta sección. 





Teorema 6.3.4. (Teorema de proyección). Si W es un subespacio de dimensión 
finita en un espacio V con producto interior, entonces todo vector u en V se 
puede expresar de manera única como 


U=w, + w (3) 





donde w, está en W y w, está en W-. 


El vector w, en el teorema precedente se denomina proyección ortogonal de 
u sobre W y se denota por proy;,y u. El vector w, se denomina componente de u 
ortogonal a W y se denota por proyyy. u. Así, la fórmula (3) en el teorema de 
proyección se puede expresar como 


U = PrOY ¡yy U + proy¡y1 U (4) 
Como w, = u — w,, se concluye que 


proy yy. U=u — proy y/u 
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de modo que la fórmula (4) también se puede escribir como 
U = proy y u + (u — proy yy U) (5) 


(figura 2). 





Figura 2 o | 


El siguiente teorema, cuya demostración se pide en los ejercicios, propor- 
ciona fórmulas para calcular proyecciones ortogonales. 


Teorema 6.3.5. Sea W un subespacio de dimensión finita en un espacio V con 
producto interior, 


a) Sifv;,, vz -... v,j es una base ortonormal para W y u es cualquier vector 
en V, entonces 


Proy y U=(u, V¡)V, + (UL, V,)V2 + 00 + (Cu, v,)V, | 


Si fV,, Va - . - » v,3 es una base ortogonal para W y u es cualquier vector 
en V, entonces 


_<u, yA 
a 





Ejemplo 6 Sea R3 con el producto interior euclidiano, y sea W el subespacio 
generado por los vectores ortonormales y, = (0, 1, 0) y v, = (5,0,7). Por (6), la 
proyección ortogonal de u = (1, 1, 1) sobre W es 


PIOY y U = (u, v,)V, +(U, v>)V, 
=C0(0, 1,0) + (38 0,5) 
= (38, |, —35) 
La componente de u ortogonal a W es 
Proy yy, 4 = U —proyy U=(1, 1, 1)— (3, 1, —35) = E, 0, 35, 


Obsérvese que proy;y“ u es ortogonal tanto a v, como a v,, de modo que este 
vector es ortogonal a todo vector en el espacio W generado por y, y v,, como debe 
ser. Á 
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Se ha visto que las bases ortonormales poseen varias propiedades útiles. El 
siguiente teorema, que es el resultado principal de esta sección, muestra que todo 
espacio vectorial no nulo y de dimensión finita tiene una base ortonormal. La de- 
mostración de este resultado es muy importante, ya que proporciona un algorit- 
mo, o método, para convertir una base arbitraria en una base ortonormal. 


¡| Teorema 6.3.6. Todo espacio no nulo de dimensión finita con producto inte- 





rior tiene una base ortonormal. 


Demostración. Sea V cualquier espacio no nulo de dimensión finita con pro- 
ducto interior, y sea (u,, 4», .. ., u, + cualquier base de Y. Basta demostrar que Y 
tiene una base ortogonal, ya que los vectores en la base ortogonal se pueden 
normalizar a fin de obtener una base ortonormal para V. La siguiente serie de 
pasos produce una base ortogonal (v,, v,, . . ., Y, + para (Y. 


¡Paso 1. Sea y, =u;. 


| Paso 2. Como se ilustra en la figura 3, se puede obtener un vector y, que sea 
ortogonal a v, calculando la componente de u, que sea ortogonal al es- 
pacio W, generado por v,. Se aplica la fórmula (7): 


u>v; 


y 
1 

MI 

Por supuesto, si y, = 0, entonces v, no es un vector básico. Pero ésto no 

puede suceder, ya que por la fórmula precedente para v, se concluiría que 


_ 2, (02, 
úu) 


u; 


qe 
Ivi? Ju]? 
la cual establece que u, es un múitiplo de u,, contradiciendo la inde- 
pendencia lineal de la base $ =¿(u,,u,,...,u,,. 


Paso 3. Para obtener un vector vz que sea ortogonal tanto a v, como a y,, se 
calcula la componente de u, ortogonal al espacio W, generado por v, y 
v, (figura 4). Por (7), 


37 Uy — PIOY;y Uy = uz — MA 
; [vip [val 


Como en el paso 2, la independencia lineal de u,, u,, ..., U, asegura 
que v, + 0. Los detalles se dejan como ejercicio. 


Paso 4. Para determinar un vector v, que sea ortogonal a v,, v, y vz, se calcula 
| la componente de u, ortogonal al espacio W, generado por v;, Y, Y vz. 
Por (7, 
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uy Y 7 Mula), va 


A A 








Y] Proy y; u Figura 3 





e | . Proy yy, 3 ] 


Continuando de esta manera, después de n pasos se obtiene un conjunto 
ortogonal de vectores, (v,, V,, . . . , V,+. Como la dimensión de Ves n y todo con- 
junto ortogonal es linealmente independiente, el conjunto (v,, V,, - . . , V, $ es una 
base ortogonal para Y. [] 

La construcción precedente paso a paso para convertir una base cualesquiera 
en una base ortogonal se denomina proceso de Gram-Schmidt” (página 376). 


Ejemplo 7 Considérese el espacio vectorial R? con el producto interior euclidiano. 
Aplicar el proceso de Gram-Schumidt para transformar los vectores básicos u, = (1, 
1, 1), 4, = (0, 1, ) y u, = (0, 0, 1) en una base ortogonal (v,, v,, vz); luego, 
normalizar los vectores básicos ortogonales para obtener una base ortonormal (q. 
4, 935. 


Solución. 


Paso 1. v, =u,= (1, 1, 1) 


Paso yA v7 u) ES PrOY y, u> == 
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= 00,1, 0) 30,1,D= (24) 


Led a e uv Nav) 
e 1 u; PIOY jy, uz a e V 


[vip wa? - 
] 


=(0,0,1) 31,1, )= 44 (241) 





Así, 


5 e ll 
y e L l. dh e — e 3 ; == > — ==  — 
pan js EEE 03 (o +3) 


forma una base ortogonal para R?. Las normas de estos vectores son 


V6 


Ivl=V3,  Iivl= 


1 
vall = Va 


de modo que una base ortonormal para R* es 


Mio 


S hh 2) en da (e 
A 
A 











* Jórgen Pederson Gram (1850-1916) fue un actuario danés. Recibió su primera instrucción en escuelas públicas, 
complementada con tutores particulares. Después de terminar el bachillerato obtuvo la maestría en matemáticas con 
especialización en álgebra moderna, que estaba en pleno desarrollo. Gram trabajó después como actuario para la 
Hafíua Life Insurance Company, donde desarrolló los cimientos matemáticos de los seguros contra accidente para la 
compañía Skjold. Fue miembro de la junta directiva de Hafmia y dirigió la compañía Skjold hasta 1910, cuando se 
convirtió en director de la Danish Insurance Board. Durante el tiempo que trabajó como actuario obtuvo el 
Doctorado en Filosofía con base en su tesis "On Series Development Utilizing the Least Squares Method". Fue en 
esta tesis que planteó por primera vez sus contribuciones al proceso de Gram-Schmidt. Gram terminó por interesarse 
en teoria abstracta de números y fue galardonado con la medalla de oro concedida por la Royal Danish Society of 
Sciences and Letters debido a sus investigaciones en ese campo. Sin embargo, durante toda su vida también mantuvo 
un interés sobre la interacción entre las matemáticas teóricas y las matemáticas aplicadas, cuyo resultado fueron 
cuatro tratados sobre administración de bosques daneses. Gram falleció una tarde en un choque en bicicleta cuando 
se dinigía a una reunión de la Royal Danish Society. 

*Erhardt Schmidt (1876-1959) fue un matemático alemán. En 1905 Schmidt recibió su grado de doctor en la 
universidad de Gotinga, donde estudió bajo la asesoría de uno de los grandes matemáticos; David Hilbert En 1917 
decidió tr a dar clases en la Universidad de Berlín, ciudad en la que permaneció por el resto de su vida. Schmidt 
realizó importantes contribuciones a varios campos matemáticos, pero es más conocido por haber agrupado muchas 
de las ideas dispersas de Hilbert en un concepto general (denominado espacio de Hilbert), que es fundamental en el 
estudio de espacios vectoriales de dimensión infinita. Schmidt describió por primera vez el proceso que lleva su 
nombre en un artículo sobre ecuaciones integrales publicado en 1907. 
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OBSERVACIÓN. En el ejemplo precedente se usó el proceso de Gram-Schmidt 
para obtener una base ortogonal; luego, una vez que se obtuvo la base ortogonal, se 
normalizó para obtener una base ortonormal. De otra manera, es posible nor- 
malizar cada vector básico de la base ortogonal en cuanto se obtiene generando, 
así, paso a paso la base ortonormal. Sin embargo, este método presenta la ligera 
desventaja de producir más raices cuadradas que manejar. 

El proceso de Gram-Schmidt con normalización ulterior no sólo convierte una 
base cualesquiera (u,, u,, ..., u,j en una base ortonormal (4,, Q,, . - - , 4,), SIno que 
también lo hace de modo que para k > 2 se cumplan las siguientes relaciones: 


* (q, 4%... qg) es una base ortonormal para el espacio generado por (uy, 
Meieas uz). 
e q7 es ortogonal a (U,,U),,..., Uf.) 


Se omiten las demostraciones, pero estos hechos deben ser evidentes después de un 
análisis profundo de la demostración del teorema 6.3.6. 


Se plantea el siguiente problema. 










Problema. Si 4 es una matriz m X n con vectores columna linealmente inde- 
pendientes, y si O es la matriz con vectores columna ortonormales que se 
obtienen al aplicar el proceso de Gram-Schmidt a los vectores columna de 4, 
¿qué relación, en caso de haber alguna, existe entre 4 y O? 


Para resolver este problema, supóngase que los vectores columna de A son u,, u,, 


. . . 4, y que los vectores columna ortonormales de (O son q;, 4, . . ., 9, asÍ, 

A=[u 010 > 0,] y O=[q1 92:00: 545) 
Por el teorema 6.3.1 se concluye que u,, u,, .. ., u, se pueden expresar en térmi- 
nos de Q;, 4,» - - - » q, COmo 


uy = (01, 919, + (41, q2)q2 + >>> +(u,, Q,,)9,, 
u, = (U), q,+q; + (WU), 242 + 000 + (u, 4,79, 


u, Sl (U,, q,), Es (UL, 4,4 e (U,, 9,9, 


Recordando de la sección 1.3 que el ¡-ésimo vector columna de un producto de 
matrices es una combinación lineal de los vectores columna del primer factor con 
coeficientes provenientes de la ¡-ésima columna de segundo factor, se concluye que 
estas relaciones se pueden expresar en forma matricial como 


(41,1) (UG) co: (u,, q1) 
(01, G) (U q) cc: (u,, 42) 


A 


(U,, 9) (82,q,) => (8,,9,) 
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o, más brevemente, como 
A =QR (8) 
Sin embargo, una propiedad del proceso de Gram-Schmidt es que para y > 2, el 


vector q es ortogonal au,, UL, ..., Uja así, los elementos abajo de la diagonal 
principal de R son cero. 


(01,1) (M,qu) 0 (UL, qu) 
0 uu), > e u.. Q> 

da (1, 42) ( 42) (9) 
0 0 eN (u,, ,) 


Se deja como ejercicio demostrar que los elementos de la diagonal de R son 
diferentes de cero, de modo que R es invertible. Así, (8) es una factorización de A 
en el producto de una matriz O con vectores columna ortonormales y una matriz 
triangular superior invertible R. La expresión (8) se denomina descomposición 
OR de A. En resumen, se tiene el siguiente teorema. 


Teorema 6.3.7. (Descomposición OR). Si A es una matriz m X n con vectores 
columna linealmente independientes, entonces Á se puede factorizar como 


A=OQR 


donde O es una matriz m X n con vectores columna ortonormales y R es una 


matriz triangular superior invertible n X n. 





OBSERVACIÓN. —Recuérdese por el teorema 6.2.7 que si 4 es una matriz n X », 
entonces la invertibilidad de A equivale a la independencia lineal de los vectores 
columna, así, toda matriz invertible posee una descomposición OR. 


Ejemplo 8 Encontrar la descomposición OR de 


Aplicando el proceso de Gram-Schmidt con normalización ulterior a estos vectores 
columna se obtienen los vectores ortonormales (véase el ejemplo 7) 


FUNCIÓN DE LA 
DESCOMPOSI- 
CIÓN OR EN 
ÁLGEBRA 
LINEAL 
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1/43 -2/V6 0 
a=|11/W3 |  q.=| 1/V6 |, qs=|-1/v2 
1/V3 1/V6 1 


y por (9), la matriz R es 


(u,, 91) (0, q) (U3, q;) 3/V3 2/V3 1/13 
RS 0 (ua, q>) (ua, q>) 7 0 2/V6 1/V6 
0 0 (u, q3) 0 0  1/V2 


Así, la descomposición OR de A es 


0 1/13 -—2/V6 0 3/43 2/VW3 1/V3 
Ol|=| 1/43  1/V6 -1/V2 0  2/V6 1/V6L| A 
1/43  1/V6  1/V2 0 0 1/2 

A O R 


o 


l 


1 0 
l 
ls 4 


En años recientes, la descomposición OR ha adquirido una importancia cada vez 
mayor como fundamento matemático de una amplia gama de algoritmos numéri- 
cos prácticos, incluyendo un algoritmo bastante usado para calcular eigenvalores 
de matrices grandes. Los algoritmos se analizan en libros de texto relacionados con 
los métodos numéricos del álgebra lineal. 


DEMOSTRACIÓN ADICIONAL 


Demostración del teorema 6.3.4. La demostración se efectúa en dos partes. 
Primero es necesario encontrar vectores w, y w, con las propiedades enunciadas y 
luego demostrar que estos vectores son únicos. 

Por el proceso de Gram-Schmidt, existe una base ortonormal (v,, vz, ...., 
v, y para W. Sean 


W¡ = (0, V,)V, FU, V7)v) + 00 + (u, v, dv, (10) 


W, =U—w, (11) 


Se concluye que w, + w, = w, + (u — w;) = u, de modo que queda por demostrar 
que w, está en W y que w, es ortogonal a W. Pero w, está en W porque es una 
combinación lineal de los vectores básicos para W. Para demostrar que w, €s 
ortogonal a W es necesario probar que (w,, w) = 0 para todo vector w en W. Pero 
si w es cualquier vector en W, se puede expresar como una combinación lineal 
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de los vectores básicos v, V», . - ., Y, ASÍ, 

(Wa, W) = (U — W¡, W)= (UL, W) — (W;, W) (12) 
Pero 

(u, W) = (0, A/V, + A2V) +00 c+ k,v,) 


= k (au, v¡) + Au, v,) +00: +k, lu, v,) 
y por el inciso c) del teorema 6.3.2 


(Wi, W)= (0, VA, + (0, Va A) + Hu, y, A, 


Así, (u, w) y (w,, w) son iguales, de modo que (12) produce (w,, w) = 0, que es lo 
que quería probarse. 

Para ver que (10) y (11) son los únicos vectores con las propiedades enun- 
ciadas en el teorema, supóngase que también es posible escribir 


U=W;¡ + W) (13) 
donde w; está en W y w2es ortogonal a Y. Si de (13) se resta la ecuación 


U=W; + W> 


se obtiene 
O = (w; — w,) + (w> — w)) 


o bien, ] 
dd RA + 4 ai de (14) 


Como w, y w2son ortogonales a Y, su diferencia también es ortogonal a W, ya 
que para cualquier vector w en W se puede escribir 
(MV, WS — W>) = (w, w>) — (w, w,)=0-0=0 


Pero W> — w, es un vector en W, ya que por (14) es la diferencia de los dos 
Vectores w, y wW; que están en el subespacio W. Asi, W> — w, debe ser ortogonal a 
sí mismo; es decir, 


(W5 — Wo, Ww)—w,)=0 


Pero esto significa que W>, — =0 por el axioma 4 en la definición de producto 
interior. Así, w>,= = W, y, por PEN Ww¡= =w,. l) 


EJERCICIOS DE LA SECCION 6.3 


1. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores son ortogonales con respecto al pro- 
ducto interior euclidiano sobre R?? 


10. 
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a) (0,1), (2,0) b) (-1/V2, 1/V2), (1/V2, 1/V2) 
e) (—1/V2, -1/V2), (1/V2, 1/12) d) (0,0). (0,1) 


. ¿Cuáles de los conjuntos del ejercicio 1 son ortonormales con respecto al producto 


interior euclidiano sobre R?? 


. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores son ortogonales con respecto al pro- 


ducto interior euclidiano sobre R?? 
(0.7) (2 L-) (5.0, ) o (355) 2122 (122 
a) V7 "7 > 3 vV3 3 > yT "nv ae 33 . 13 3 , > 33 


e) (1, 0, 0), (o. Ez 2) (0, 0, 1) ol za. - 2, (> le o) 
VEA Ve Ve ve VE va 


. ¿Cuáles de los conjuntos del ejercicio 3 son ortonormales con respecto al producto 


interior euclidiano sobre R?? 


. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de polinomios son ortonormales con respecto al 


producto interior sobre P, que se analizó en el ejemplo 8 de la sección 6.1? 


2 17,2 Da 
E e E A 


LE os 2 y? 
Ñ x EN 
> E E 


. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de matrices son ortonormales con respecto al pro- 


ducto interior sobre M,,, que se analizó en el ejemplo 7 de la sección 6.1? 


paro liar Lar leal 
a) Ah 2 |» 2 1|» 2: 2 
0 0 3 73 me a OS 

1.0 o 1 0 0 0 0 
Me e De A 


. Comprobar que el conjunto de vectores dado es ortogonal con respecto al producto in- 


terior euclidiano; luego, normalizando los vectores convertirlo en un conjunto ortonor- 
mal. 
a) (— 1,2), (6, 3) b) (1,0, — 1), (2, 0, 2), (0, 5, 0) c) 6,55), (-32,3,0) 3,3, -3) 


Sean =( 7) y (E =-) 
V5 v5) * * Xv3 vaz) 


Demostrar que (x, yjes ortonormal sí R? tiene el producto interior (u, v) = 3uv, + 
2u,v,, pero que no es ortonormal sí R? tiene el producto interior euclidiano. 


. Comprobar que los vectores v, = (— E A 20), v2 =(2,20 ), v2 = (0, O, 1) forman una 


base ortonormal para R? con el producto interior euclidiano; luego, mediante el teo- 
rema 6.3.1, expresar cada uno de los siguientes vectores como una combinación lineal 
de SV 


a) (1, =L 2) b) (3, e 4) c) E SS 3,5) 
Comprobar que los vectores 


MI = (1, da, Z, = 1) Y) = (—2, Zo En 2) v3 = (1, Za 0, e Va = (1,0, O, 1) 
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11. 


12. 


13. 


14. 


ES: 


16. 


17. 


18. 


forman una base ortogonal para R* con el producto interior euclidiano; luego, con la 
fórmula (1), expresar cada uno de los siguientes vectores como una combinación lineal 


de p Ya Yz Y Ya 
A A E e O a 


En cada inciso se proporciona una base ortonormal con respecto al producto interior eucli- 
diano. Con el teorema 6.3.1, encontrar el vector de coordenadas de w con respecto a la base. 


l l | l 
a) w= (3,7), u = 2) u.= (2 =] 
ANA” 2, E a 


b) Was 10) Y u, = (3, —3, 3), u = (3, 4 — 3), u, = (3, 3, 3) 





Sea R? con el producto interior euclidiano, y sea $ = (w,, W,j la base ortonormal con 

w=6-,w= (4) 

a) eee los Meios u y v cuyos vectores de coordenadas son (u), = (1, 1) y (Y) 
= (—1, 4). 

b) Calcular |Jul|, d(u. v) y (u, v) aplicando el teorema 6.3.2 a los vectores de coordenadas 
(1), y (v)g luego, comprobar los resultados mediante cálculos directos sobre u y v 


Sea R? con el a interior euclidiano, y sea $ = (w,, w,, Wz) la base ortonormal 

con w, = (0, — (0,-2,£), w, = (1, 0, 0) y w, = (0,<, 2) 

a) ncontrar los ECtorES u, y y w cuyos vectores de coordenadas son (u), = (—2, 1, 2), 
(1), = (3, 0, -2) y (m)y=(5, —4, 1) 

b) Calcular ||vll, d(u, w) y (w, v) aplicando el teorema 6.3.2 a los vectores de coorde- 
nadas (U)¿, (v), Y (W)g luego, comprobar los resultados mediante cálculos directos 
sobre u y y. 


En cada inciso, 5 representa alguna base ortonormal de un espacio tetradimensional 
con producto interior. Usar la información que se proporciona para encontrar j|ul|, ||y — 
w]], [Iv + wi] y (v, w). 

2) (1), =(-1,2,1,3), (1) =(0, —3, 1,5), (ws=(-2, -4,3, 1) 

b) (1), = (0, Oil 19 (1), = (MOE (w)s = (00300) 


a) Demostrar que los vectores y, = (1, —2, 3, -4), A rd a 
AAA CO forman una base ortogonal para R?* con el produc interior 
neldano 

bj) Usando (1), expresar u= (—1, 2, 3, 7) como una combinación lineal de los vectores 
en el inciso a). 


Sea R” con el producto interior euclidiano. Usando el proceso de Gram-Schmidt, trans- 
formar la base (u,, u,j en una base ortonormal. 
a) u, = (1, —3), uu, =(2,2) b) u, = (1,0), u, = (3, —5) 


Sea R? con el producto interior euclidiano. Con el proceso de Gram-Schmidt, trans- 
formar la base qu, u, uy; en una base ortonormal. 

a) u, =(1,1, 1), 4, =(—1,1,0), u,=(1,2, 1) 

b) u, =(1,0,0), 4, =(3, 7, —2), u, =(0, 4, 1) 


Sea R* con el producto interior euclidiano. Usando el proceso de Gram-Schmidt, trans- 
tormar la base (u,, u,, u,, U,y en una base ortonormal. 


19. 


20. 


21. 


22: 


1 


24. 


23. 


26. 


21. 


28. 


29. 
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u,=(0,2,1,0) u=(1,-1,0,0), u=(1,2,0,-—1) u=(1,0,0,1) 


Sea R* con el producto interior euclidiano. Encontrar una base ortonormal para el 
subespacio generado por (0, 1, 2), (1,0, 1) y (1, 1, 3). 


Sea R? con el producto interior u, y = u,v, + 2u,v, + 3u,v,. Con el proceso de Gram- 


Schmidt, transformar u, = (1,1, 1) u,=(1, 1,0), 1, = (1,0, 0) en una base ortonormal. 


El subespacio de R? generado por los vectores u, = (0) y u, = (0, 1, 0) es un 
plano que pasa por el origen. Expresar w = (1, 2, 3) en la forma w = w, + w,, donde w, 
está en el plano y w., es perpendicular al plano. 


Repetir el ejercicio 21 con u, = (1, 1, 1) yu, = (2, 0, —1). 
Sea R* con el producto interior euclidiano. Expresar w = (—1, 2, 6, 0) en la forma w = 
w, + w,, donde w, está en el espacio W generado por u, =(—1, 0, 1, 2) y u,= (0, 1, 0, 


1), y w, es ortogonal a W. 


Encontrar la descomposición OR de la matriz 


lá I 2 E. 
a) P A b)|O0 1 c)|-2 1 
l 4 2 1 
LL. 0-2 1.2 | : 
d)|0 1 1 e) |1 1 f) 
=1 1 1 


Sea (v,, V,, V¿3 una base ortonormal para un espacio Y con producto interior. Demos- 
trar que si w es un vector en V, entonces |w!]"=(w, v,)? + (w, v,)" + (w, v)”. 


Sea (V,, Y, . . , Y, $ una base ortonormal de un espacio Y con producto interior. Demos- 
trar que si w es un vector en Y, entonces ||w]]?= (w, v,)? + (w, v,)2+... +(w, v )?. 


En el paso 3 de la demostración del teorema 6.3.6, se afirmó que "la independencia li- 
neal de (u,, u,,..., 4, asegura que v, * 0". Demostrar esta afirmación. 


Demostrar que los elementos en la diagonal de R en la fórmula (9) son diferentes de cero. 
(Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sea el espacio vectorial P,, con el producto interior 
1 
(p q)= | _ ¡PUDdquo) dx 
Aplicando el proceso de Gram-Schmidt, transformar la base estándar S = (1, x, e) en 


una base ortonormal. (Los polinomios en la base resultante son los tres primeros po- 
linomios normalizados de Legendre.) 
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30. 





(Para quienes ya estudiaron Cálculo). Usando el teorema 6.3.1, expresar los si- 
guientes polinomios como una combinación lineal de los tres polinomios normalizados 
de Legendre (ejercicio 29). 

a) 1+x+4x% b) 2-7 c) 4+3x. 


. (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sea P, con el producto interior 


(Pp. q)= / Ppodg(x) dx 


Aplicando el proceso de Gram-Schmidt, transformar la base estándar $ = (1, x, 1%) en 
una base ortonormal. 


Demostrar el teorema 6.3.5. 


. Demostrar el teorema 6.3 .2a. 


Demostrar el teorema 6.3 .2b. 


Demostrar el teorema 6.3.2c. 


6.4 MEJOR APROXIMACIÓN; MÍNIMOS CUADRADOS 





PROYECCIONES Si P es un punto en el espacio tridimensional ordinario y W es un plano que pasa 
ORTOGONALES por el origen, entonces el punto Y en W más próximo a P se obtiene al trazar una 
CONSIDERADAS — perpendicular de P a W (figura la). Por tanto, si se hace u = OP, la distancia entre 
COMO P y W está definida por 

APROXIMA- 

CIONES [ju — proyyy ul 


En esta sección se mostrará la manera de utilizar las proyecciones ortogonales 
para resolver ciertos problemas de aproximación. Los resultados obtenidos en 
esta sección titnen aplicaciones diversas tanto en matemáticas como en ciencias. 





En otras palabras, de todos los vectores w en W, el vector w = proy, u minimiza la 
distancia |ju — w]|| (figura 105). 





Figura 1 O es el punto en W más próximo a P. | [ju — w/| es minimizada por w = proy,, u. | 
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Hay otra forma de pensar esta idea. Considerar que u es un vector fijo cuya 
aproximación se desea obtener por medio de un vector en W. Cualquier aproxima- 
ción w de este tipo dará por resultado un “vector de error" 


u—w 


el cual, a menos de que u esté en W, no se puede hacer igual a 0. Sin embargo, 
eligiendo 


W =proy, u 


es posible hacer que la longitud del vector de error 
ju — wl| = [ju — proy,, ul 


sea tan pequeña como se quiera. Asi, w = proy,, u se puede describir como la 
"mejor aproximación” para u por medio de vectores en W. El siguiente teorema 
precisará estas ideas intuitivas. 


Teorema 6.4.1. (Teorema de la mejor aproximación). Si W es un subespacio 
de dimensión finita de un espacio V con producto interior, y si u es un vector 
en V, entonces proy y u es la mejor aproximación para u desde W en el sentido 
de que 


[[u —proy y ul] < lju — wl| 





para todo vector w en W diferente de proy ¡, u. 


Demostración. Para todo vector w en W se puede escribir 


U — w= (U —proyy U) +(proyy U — w) (1) 


Pero proy¡, U — w, por ser una diferencia de vectores en W, está en W; y u — 
proy u es ortogonal a W, de modo que los dos términos en el miembro derecho de 
(1) son ortogonales. Así, por el teorema de Pitágoras (teorema 6.2.4), 


ju — w|*= ju —proy y ull? + [Iproy, u — wl!? 


si w % proy,, u, entonces el segundo término de esta suma es positivo, de modo 
que 


ju — w/|* > [[u — proy,, ul|* 
o, de manera equivalente, 


[ju — w||> [ju — proy,, ul [] 


Después, se proporcionarán aplicaciones de este teorema. 
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SOLUCIÓN DE 
SISTEMAS 
LINEALES POR 
MÍNIMOS 
CUADRADOS 


Figura 2 


Hasta ahora se han tratado principalmente sistemas de ecuaciones lineales consistentes. 
Sin embargo, los sistemas lineales inconsistentes también son importantes en 
aplicaciones fisicas. Una situación común es que algún problema físico conduzca a un 
sistema lineal 4x = b que desde un punto de vista teórico debe ser consistente, 
aunque no lo es debido a que "errores de medición" en los elementos de 4 y b 
perturban bastante al sistema para hacerlo inconsistente. En situaciones como éstas se 
busca un valor de x que esté "lo más próximo posible" de ser una solución en el sentido 
de que reduzca el valor de l¡4x = bj| con respecto al producto interior euclidiano. 
La cantidad ||4x = bl| se puede considerar como una medida del "error" que 
resulta al considerar a x como una solución aproximada del sistema lineal 4x = b. 
Si el sistema es consistente y x es una solución exacta, entonces el error es cero. ya 
que J¡4x = bj] = [101 = O. En general, mientras más grande sea el valor de j¡¡4x = 
b¡¡, más deficiente será la aproximación de x a una solución del sistema. 


Problema de mínimos cuadrados. Dado un sistema lineal 4x = b de 1 ecua- 
ciones con » incógnitas, encontrar un vector x, si es posible. que reduzca a | 4x 


= bi] con respecto al producto interior cuclidiano sobre R*”. El vector se 
denomina solución por mínimos cuadrados de Ax = b. 





OBSERVACIÓN. —Para comprender el origen de la expresión mínimos cuadrados, 


la aproximación x. Si € = (€, €... £,,), entonces una solución por mínimos 
' . . ” ” ¿ Es . ' - 5 
cuadrados munmuza a Jjel] = (e4+05+.+e)112 y por tanto, también minimiza a |lej!* 


=: es+e 5 +. +el , de donde proviene la expresión mínimos cuadrados. 

Para resolver el problema de minimos cuadrados, sea el espacio columria 
de 4. Para toda matriz n X 1. el producto 4x es una combinación lineal de los 
vectores columna de 14. Así, cuando 1 varia sobre /2”, el vector 4x varía sobre 
todas las combinaciones hincales posibles de los vectores columna de 4; es decir, 
Ax varía sobre todo el espacio columna JF. Geométricamente, resolver el problema 
de mínimos cuadrados equivale a encontrar un vector x en R” tal que 4x sea cl 
vector ea H más próximo a b (figura 2). 





Y Espacio columna de Á 


Una solución por mínimos cuadrados x produce el 
vector Ax en W' más próximo a b. 


Por el teorema de la mejor aproximación (teorema 6.4.1) se concluye que el 
vector en Y más próximo a b es la proyección ortogonal de b sobre W. Asi, para 
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que un vector x sea una solución por mínimos cuadrados de Ax = b, este vector 
debe satisfacer 

AX = proy yy b (2) 


Se podría intentar determinar soluciones por mínimos cuadrados de Ax = b 
calculando primero el vector proy,, b y luego resolviendo (2); sin embargo, existe 
un método mejor: Por el teorema de proyección (teorema 6.3.4) y la fórmula (5) de 
la sección 6.3 se concluye que 


b — Ax = b — proy yb 
es ortogonal a W. Pero W es el espacio columna de 4, de modo que por el teorema 


6.2.6 se concluye que b — Ax está en el espacio nulo de A? . Por consiguiente, una 
solución por mínimos cuadrados de Ax = b debe satisfacer 


ATx(b —- Ax=0 
o, de manera equivalente, 
ATAx =ATb (3) 


Esta expresión se denomina sistema normal asociado con Ax = b y las ecuaciones 
individuales se denominan ecuaciones normales asociadas con Ax = b. Así, el 
problema de hallar una solución por mínimos cuadrados de Ax = b se ha reducido 
al problema de encontrar una solución exacta del sistema normal asociado. 


Nótense las siguientes observaciones sobre el sistema normal: 


e En el sistema normal hay n ecuaciones con r incógnitas (comprobar). 

e El sistema normal es consistente, ya que se satisface con una solución por 
mínimos cuadrados de Ax = b. 

e El sistema normal puede tener infinidad de soluciones, en cuyo caso to- 
das éstas son soluciones por mínimos cuadrados de Ax = b. 


Con base en estas observaciones y la fórmula (2) se tiene el siguiente teorema. 


Teorema 6.4.2. Para cualquier sistema lineal Ax = b, el sistema normal aso- 
ciado 


ATAx = ATb 


es consistente y todas las soluciones del sistema normal son soluciones por 


mínimos cuadrados de Ax = b. Además, si W es el espacio columna de A y x es 
cualquier solución por mínimos cuadrados de Ax = b, entonces la proyección 
ortogonal de b sobre W es 


proyy/b = Ax 
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UNICIDAD 
DE LAS 
SOLUCIONES 
POR MÍNIMOS 
CUADRADOS 


Antes de analizar algunos ejeniplos numéricos, se establecerán condiciones que 
garantizan que un sistema lincal tiene sólo una solución por mínimos cuadrados. 
Se necesitará el siguiente teorema. 


Teorema 6.4.3. Si 4 es una matriz m X n, entonces las siguientes proposicio- 
nes son equivalentes, 


lc) A tiene vectores columna linealmente independientes. 
dy AA es invertible. 





Demostración. —Se demostrará que a >b yb => a. 


a => b: Supóngase que los vectores columna de 4 son linealmente independientes. 
La matriz 4%4 es de tamaño n X n, de modo que, para demostrar que esta matriz 
cs invertible, se debe probar que el sistema lineal 4%4x = 0 sólo tiene la solución 
trivial. Pero si x es cualquier solución de este sistema, entonces Ax está en el es- 
pacio nulo de 4% y también está en el espacio columna de 4. Por el teorema 6.2.6 
los espacios son complementos ortogonales, de modo que el inciso b) del teorema 
6.2.5 indica que 4x = 0. Pero 4 tiene vectores columna linealmente independien- 
tes, de modo que x = 0 por el teorema 5.6.8. 


b => a: Supóngase que 44 es invertible. Para demostrar que 4 tiene vectores 
columna linealmente independientes, por el teorema 5.6.8. basta probar que Ax = 
0 sólo tiene la solución trivial. Pero si x es cualquier solución de 4x = 0, entonces 
A'Ax = A%0 = 0. de modo que x = 0 debido a la invertibilidad de 4%4. [] 

El siguiente teorema es una consecuencia directa de los teoremas 6.4.2 y 
6.4.3. Se omiten los detalles. 


Teorema 6.4.4. (Unicidad de las soluciones por mínimos cuadrados). Si A es 
una matriz m Xx n con vectores columna linealmente independientes, entonces 
para toda matriz bh de n X l el sistema lineal Ax = b fiene una sola solución 
por mínimos cuadrados. Esta solución está dada por 


x = (ATA) LaTb (4) 


demás. si Wes el espacio columna de A, entonces la proyección ortogonal de 
b sobre Wes 


proy yb = Ax = A(ATA) l47b (5) 





OBSERVACIÓN. Las fórmulas (4) y (5) poseen varias aplicaciones teóricas, pero 
no son eficaces para efectuar cálculos numéricos. Las soluciones por mínimos 
cuadrados de 4x = b se calculan mejor usando eliminación gaussiana o elimina- 
ción de Gauss-Jordan para resolver las ecuaciones normales; la proyección orto- 
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gonal de , sobre el espacio columna de A se obtiene calculando Ax, donde x es la 
solución por mínimos cuadrados de Ax = b. 


Ejemplo 1 Encontrar la solución por mínimos cuadrados del sistema lineal Ax = 
b definido por 


Xx > x=4 
3x, +2x,= 1 
—=2x, + 4x,=3 


y encontrar la proyección ortogonal de b sobre el espacio columna de 4. 


Solución. Aquí, 


—] 4 
Á= 3 Z y b=|1 
=2 4 3 


Obsérvese que A tiene vectores columna linealmente independientes, de modo que 
de antemano se sabe que existe una solución por mínimos cuadrados única. 


lo —1 
lo 3 -2 14 -3 

ATA = A E 
1.2 4] -3 21 


4 
4h — 2 Els ] 
TAes] 2 4 cal 10 


de modo que en este caso el sistema normal 474x = 47b es 
14 =2 141 q 
=3 211% 10 
Resolviendo este sistema se obtiene la solución por mínimos cuadrados 


_ 17 — 143 
X] — 0B» X2 — 285 A 


Por (5), la proyección ortogonal de b sobre el espacio columna de A es 





== _ £2 

l | 17 285 

E 351 _ 439 

Á xXx = 3 Z LU O eo DEE 
MES 

O: / 94 

2 4] 23 


Ejemplo 2 Encontrar la proyección ortogonal del vector u = (—3, -—-3_ 8, 9) sobre 
el subespacio de R?* generado por los vectores 
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u, = (3, 1570, 1), u, = (1, 2, IN 1), uz = (1,0, Za ==) 


Solución. Para resolver este problema se aplica primero el proceso de Gram- 
Schmidt con el fin de convertir (u,, u,, uz) en una base ortonormal y luego se 
aplica el método usado en el ejemplo 6 de la sección 6.3. Sin embargo, el siguiente 
método es mejor. 

El subespacio W de R* generado por u ¡» U, y uz €s el espacio columna de la 
matriz 


Entonces, si u se expresa como un vector columna, es posible determinar la pro- 
yección ortogonal de u sobre W encontrando una solución por mínimos cuadrados 
del sistema Ax = u y, luego, calculando proy,, u = Ax a partir de la solución por 
mínimos cuadrados. Los cálculos son como sigue: El sistema 4x = u es 


3 l —]1 — 3 
ii 3 el =3 
X> = 
0 ] 2 Ñ 8 
23 
] il —]l 9 
de modo que 
3 Il — 
3 | 0 1 11 6 —4 
ñ 1 2 0 
A'A = 1 2 1 1 == 6 al 0 
0 l 2 
— ] 2 —]1 —d4 0 6 
] l —1 
3 | 0 l > —3 
Au = ] 2 | 1 ele 8 
—] 2 —]l 10 
9 


OPERADORES 
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Resolviendo este sistema se obtiene que la solución por mínimos cuadrados de Ax 


= uses 
Xx E l 


x=|x, | = 2 
Xz el 
(comprobar), de modo que 
3 li, 2 
] 2 0 3 
proy y, U = ÁX = o : : — y 
l E “== 0 


o bien, en notación horizontal (lo cual es consistente con el planteamiento original 
del problema), proy,, u = (—2,3,4,0). A 


En la sección 4.2 se analizaron algunos operadores proyección ortogonal básicos sobre 
R? y R3 (tablas 4 y 5 ). El concepto de operador proyección ortogonal se puede extender 
a espacios generales con producto interior como se muestra enseguida. 









Definición. Si W es un subespacio de R”, entonces la transformación P:R” => 
W que aplica cada vector x en R” en su proyección ortogonal proy,,, x en W se 
denomina proyección ortogonal de R'” sobre W. 


Se deja como ejercicio demostrar que las proyecciones ortogonales son operadores 
lineales. Por la fórmula (5) se concluye que la matriz estándar para la proyección 
ortogonal de R” sobre W es 


[P]=A(4Ay 4? (6) 
donde A se obtiene usando cualquier base para W como sus vectores columna. 
Ejemplo 3 En la tabla 5 de la sección 4.2 se demostró que la matriz estándar para 
la proyección ortogonal de R? sobre el plano xy es 

1.0.0 
[Pj=|0 1 0 (7) 
0.0.0 
Para darse cuenta de que lo anterior es consistente con la fórmula (6), considé- 


rense los vectores unitarios a lo largo de los ejes x y y positivos como base para el 
plano xy, de modo que 
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RESUMEN 


Figura 3 


Se deja para el lector comprobar que 4%4 es la matriz identidad 2 X 2; así, (6) se 
simplifica a 


1.0 
[P]=A4*=]|0 1 
0 0 


lo cual concuerda con (N). Á 


Ejemplo 4 Hallar la matriz estándar para la proyección ortogonal P de R? sobre la 
recta / que pasa por el origen y forma un ángulo 8 con el eje x positivo. 


Solución. La recta / es un subespacio unidimensional de R?. Como se ilustra en 
la figura 3, se puede tomar v = (cos 6 , sen 9 ) como una base para este subespacio, 


de modo que 
iS Na 4 
sen 9 


Se deja para el lector comprobar que 4%4 es la matriz identidad 1 x 1; así, (6) se 
simplifica a 


cos O cos 8 sen Bcos ¿ 


== E = fe 
[P]=A4 son cos SEn0] Bi sen? 9 





El teorema 6.4.3 permite agregar un resultado adicional al teorema 6.2.7. 





Teorema 6.4.5. Si A es una matriz n X n, y si T¿¿R” —> R” es la multiplicación 
por A, entonces las siguientes proposiciones son equivalentes. 


a) A es invertible. 

b) Ax=0 sólo tiene la solución trivial. 

c) La forma escalonada reducida de A esl,, 

d) A puede escribirse como un producto de matrices elementales. 

e) Ax = b es consistente para toda matriz bn X 1. 

f/f) Ax=b tiene exactamente una solución para toda matrizb n X 1. 
g) det(4) 4 0, 


6.4 Mejor aproximación, mínimos cuadrados / 393 


h) El rango de T, es R". 

¡) T, es uno a uno, 

J) Los vectores columna de A son linealmente independientes. 
k) Los vectores renglón de A son linealmente independientes. 
D Los vectores columna de Á generan a R”. 

m) Los vectores renglón de A generan a R”. 

n) Los vectores columna de A forman una base para R”. 

o) Los vectores renglón de A forman una base para R”. 

p) El rango de A es n. 

q) La nulidad de A es 0. 

r) El complemento ortogonal del espacio nulo de A es R”. 

s) El complemento ortogonal del espacio renglón de A es (07. 
1) ATA es invertible. 





Este teorema relaciona los temas más importantes estudiados hasta el momento. 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 6.4 


1. Hallar el sistema normal asociado con el sistema lineal dado. 


y =r ú sj] 
X1] 3 l 2 0 
a 12 3 eS b) x |= 
x o des 
a ? ro 2 44 2 


2. En cada inciso, encontrar det(474) y aplicando el teorema 6.4.3, determinar si A tiene 
vectores columna linealmente independientes. 


Al 
o 0 a ; 
0 l 1 
a) A= 2 1 3 b) A = _1 E 
0 1 1 
4 5) 3 


3. Encontrar la solución por mínimos cuadrados del sistema lineal Ax = b y hallar la 
proyección ortogonal de b sobre el espacio columna de A. 


1 1 7 2) 2 
a) A=|-1 1| b=| 0 bA=l1 11 b=|-1 
== 3 7 3 1 l 
1 O =1 6 2 O —1 b 
ES IE 0 LEN Y 6 
A= , b = d) 4 = > = 
E) A 9 ) 2-1 ob Pl. 
Li Es 3 0 LP. 6 


4. Determinar la proyección ortogonal de u sobre el subespacio de R* generado por los 
vectores y, y v,. 
a) u=(2,1,3) v, = (1,1,0), v,=(1,2, 1) 
b) u = (1, -6, 1); v, =(- 1,2, 1), v,= (2,2, 4) 
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5. 


10. 


11. 


12. 


Encontrar la proyección ortogonal de u sobre el subespacio de R* generado por los vec- 
tores Y,, Y, Y Vy. 

a) ui — (6, En 3, 6); Yi > (2, t, l, 1), Y) = (1, O, l, l), ME = 2, — l, 0, — 1) 

b) u=(—-2,0,2,4) v,=(1,1,3,0), v, =(-2, —1, -2,1), v,=(-3, -1,1,3) 


. Hallar la proyección ortogonal de u = (5, 6, 7, 2) sobre el espacio solución de sistema 


lineal homogéneo 


X; + X> + Az — $ 


Pa e O 


. Usando la fórmula (6) y el método del ejemplo 3, encontrar la matriz estándar de la 


proyección ortogonal P:R* > R? sobre 
a) el eje x. b) el eje y. 
[Nota. Comparar los resultados con la tabla 4 de la sección 4.2.] 


. Por medio de la fórmula (6) y el método del ejemplo 3, determinar la matriz estándar 


de la proyección ortogonal P:«R* —> R3 sobre 
a) el plano xz.  b) el plano yz. 
[Nota. Comparar los resultados con la tabla 5 de la sección 4.2.] 


. Sea W el plano con ecuación 5x — 3y+z=0 


a) Encontrar una base para W. 

b) Con la fórmula (6), encontrar la matriz estándar para la proyección ortogonal sobre 
W. 

c) Usar la matriz obtenida en el inciso b) para determinar la proyección ortogonal de 
un punto P¿(%,, Y y? 2) Sobre W. 

d) Encontrar la distancia entre el punto P,(t, --2, 4) y el plano W, y comprobar el 
resultado mediante el teorema 3.5.2. 


Sea W la recta con ecuaciones paramétricas 


x=2ft, y=->t 2=4 (XXX) 


a) Encontrar una base para W. 

b) Por medio de la fórmula (6), encontrar la matriz estándar para la proyección orto- 
gonal sobre W. 

c) Usar la matriz obtenida en el inciso b) para encontrar la proyección ortogonal de un 
punto Pa(Xp, Yo Zo) Sobre MW. 

d) Hallar la distancia entre el punto P¿(Q, 1, —3) y la recta W. 


Para los sistemas lineales del ejercicio 3, comprobar que el vector de error AX — b que 


resulta de la solución por mínimos cuadrados x es ortogonal al espacio columna de A. 


Demostrar: Si A tiene vectores columna linealmente independientes y s1 4Ax = b es con- 
sistente, entonces la solución por mínimos cuadrados de Ax = b y la solución exacta de 
Ax = b son :guales. 
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13. Demostrar: Si 4 tiene vectores columna linealmente independientes y si b es ortogonal 
al espacio columna de 4, entonces la solución por mínimos cuadrados de Ax = b es x= 0, 


14. Sea P:RM > W la proyección ortogonal de R' sobre un subespacio W. 

a) Demostrar que [PJ]? = [P] . 

b) ¿Qué indica el resultado del inciso a) con respecto a la composición P o P? 

c) Demostrar que [P] es simétrica. 

d) Comprobar que las matrices en las tablas 4 y 5 de la sección 4.2 tienen las pro- 
piedades indicadas en los incisos a) y C). 


15. Sea A una matriz m X n con vectores renglo.1 linealmente independientes. Encontrar 
una matriz estándar para la proyección ortogonal de R” sobre el espacio renglón de 4. 
[Sugerencia. Empezar con la fórmula (6).] 





6.5 MATRICES ORTOGONALES; CAMBIO DE BASE 


MATRICES 
ORTOGONALES 


Una base que es adecuada para un problema puede no ser para otro, de modo 
que en el estudio de los espacios vectoriales un proceso común es cambiar de una 
base a otra. Debido a que una base es la generalización a espacios vectoriales 
de un sistema de coordenadas, el cambio de base es semejante a cambiar de 
ejes de coordenadas en R? y R?. En esta sección se estudiarán varios problemas 
relacionados con el cambio de base. También se obtendrán propiedades de las 
matrices cuadradas que tienen vectores columna ortonormales. Estas matrices 
surgen en diversos contextos, incluyendo problemas en los que hay un cambio de 
una base ortonormal a otra. 





Las matrices cuyas inversas se pueden obtener por transposiciones son tan im- 
portantes que existe una terminología asociada con ellas. 


Definición. Una matriz cuadrada A con la propiedad 


AT! = 41 





se denomina matriz ortogonal. 


Por la definición anterior se concluye que una matriz cuadrada A es ortogonal si y 
sólo si 


AA =A'A=I1 (1) 


De hecho, por el teorema 1.6.3 se concluye que una matriz cuadrada A es 
ortogonal si 44% =1_ o bien, A74 =1. 


396 / Espacios con producto interior 


Ejemplo 1 La matriz 


3 2 6 
7 7 7 
== 6 3 2 
a e E 
2 6 _3 
ñ 1 7 
es ortogonal, ya que 
3 6 2 3 2 6 
¿ó A 1.0.0 
de E E 3 6 6 3 2 AE 
AA=1R 7 77 + %¿|=|0 1 0 A 
$ 2 3 2 6 3 
A: A E 0 0 1 


Ejemplo 2 Recordar que en la tabla 6 de la sección 4.2, la matriz estándar para la 
rotación de R? en sentido contrario a las manecillas del reloj por un ángulo 6, es 


di cosg -—senO 
senó cos 6 
Esta matriz es ortogonal para todas las elecciones de 6 , ya que 
e cos 8 send ||cosg —seng | _ [1 0 
—seng cos 0 || senó cos 6 0 1 
De hecho, es fácil comprobar que todas las "matrices de reflexión” en las tablas 2 y 


3 y todas las "matrices de rotación" en las tablas 6 y 7 de la sección 4.2 son 
matrices ortogonales. Á 


Obsérvese que para las matrices ortogonales en los ejemplos 1 y 2, tanto los 
vectores renglón como los vectores columna forman conjuntos ortonormales con 
respecto al producto interior euclidiano (comprobar). Este hecho no es fortuito; es 
una consecuencia del siguiente teorema. 


Teorema 6.5.1. Las siguientes proposiciones son equivalentes para una matriz 
AnXmn. 


a) Á es ortogonal. 


b) Los vectores renglón de A forman un conjunto ortonormal en R” con el pro- 
ducto interior euclidiano. 

c) Los vectores columna de A forman un conjunto ortonormal en R" con el 
producto interior euclidiano. 





Demostración. Se probará la equivalencia de a) y b), y la equivalencia de a) y c) 
se deja como ejercicio para el lector. 


a * b: El elemento en el ¡-ésimo renglón y la ¡-¿ésima columna del producto 
matricial 44% es el producto punto del ¡-ésimo vector renglón de 4 y el j- 


ALGUNAS 
PROPIEDADES 
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LAS MATRICES 
ORTOGONALES 


MATRICES 
ORTOGONALES 
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ésimo vector columna de 4%. Pero, excepto por la notación, el j-ésimo vector 
columna de 47 es el ¡-ésimo vector renglón de 4. Luego, si los vectores ren- 
glón de A son r,, Fr, .... r,, entonces el producto matricial AA? se puede ex- 
presar como 


E E LA 
Jj A 12772 ce Ta E, 
ri F,* E E, * Es, 
Por tanto, 441 =] si y sólo si 
TT ==>: =r,*r,=1 


r,-r,=0 cuando ¡ 4 j 


que son verdaderas si y sólo si r,, r,, ...., r, es un conjunto ortonormal en R*. [] 
OBSERVACIÓN. En vista del teorema 6.5.1 parece más apropiado denominar 
matrices ortonormales a las matrices ortogonales. Sin embargo, no se hará así por 
respeto a la tradición histórica. 


En el siguiente teorema se enumeran algunas propiedades básicas adicionales 
de las matrices ortogonales. Las demostraciones son directas y se dejan para 
el lector. 


Teorema 6.5.2, 
a) La inversa de una matriz ortogonal es ortogonal. 


b) Un producto de matrices ortogonales es ortogonal. 
Cc) Si A es ortogonal, entonces det(4) = 1 o det(4) = —1. 





Ejemplo 3 La matriz 


4-| 1/V2 


-1/V2 
Li y2 


1/42 


es ortogonal, ya que sus vectores renglón (y columna) forman conjuntos 
ortonormales en R?. Se deja para el lector verificar que det(4) = 1. Intercambiando 
los renglones se obtiene una matriz ortogonal para la cual det(4) =—1. A 


En el ejemplo 2 se vio que las matrices estándar para los operadores reflexión y 
rotación básicos sobre R? y R? son ortogonales. El siguiente teorema ayudará a 
explicar este hecho 
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Teorema 6.5.3. Si A es una matriz n X n, entonces las siguientes proposiciones 
son equivalentes. 






a) A es ortogonal. 
b) llAx]] = lIx]] para todo x en R”. 
C) AX + Ay =X:+ y para todo x y y en R”. 





Demostración. Se probará la serie de implicaciones a >b=>c => 4. 


a => b: Supóngase que 4 es ortogonal, de modo que 4%4 = /. Entonces por la 
fórmula (8) de la sección 4.1, 


[Ax] =(4x-Ax) 2 =(x-ATAx) == (xx) = [xl 
b = c: Supóngase que 4x = x para todo x en R”. Por el teorema 4.1.6 se tiene 


Ax «Ay =4lax + Ay? ax — ay? =4 Ha + Ha — yl 
= 4 + y? Alix — yl? =x- y 


c = a: Supóngase que Ax * Ay = x* y para todo x y y en R”. Entonces por la 
fórmula (8) de la sección 4.1 se tiene 


x.y =x-4 Ay 
que se puede volver a escribir como 
x-(A%4Ay —y)=0 o x-(4%4—Dy=0 


Como la expresión anterior es verdadera para todo x en R”, en particular se 
cumple si 

x =(AYA — Dy 
de modo que 


(ATA —- Diy (ATA —Dy=0 


a partir de lo cual se puede concluir que 


AA—Dy=0 (2) 


(¿por qué?). Asi, (2) es un sistema homogéneo de ecuaciones lineales que se 
cumple para todo y en R”. Pero esto significa que la matriz coeficientes debe ser 
cero (¿por qué?), de modo que 4%A4 = / y, en consecuencia, A es ortogonal. [] 


Si T.R” > R” es la multiplicación por una matriz ortogonal 4, entonces 7 se 
denomina operador ortogonal sobre R”. Por los incisos a) y b) del teorema 
precedente se concluye que los operadores ortogonales sobre R” son precisamente 


MATRICES DE 
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los operadores que no modifican las longitudes de todos los vectores. Como las 
reflexiones y las rotaciones de R? y R* tienen esta propiedad, este hecho explica la 
observación en el ejemplo 2 de que las matrices estándar para las reflexiones y ro- 
taciones básicas de R? y R3 son ortogonales. 


Recordar por el teorema 5.4.1 que si S= fv,, v,, . . - , V,+ €s una base para un es- 
pacio vectorial Y, entonces todo vector v en Y se puede expresar de manera única 
como una combinación lineal de los vectores básicos, por ejemplo, 


VEA V + AV + co +k yv, 
Los escalares k,, Kids k, son las coordenadas de y con respecto a S, y el vector 


(v)s me (K, K>, eps K,,) 


es el vector de coordenadas de v con respecto a S. En esta sección será conveniente 
enumerar las coordenadas como elementos de una matriz n X 1. Así, la matriz 


se define como la matriz de coordenadas de y con respecto a $. 


En las aplicaciones es común trabajar con más de un sistema de coordenadas, y 
suele ser necesario conocer la relación entre las coordenadas de un punto u vector 
fijo y los diversos sistemas de coordenadas. Como el concepto de base es la gene- 
ralización de un sistema de coordenadas a espacios vectoriales, se llega a conside- 
rar el siguiente problema. 





| Problema del cambio de base. Sí la base de un espacio vectorial se cambia de 
cierta base inicial PB a una base nueva B', ¿cómo está relacionada la matriz de coor- 
denadas inicial [v] de un vector v con la nueva matriz de coordenadas [v] q 






Por sencillez, este problema se resolverá para espacios bidimensionales. La 
solución para espacios n dimensionales es semejante y se deja al lector. Sean 


B=¿(u,, u)j y B" = (Uy, u)) 
las bases inicial y nueva, respectivamente. Serán necesarias las matrices de coor- 


denadas para los nuevos vectores básicos con respecto a la base inicial. Supóngase 
que las matrices son 


[u; ]¿ = A y [(u> |, = M (3) 
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Es decir, 


u; = au, + du, 
(4) 


u) = cu, + du, 


Ahora, sea y cualquier vector en V y sea 


k 
[v], = Pa (5) 


la nueva matriz de coordenadas, de modo que 


v = ku, + ku) (6) 


Para determinar las coordenadas iniciales de y es necesario expresar y en términos 
de la base inicial B. Esto se logra al sustituir (4) en (6). Así se obtiene 


v=k,(au, + bu) + kxAcu, + du,) 


vV =(k,a + k,cju, + (4,0 + k,d Ju, 


Entonces, la matriz de coordenadas inicial para y es 
que se puede escribir como 
o bien, por (5), 


Esta ecuación establece que la matriz de coordenadas inicial [v]y se obtiene al 
multiplicar la nueva matriz de coordenadas [v] por la izquierda por la matriz 


P a C 
b d 
Las columnas de esta matriz son las coordenadas de los nuevos vectores básicos 


con respecto a la base inicial [véase (3)]. Así, se tiene la siguiente solución para el 
problema del cambio de base. 


MATRICES DE 
TRANSICIÓN 
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Solución del problema del cambio de base. Si se cambia la base para un 
espacio vectorial Y de una base inicial 6 = (u,, U,, ..., u,j a una base nueva 
B'= (fu; u,,.... 4, entonces la matriz de coordenadas inicial [v] de un vector | 
[v] está relacionada con la nueva matriz de coordenadas [v] + del mismo vector 
y por medio de la ecuación 


[v]a = Plv 1 (7) 


donde las columnas de P son las matrices de coordenadas de los nuevos 
vectores básicos con respecto a la base inicial; es decir, los vectores columna de 
P son 


[1 )a, Tu), -- - [0,12 





La matriz P se denomina matriz de transición de B' a B y se puede expresar en 
términos de sus vectores columna como 


P=|Luilo ) [u3l, 3 >>> 3 010] (8) 





Ejemplo 4 Considerar las bases B = £ u,, uy B'= fu, ,U,) para R?, donde 
uy =(1,0, w=(0,1) uq(, 1); u=(,1) 


a) Encontrar la matriz de transición de B' a B. 
b) Por medio de (7), hallar [v] g 51 


[v]y = =) 


Solución de a). Primero es necesario encontrar las matrices de coordenadas de 
los nuevos vectores básicos u; y u, con respecto a la base inicial B. Por inspección, 


Uy = u+u 


U) = 24, +u, 


) ] 
[u; 1], = al y [us], = a 


Así, la matriz de transición de B' a B es 


de modo que 
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Solución de b). Mediante (7) y la matriz de transición determinada en el inciso a), 


1 2]| -3 Y 
Como comprobación, debe ser posible recuperar el vector v a partir de [v]z o de 
[v] y". Se al lector demostrar que —3u,+5u,= u+2u,=v=(7,2) A 


Ejemplo 5 Considerar los vectores u, = (1, 0), u, =(0, D), u= (1, D, 1) = 
(2, 1). En el ejemplo 4 se encontró la matriz de transición de la base B'= (u,, 
u>, ) para R? a la base B = (u,, u,). Sin embargo, también se podría pedir la 
matriz de transición de B a B'. Para obtener esta matriz, simplemente se cam- 
bia el punto de vista y se considera a B' como la base inicial y a B como la base 
nueva. Como de costumbre, las columnas de la matriz de transición son las coor- 
denadas de los nuevos vectores básicos con respecto a la base inicial. 

Igualando las componentes correspondientes y resolviendo el sistema lineal 
resultante, el lector debe poder demostrar que 


Uy = 4, +u 


uy = 20; — 4) 


E 2 
(do | a y qlo = || 


Asi, la matriz de transición de B a B' es 


=1. 2 
o-[ il 


Si se multiplican entre sí la matriz de transición de B' a B obtenida en el ejemplo 
4 y la matriz de transición de 5 a B' obtenida en el ejemplo 3, se encuentra 


21 2]|[|-1 21 |1 0|_ 
| ed E 


lo cual muestra que O = P7 1. El siguiente teorema demuestra que este hecho no es 
fortuito. 


de modo que 


Teorema 6.5.4. Si P es la matriz de transición de una base B' a una base B, 
entonces: 


a) P es invertible. 
by P7? es la matriz de transición de B a B". 





Demostración. Sea O la matriz de transición de B a B'. Se probará que PO = / y 
entonces se concluirá que O = P7? para completar la demostración. 


a rs rd AA Tr AAA 
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Suponer que B=(u,,U),-..., u, j y que 
Cr C1 Cin 
PO = Car Cz Can 
Ca1 m2 Can 
Por (7) 
[x13 = Plx15 
y 
[Xx] = Olx 13 


para todo x en V. Multiplicando la ecuación inferior por P por la izquierda y 
sustituyendo la ecuación superior se obtiene 


[x]¿ = PO[x]2 (9) 
para todo x en Y. Con x = u, en (9) se obtiene 
l Cir Ci" Cin 
0 Cor C22 “Ca 0 
0 Cat Cn “Cm 0 
Y 
1 C11 
y C21 
0 Cr 


De manera semejante, la sustitución sucesiva de x=u,,...,u, en (9) da 


C12 0 Cl 0 

C22 ] C2n yn 0 
== o ; pra 

Cn2 0 Can 1 


Por consiguiente, PO = 1. 
En resumen, si P es la matriz de transición de una base B' a una base B, 
entonces para todo vector y se cumplen las siguientes relaciones: 


| [v]¿ = Plv]g | (10) 
[vla =P" *[vlz a 
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El siguiente teorema muestra que en un espacio con producto interior, la matriz de 
transición de una base ortonormal a otra es o:togonal. 


Teorema 6.5.5. 5: P es la matriz do transición de una base mal a otra | 
base ortonormal para un espacio con producto interior, entonces P es una | 


| matriz ortogonal; es decir, 


pa) = p? 





Demostración. — Suponer que Y es un espacio 1 dimensional con producto interior 
y que FP es la matriz de transición de una base ortonormal B' a una base ortonormal 
B. Para demostrar que P es ortogonal se aplicará el teorema 6.5.3b y se probará 
que ||Px]| = |]x]] para todo vector x en R”. 

Recordar por el teorema 6.3.2a que para cualquier base ortonormal de /, la 
norma de cualquier vector u en V es igual a la norma de su vector de coordenadas 
en R” con respecto al producto interior euclidiano. Así, para cualquier vector u en 
V” se tiene 


¡E Sl Pu ly la! = 5 [Du Jal 
o bien, por (10), 
¡ul = [[u]7. | = (PLus (12) 


donde la primera norma es con respecto al producto interior sobre Y y las normas 
segunda y tercera son con respecto al producto interior euclidiano sobre R”. 

Ahora. sea x cualquier vector en R”, y sea u el vector en Y cuya matriz de 
coordenadas con respecto a la base B' es x: es decir, [u] y: = x. Así, por (12), 


ul] =|1x)] =]1Px]] 


con lo que se demuestra que P es ortogonal [|] 


Ejemplo 6 (Aplicación a la rotación de ejes de coordenados.) En muchos pro- 
blemas se proporciona un sistema de coordenadas rectangulares xy, y al mover este 
sistema en sentido contrario a las manecillas del reloj alrededor del origen por un 
angulo se obtiene un nuevo sistema de coordenadas rectangulares x'y'. Cuando se 
hace lo anterior, cada punto O en el plano posee dos conjuntos de coordenadas: las 
coordenadas (x, y) con respecto al sistema xy y las coordenadas (a, y") con respecto 
al sistema x'y' (figura la). 

Al introducir los vectores unitarios u, y u, a lo largo de los ejes x y y 
positivos y los vectores unitarios u, y u, a lo largo de los ejes x' y y' positivos, 
esta rotación se puede considerar como un cambio de una base inicial B = (uy, 
u,; a una base nueva B' = Lu, u, ) (figura 16). Así, las nuevas coordenadas 
(xx, y') y las coordenadas anteriores (x, y) de un punto O están relacionadas 
por medio de 
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E 0 
5 y 





Figura 1 


donde P es la matriz de transición de P' a 5. Para encontrar P es necesario 
determinar las matrices de coordenadas de los nuevos vectores básicos u, y u, Con 
respecto a la base inicial. Como se indica en la figura 1c, las componentes de 
u, en la base inicial son cos O y sen 0, de modo que 


E cos 4 
Cuida sen 0 


De manera semejante, por la figura 1d, se observa que las componentes de u, en 
la base inicial son cos (9 + 71/2) = —sen O y sen (9 + 71/2) =cos O, de modo que 


[us] — sen 9 
u nm 
e cos O 
Así, la matriz de transición de B'a Bes 





COS 0 —sen0 
sen f cos 9 


e A CE a a MR 
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Observar que P es una matriz ortogonal, como se esperaba, ya que B' y B son bases 
ortonormales. Así, 


cos O sen O 
—-senó cos 0 


ES 
y 


x=  xcos O + ysen 0 


pop | 


de modo que (13) produce 
cl cos O send 
y | |—sené cos8l 


o bien, de manera equivalente, 





l 


y' = —xsen0 + y cos O 


Por ejemplo, si los ejes se hacen girar 6 = 7/4, entonces como 


ar TT 1 
“— =C008S -= = —— 
sen a > 


la ecuación (14) se convierte en 


de modo que las nuevas coordenadas de O son (x', y') = (1/ Y2,-3/42). A 


OBSERVACIÓN. Nótese que la matriz de coeficientes en (14) es igual a la 
matriz estándar para el operador lineal que hace girar los vectores en R? por 
un ángulo —0 (tabla 6 de la sección 4.2). Este hecho era de esperarse, ya que 
la rotación de los ejes de coordenadas por un ángulo 8 con los vectores de R? 
fijos tiene el mismo efecto que hacen girar los vectores por un ángulo —8 con 
los ejes fijos. 


6.5 Matrices ortogonales; cambio de base / 407 





Figura 2 


Ejemplo 7 (Aplicación a la rotación de los ejes de coordenadas en el espa- 
cio tridimensional.) Suponer que un sistema de coordenadas rectangulares 
xyz se hace girar alrededor de su eje z en sentido contrario a las manecillas 
del reloj (mirando sobre el eje z positivo) por un ángulo 6 (figura 2). Si se in- 
troducen los vectores unitarios u;,, u, y ua lo largo de los ejes x, y yz postie 
vos, y los vectores unitarios u,, u, y uza lo largo de los ejes x', y' y z' posi- 
tivos, la rotación se puede considerar como el cambio de la base anterior B = 
(u,, u,, uz; a la base nueva B' = Lu, u, ; u, y. En vista del ejemplo 6 debe 
ser obvio que 


cos O — sen O 
[u; ]¿ = | sen 0 y [us], = cos Y 
0 0 
Además, como us se alarga 1 unidad sobre el eje z' positivo, 
0 
[uz], = | 0 


1 
Por tanto, la matriz de transición de B'a B es 
cos0 —sen9 0 


P=|senó cosó 0 
0 0 1 


y la matriz de transición de B a B' es 


cosO0 seng 0 
P"31=|l —senó cosg 0 
0 0 1 


(comprobar). Así, las nuevas coordenadas (x', y', z') de un punto O se pueden 
calcular a partir de sus coordenadas anteriores (x, y, z) por medio de 
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Y cosó senB 0Ollx 
y |=|-—senó cosód Ol|y]| A 
e 0 0 la 


EJERCICIOS DE LA SECCION 6.5 


1. 


Demostrar que 


4 3 

5 0 —B 

a 9 4 _ 12 
Á= “25 5 25 
12 3 16 

25 5 25 


es una matriz ortogonal, 

a) calculando 4%A. 

b) usando el inciso b) del teorema 6.5.1. 
c) usando el inciso c) del teorema 6.5.1. 


. Encontrar la inversa de la matriz del ejercicio 1. 


- Determinar cuáles de las siguientes matrices son ortogonales. Para las que sí sean, en- 


contrar la inversa. 


0 1 1/2 
6 "| o hdr po NE p 
a € 
0 1] UV. 1 
| q / 0 0 1/V2 
A e | 1 F ¿ 1 1 0 
-1IV7 14 143 A 0 1/43 
d) 0 -=2/V6 1/43 e) E : ; a t) 0 1/43 
1/V2  1/V6 1/v3 E: 
/ / / ti Leb 0 1/43 


. Comprobar que las matrices de rotación y las matrices de refiexión en las tablas 2 y 3 


de la sección 4.2 son ortogonales. 


. Hallar la matriz de coordenadas de w con respecto a la base $ = (u,, u,j para R. 


a) u, = (1,0), u, =(0, 1), w=(3, —7) b) u, =(2, —4), u,=(3,8); w=(l, 1) 
c) u, =(1, 1), u, =(0, 2); w= (a, b) 


. Encontrar la matriz de coordenadas de y con respecto a la base $ = (v,, v,, Vf. 


a) v=(2, 1,3) v,=(1,0,0), v=(Q,2,0), y, =, 3,3) 
b) v=(S, —12,3); v, =(1,2,3), v=(-4,5,6), v,=(7, —8, 9) 


. determinar la matriz de coordenadas de p con respecto a S = (p,, P,, Ps. 


a) p=4-3x+x% p=1, p2=% p=x 
bp=2-x+a%p=1+x p=1+x% p=x+x' 


. Encontrar la matriz de coordenadas para A con respecto aS= (4,,4,, A, Ay). 


a] 20 O dd o E PE El , 
Y o ol 210 ol A E A 


A A A A AA IA ETA CARECE E: 


tl 


0 


1/2 


0 
1/2 


0.0 


HE 


O ” Oo 
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9. Considerar las matrices de coordenadas 


8 

6 3 7 

(wls=| 1 tals=fo0|  1Bls=| 
4 4 

3 


a) Hallar w si S es la base del ejercicio 6(a). 
b) Encontrar q si S es la base del ejercicio 7(a). 
c) Determinar B si S es la base del ejercicio 8. 


10. Considerar las bases B = (u,, u,) y B'= (v,, v,) para R”, donde 


llo E 


a) Hallar la matriz de transición de B' a B. 
b) Encontrar la matriz de transición de Ba B”, 
c) Determinar la matriz de coordenadas [w],, donde 


dE 


y usando (11), calcular w y. 
d) Comprobar las respuestas mediante el cálculo directo de [w),,:. 


11. Repetir las instrucciones del ejercicio 10 con 


a) oa Elo [3 


12. Considerar las bases B = ( u,U, uz) y BS iv, Va, va) para R?_ donde 


3 =3 l =6 —% 2 
u, = 0 , u) - 2 . u- 6 , o =0 > YES 6 > hs e 
3 =]1 a. 0 4 7 


a) Encontrar la matriz de transición de B'a B. 
b) Determinar la matriz de coordenadas [w),,, donde 


— 5 
Ww= 8 
=$ 


y usando (11), calcular [w] y. 
c) Comprobar las respuestas mediante el cálculo directo de [w],. 


13. Repetir las instrucciones del ejercicio 12 con el mismo vector w, pero con 


2 Z l 3 l 4 
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14. 


15, 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


Considerar las bases B = (p,, p,j y B'= (q,, q,) para P,, en donde 


p =06>+3x, p=10+2x, q, =2, dd =3+2x 


a) Hallar la matriz de transición de B' a B. 
b) Encontrar la matriz de transición de Ba B". 
c) Calcular la matriz de coordenadas [p],,, donde p = —4 + x, y usando (11), calcular 


[p] Be 
d) Comprobar las respuestas calculando directamente [p],y. 


Sea V el espacio generado por f, = sen x y f, = cos x. 

a) Demostrar que g, = 2 sen x + cos x y g, = 3 cos x forman una base para Y. 

b) Determinar la matriz de transición de B'= (g,,8,) aB= (f,, £). 

c) Encontrar la matriz de transición de B a B'. 

d) Calcular la matriz de coordenadas [h],, , donde h = 2 sen x — 5 cos x, y usando 
(11), calcular [h]y.. 

e) Comprobar las respuestas calculando directamente [h],.. 


Sea un sistema de coordenadas rectangulares xy' obtenido al girar un sistema de coor- 
denadas rectangulares xy en sentido contrario a las manecillas del reloj por un ángulo 6 
= 3xX/4. 

a) Determinar las coordenadas x'y' del punto cuyas coordenadas xy son (—2, 6). 

b) Encontrar las coordenadas xy del punto cuyas coordenadas x'y' son (5, 2). 


Repetir el ejercicio 16 con 0 =x/3. 


Sea un sistema de coordenadas rectangulares xyz' obtenido al girar un sistema de 
coordenadas rectangulares xyz en sentido contrario a las manecillas del reloj alrededor 
del eje z (mirando sobre el eje z) por un ángulo 0 = x/4. 

a) Encontrar las coordenadas x'y'z' del punto cuyas coordenadas xyz son (--1, 2, 5). 

b) Determinar las coordenadas xyz del punto cuyas coordenadas x'y'z' son (1, 6, —3). 


Repetir el ejercicio 18 para una rotación de 6 = 7t/3 en sentido contrario a las maneci- 
llas del reloj alrededor del eje y (mirando a lo largo del eje y positivo hacia el origen). 


Repetir el ejercicio 18 para una rotación de O = 3:x/4 en sentido contrario a las ma- 
necillas del reloj alrededor del eje x (mirando a lo largo del eje x positivo hacia el 
origen). 


a) Un sistema de coordenadas rectangulares xyiz' se obtiene al girar un sistema de 
coordenadas xyz en sentido contrario a las manecillas del reloj alrededor del eje y 
por un ángulo € (mirando a lo largo del eje y positivo hacia el origen). Encontrar 
una matriz A tal que 


XxX X 

y “l=AÁ y 
, 

Z Z 


donde (x, y, z) y (Y, y”, z') son las coordenadas del mismo punto en los sistemas xyz 
y xyz', respectivamente. 
b) Repetir el inciso a) para una rotación alrededor del eje x. 


22. 
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Un sistema de coordenadas rectangulares x”y"z" se obtiene al girar primero un sistema 


de coordenadas xyz en sentido contrario a las manecillas del reloj alrededor del eje z 


por un ángulo de 60% (mirando alo largo del eje z positivo hacia el origen) para obtener un 


- sistema de coordenadas x'z', y luego al girar el sistema de coordenadas xy'z' en sentido 


- contrario.a las manecillas del reloj alrededor del eje y por un ángulo de 45% (mirando a 


23. 


24. 


25. 


26. 


21. 


lo largo del eje y positivo hacia el origen). Encontrar una matriz A tal que 


donde (x, y, z) y (x", y”, z") son las coordenadas xyz y x"y"2z" y del mismo punto, 
respectivamente. 


¿Qué condiciones deben cumplir a y b para que la matriz 


 Ta+b b=a 
a=b bx+a 


- sea ortogonal? 


Demostrar que una matriz ortogonal 4 tiene una de las dos formas posibles: 
cosg —sen0 cosg —sen0 
Á = O Á= 
sen 0 cos O —senO  —cosQ 
donde 0 < 0 < 2x. [Sugerencia. Empezar con una matriz general Á = (a;,) 2 X 2, y 
aplicar el hecho de que los vectores columna forman un conjunto ortogonal en R?.] 


a) Aplicar el resultado del ejercicio 24 para demostrar que la multiplicación por una 
matriz ortogonal 2 X 2 es una rotación o una rotación seguida de una reflexión alre- 
dedor del eje x. 

b) Demostrar que la multiplicación por A es una rotación si det(4) = 1 y una rotación 
seguida de una reflexión si det(4) = —1. 


Usar el resultado del ejercicio 25 para determinar si la multiplicación por A es una 
rotación o una rotación seguida de una reflexión. En cada caso, encontrar el ángulo 
de rotación. 


a E) E 
e A JAS 1 37 


El resultado del ejercicio 25 tiene un análogo para matrices ortogonales 3 X 3: se 
puede demostrar que la multiplicación por una matriz ortogonal A 3 X 3 es una rota- 
ción alrededor de algún eje fijo si det(4) = 1 y que es una rotación alrededor de algún 
eje fijo seguida de una reflexión con respecto a algún plano de coordenadas si det(4) = 

— 1. Determinar si la multiplicación por Á es una rotación o es una rotación seguida de 
una reflexión. 


a) 4= b) 4= 


2 E TA] 
Ig «309 an 
“Ju AN AD 
MN «| lv 
4Jto do J|0 
E JN UN 


» A A IA A tc 
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28. 


29. 





Con el resultado del ejercicio 27 y el inciso b) del teorema 6.5.2, demostrar que una 
composición de rotaciones siempre se puede efectuar mediante una simple rotación con 
respecto a algún eje idóneo. 


Demostrar la equivalencia de las proposiciones a) y c) del teorema 6.5.1. 


EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS 


. Sea R* con el producto interior euclidiano. 


a) Obtener un vector en R? que sea ortogonal a u, =(1,0,0,0)yau,=(0,0,0, 1) y 
forme ángulos iguales con u, = (0, 1, 0, 0) y u, = (0, 0, 1, 0). 

b) Encontrar un vector x = (x,, x,, x,, x,) de longitud 1 que sea ortogonal a los vectores 
u, y u, del inciso a) y tal que el coseno del ángulo entre x y u, sea el doble del 
coseno del ángulo entre x y u,. 


. Demostrar que si x es un vector diferente de cero en R”. entonces la matriz n X n 
> 





es ortogonal y simétrica. 


. Sea Ax = 0 un sistema de m ecuaciones con » incógnitas. Demostrar que 


es una solución del sistema si y sólo si el vector x= (x,, X,, ... ,x,) €s ortogonal a 
todo vector renglón de 4 con el producto interior euctidiano sobre R”. 


. Aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz para demostrar que si a,, 4,, ..., a, son 


números reales positivos, entonces 


De e 
aca ea dl | elo Es Id ala NE 
a) 42 A, 


. Demostrar que si x y y son vectores en un espacio con producto interior y e es 


cualquier escalar, entonces 


e 











lex + y]? = c”llxil? + 2c(x, y) + ly 


. Sea R? con el producto interior euclidiano. Encontrar dos vectores de longitud 1 que 


sean ortogonales a todos y cada uno de los vectores u, = (1, 1, —1), u, = (2, —1, 2) y 
1, =(=1,0'1) 





ds 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
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Encontrar un producto interior euclidiano ponderado sobre R” tal que los vectores 
v, =(1,0,0,...,0) 
(0.1250: 0) 
VE (00. Bs 0) 


y, =(0,0,0,...,Vn) 


formen un conjunto ortonormal. 


. ¿Existe algún producto interior euclidiano ponderado sobre R? para el que los vectores 


(1, 2) y (3, —1) formen un conjunto ortonormal? Justificar la respuesta. 


. Demostrar: Si O es una matriz ortogonal, entonces cada elemento de O es igual a su 


cofactor si det(O) = 1 y es el negativo de su cofactor si det(O) = —1. 


Si u y y son vectores en un espacio Y con producto interior, entonces u, v y u — Y se 
pueden considerar como los lados de un "triángulo" en Y (figura 1). Demostrar que la 
ley de los cosenos se cumple para cualquiera de estos triángulos; es decir, |u — v]|? = 
jul? + Ivi? — 2IJujj. ivi] cos 6, donde 0 es el ángulo entre u y y. 





Figura 1 


a) En R*, los vectores (k, 0, 0), (0, k, 0) y (0, O, k) forman las aristas de un cubo con 
diagonal (k, k, k) (figura 4 de la sección 3.3). De manera semejante, en R”, los 
vectores 


LA A (010. 552000), A! (0,0,0,...,k) 


se pueden considerar como las aristas de un "cubo" con diagonal (k, k, ... , k). De- 
mostrar que cada una de las aristas anteriores forma un ángulo igual a O con la dia- 
gonal, donde cos 0 =1/yn. 

b) (Para quienes ya estudiaron Cálento.) ¿Qué sucede con el ángulo 0 en el inciso a) 
cuando la dimensión de R” tiende a infinito? 


Sean u y y vectores en un espacio con producto interior. 

a) Demostrar que |juj| = ]]v]] si y sólo si u + v y u — y son ortogonales. 

b) Proporcionar una interpretación geométrica del resultado anterior en R? con el pro- 
ducto interior euclidiano. 


Sea u un vector en un espacio Y con producto interior, y sea (Y, Y) - > > V,j una base 
ortonormal para Y. Demostrar que sí a, es el ángulo entre u + v,, entonces 


costa, + cosa) +: :+c08a,=1 


Demostrar: Si (u, v), y (u, v), son dos productos interiores sobre un espacio vec- 
torial Y, entonces la cantidad (u, v) = (u, v), + (u, v), también es un producto in- 
terior. 


PA RAN ml ati al da IA Bm 
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- 15. Demostrar que el producto interior sobre R” generado por cualquier matriz ortogonal es | 


el producto interior euclidiano. 


16. Encontrar a, b y c tales que la matriz 


a 1/V2 -1/V2 
A=|lb 1/V6  1/V6 
c 1/V3 1/V3 


sea ortogonal. ¿Son únicos los valores de a, b y c? Explicar la respuesta. 


17. Demostrar el inciso c) del teorema 6.2.5. 





AAA A AS 


CAPÍTULO S 


EIGENVALORES, 
EIGENVECTORES 





7.1 EIGENVALORES Y EIGENVECTORES 





Figura 1 


REPASO DE 
EIGENVEC- 
TORES Y 
EIGENVALORES 


Si A es una matriz n X n y x es un vector en R”, entonces no hay ninguna relación 
geométrica general entre el vector x y el vector Ax (figura la). Sin embargo, a 
menudo existen ciertos vectores x diferentes de cero tales que x y Ax son múl- 
tiplos escalares entre sí (figura 1b). Estos vectores surgen de manera natural en 
el estudio de vibraciones, sistemas eléctricos, genética, reacciones químicas, me- 
cánica cuántica, esfuerzo mecánico, economía y geometría. En esta sección se 
mostrará cómo encontrar estos vectores y, en secciones posteriores, se abordarán 
algunas de sus aplicaciones. 





Áx AX 


a) b) 


Se empezará con un repaso de algunos conceptos mencionados en las secciones 
2.3. y 4.3. 


Definición. Si 4 es una matriz n X n, entonces un vector x diferente de cero en 
R” se denomina eigenvector de A si Ax es un múltiplo escalar de x; es decir, 


AX= Ax 


para algún escalar 1. El escalar Á se denomina eigenvalor de A, y se dice que x 
es un eigenvector de 4 correspondiente a 4. 
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Figura 2 


En R? y R3, la multiplicación por A mapea cada eigenvector x de A (en caso 
de haber alguno) sobre la misma recta que pasa por el origen que x. Dependiendo 
del signo y la magnitud del eigenvalor 4 correspondiente a x, el operador lineal 4x 
= Ax hace que x se comprima o alargue por un factor Á, con un cambio de direc- 
ción en caso de que sea 4 negativo (figura 2). 


correspondiente al eigenvalor A = 3, ya que 


ES 


Para encontrar los eigenvalores de una matriz A n X n, Ax =Ax se vuelve a escri- 
bir como 


Ax = AÍx 
o bien, de manera equivalente, 
(AI AX =0 (1) 


Para que Á sea un eigenvalor, debe existir una solución diferente de cero 
para esta ecuación. Sin embargo, por el teorema 6.2.7, la ecuación (1) tiene una 
solución diferente de cero si y sólo si 


Esta expresión se denomina ecuación característica de A; los escalares que satis- 
facen esta ecuación son los eigenvalores de 4. Al desarrollar det(A/ — 4) se obtie- 
ne un polinomio en A, denominado polinomio característico de A. 


7.1 Eigenvalores y eigenvectores / 417 
Se puede demostrar (ejercicio 15) que si 4 es una matriz n X n, enton- 


ces el polinomio característico de A es de grado n y el coeficiente de 4” es 1; es 
decir, el polinomio característico de una matriz n X n es de la forma 


det(A1l— 4) =24"+c 40 + +0, 
Por el teorema fundamental del álgebra, la ecuación característica 
AECA AR 40,=0 
tiene cuando mucho » soluciones distintas, por lo que una matriz 1 X n tiene a lo 
sumo » eigenvalores distintos. 
Sería conveniente que el lector revise el ejemplo 6 de la sección 2.3, donde 


se encontraron los eigenvalores de una matriz 2 X 2 resolviendo la ecuación 
característica. En el siguiente ejemplo se usa una matriz 3 X 3. 


Ejemplo 2 Encontrar los eigenvalores de 


0 l 0 
A=Y0 0 1 
4 —17 8 


Solución. El polinomio característico de Á es 


A —1 0 
det(A/-— 4A)=det| 0 A  —1 |=24*%-81*+174-4 
4 17 1-8 


Por consiguiente, los eigenvalores de A deben satisfacer la ecuación cúbica 
2? —84*+174-4=0 (2) 


Para resolver esta ecuación se empezará buscando soluciones enteras. Esta 
tarea se puede simplificar bastante aprovechando el hecho de que todas las so- 
luciones enteras (en caso de que haya) de una ecuación polinomial con coefi- 
cientes enteros 


P4+CcAarn it -+0€=0 
deben ser divisores del término constante, C, Así, las únicas soluciones enteras 
posibles de (2) son los divisores de —4, es decir, +1, +2, +4. Sustituyendo 
sucesivamente estos valores en (2) se observa que 4 = 4 es una solución entera. En 
consecuencia, A —4 debe ser un factor del miembro izquierdo de (2). Divi- 
diendo 4 —4 entre 4? —81? + 174 —4 se observa que (2) se puede volver a escri- 
bir como 


PAR dc e Sc bl MEANS 0 dr ir RA A il ai a a 
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DE MATRICES 
TRIANGULARES 


(A — 414 -44+1)=0 
Asi, las otras soluciones de (2) satisfacen la ecuación de segundo grado que se 
A2—44+1=0 
puede resolver aplicando la fórmula cuadrática. Así, los eigenvalores de 4 son 


— 
> 


A=4,  —1=2+vV3 y A=2-V3 A 


Ejemplo 3 Encontrar los eigenvalores de la matriz triangular superior 


> 
O ds 4x4 
0 0) day 


Solución. Recordando que el determinante de una matriz triangular es el produc- 
to de los elementos de la diagonal principal (teorema 2.2.2), se obtiene 


0 A 0) HU la, 
det(AJ — A) = det 2 “dz Ss 

0 sa sa 

ó s 0 A— 4 


(AB MAS ANA A Ra) 
Así, la ecuación característica es 
(A= GA — a HA — ar HA— A14)=0 
y los eigenvalores son 
A= 41, A= 433, A = 4x3, hi 
que son precisamente los elementos de la diagonal de 4. A 


El siguiente teorema general debe ser evidente a partir de los cálculos 
efectuados en el ejemplo precedente. 


Teorema 7.1.1. Si A es una matriz triangular (triangular superior, triangular 


inferior o diagonal) n X n, entonces los eigenvalores de A son los elementos 
de la diagonal principal de A. 





EIGENVALORES 
COMPLEJOS 


DETERMINA- 
CIÓN DE BASES 
PARA 
EIGENESPACIOS 
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Ejemplo 4 Por inspección, los eigenvalores de la matriz triangular inferior 
¿E 

2 

A=| -1 

5 


sond= 3 4= 3, yA==23. A 


OBSERVACIÓN. En problemas reales, la matriz A a menudo es tan grande que el 
cálculo de la ecuación característica no es práctico. Como resultado, para obtener 
eigenvalores se aplican varios métodos de aproximación. 


Es posible que la ecuación característica de una matriz con elementos reales tenga 
soluciones complejas. Por ejemplo, el polinomio característico de la matriz 


ea 


A+2 1 
denar— a) =de| a 1 


Cs 


> DN 


de modo que la ecuación caracteristica es 1? + 1 = 0, cuyas soluciones son los 
números imaginarios A = ¡y A = —i. Asi, es forzoso considerar eigenvalores 
complejos, inclusive para matrices reales. Esto, a Su vez, conduce a considerar la 
posibilidad de espacios vectoriales complejos; es decir, espacios vectoriales en que 
se permite que los escalares asuman valores complejos. Estos espacios vectoriales se 
analizarán en el capítulo 10. Por ahora se permitirán eigenvalores complejos, pero 
el análisis de eigenvectores se limitará a matrices con eigenvalores reales. 

El siguiente teorema resume el análisis realizado hasta el momento. 


Teorema 7.1.2. Si Á es una matriz n X n y A es un número real, entonces las 
siguientes proposiciones son equivalentes 


a) Aesun eigenvalor de A: 

b) El sistema de ecuaciones (Al — AYx = 0 tiene soluciones no triviales. 
Cc) EnR'” existe un vector x diferente de cero tal que Ax = Ax. 

d) 4es una solución de la ecuación característica det(Al — 4) =0. 





Ahora que ya se sabe cómo obtener los eigenvalores, se abordará el problema de 
determinar eigenvectores. Los eigenvectores de 4 correspondientes a un 
eigenvalor son los vectores x diferentes de cero que satisfacen Ax = Ax. De manera 
equivalente, los eigenvectores correspondientes a Á son los vectores diferentes de 
cero en el espacio solución de (47 — 4)x = 0. Este espacio solución se denomina 
eigenespacio de A correspondiente a 4. 


420 + Eigenvalores, eigenvectores 


Ejemplo 53 Encontrar bases para los eigenespacios de 


10 0 -2 
Ae l1 pl l 
1 0) 3 


3 


Solución. La ecuación característica de 4 es 4% — 542 + 84 — 4 =0 o bien, en 
forma factorizada, (4 — A — 2) = 0 (comprobar); así los eigenvalores de 4 
son AÁ= 1 y 4=2, de modo que existen dos eigenespacios de A. 

Por definición, 


es un eigenvector de A correspondiente a A si y sólo si x es una solución no trivial 
de (47 — 4)x =0; es decir, de 


A 0 241 x, 0 
lA == l=l0 3) 


Si A = 2, entonces (3) se convierte en 


Z 0 211 x; 0 
=1 0 1 Xa di = 0 
— ] 0 ==] X3 0 


Resolviendo este sistema se obtiene (comprobar) 
A — Xx) = É, XA =S 


Asi, los eigenvectores de 4 correspondientes a Á = 2 son los vectores diferentes de 
cero de la forma 


=$ ES 0 1 0 
x= t]|= 0Oi+|:il|=s OI++<11 
S 5 0 1 0 
Como 
—] 0 
0 y l 
] 0 


son linealmente independientes, estos vectores forman una base para el eigenespa- 
cio correspondiente aA = 2. 
SiA = 1, entonces (3) se convierte en 


EIGENVALORES 
DE LAS 
POTENCIAS DE 
UN MATRIZ 
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| 0 2 x; 0 
=1 -—-1 -illx|=]/0 


Resolviendo este sistema se obtiene (comprobar) 
x, = —2s, X) =5, X3 =5 


Así, los eigenvectores correspondientes a 4 = 1 son los vectores diferentes de cero 
de la forma 


de modo que 


es una base para el eigenespacio correspondiente a4=1. A 


Una vez que se han determinado los eigenvalores y los eigenvectores de una 
matriz A, es fácil encontrar los eigenvalores y los eigenvectores de cualquier 
potencia entera positiva de 4; por ejemplo, si Á es un eigenvalor de 4 y x es un 
eigenvector correspondiente, entonces 


Ax = A(AX) = A(AX) = A(AX) = A(Ax) = Ax 


lo cual demuestra que 4? es un eigenvalor de A? y que x es un eigenvector corres- 
pondiente. En general, se tiene el siguiente resultado 


Teorema 7.1.3. Si k es un entero positivo, Á es un eigenvalor de una matriz A y | 


x es un eigenvector correspondiente, entonces A es un eigenvalor de Ar y xes 
un eigenvector correspondiente. 





Ejemplo 6 En el ejemplo 5 se demostró que los eigenvalores de 


0 0 =2 
A=41 2 ] 
l 0 3 


son 4 =2 y 4 = 1, de modo que por el teorema 7.1.3 tanto 4 = 2? = 128 como 4 = 
1? = 1 son eigenvalores de 4?. También se demostró que 
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EIGENVALORES 
E 
INVERTIBILIDAD 


El 0 
0 y l 
1 0 


son elgenvectores de A correspondientes al eigenvalor 4 = 2, de modo que por el 
teorema 7.1.3 también son eigenvectores de 4? correspondientes a 4 = 2? = 128. 
De manera semejante, el eigenvector 


de A correspondiente al eigenvalor 4 = 1 también es un eigenvector de 4? corres- 
pondiente ad=1?=1. A 


El siguiente teorema establece una relación entre los eigenvalores y la invertibili- 
dad de una matriz. 


Teorema 7.1.4. Una matriz cuadrada A es invertible sí y sólo si A=0 no es un 


eigenvalor de A. 





Demostración. —Supóngase que 4 es una matriz n X n y obsérvese primero que A 
= O) es una solución de la ecuación característica 


AECA + +0, =0 


si y sólo si el término constante c, es cero. Así, basta demostrar que A es in- 
vertible si y sólo si c,, + 0. Pero 


det(A/— A) =A"+c¡ Arm + e 


o bien, haciendo A =0, 
det(—4)=c, o  (—1)det(4)=cC, 


Por la última ecuación se concluye que det(4) = 0 si y sólo si c, = 0, y esto a su 
vez significa que 4 es invertible si y sólo sic, + 0. [] 


Ejemplo 7 La matriz A del ejemplo 5 es invertible, ya que tiene eigenvalores A = 1 
y Á = 2, ninguno de los cuales es cero. Se deja que el lector verifique esta 
conclusión demostrando que det(4) +0. A 


A e A A O a LADA AC PC a A 
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RESUMEN El teorema 7.1.4 permite agregar otro resultado al teorema 6.4.5. 


Teorema 7.1.5. Si 4 es una matriz n X n, y si T¡¿¿R" => R*" es la multiplicación 
por A, entonces las siguientes proposiciones son equivalentes. 


A es invertible. 

Ax =0 sólo tiene la solución trivial. 

La forma escalonada reducida de A esl,, 

A se puede escribir como un producto de matrices elementales. 
Ax =b es consistente para toda matrizbn X 1. 

Ax = b liene exactamente una solución para toda matriz bn X 1. 
det(4) H 0. 

El rango de T, es R". 

T', es uno a uno. 

Los vectores columna de A son linealmente independientes. 
Los vectores renglón de A son linealmente independientes. 
Los vectores columna de A generan a R”. 

Los vectores renglón de A generan a R”. 

Los vectores columna de A forman una base para R”. 

Los vectores renglón de A forman una base para R". 

El rango de A es n. 

La nulidad de A es Ú. 

El complemento ortogonal del espacio nulo de A es R". 

El complemento ortogonal del espacio renglón de A esÉ0 y. 
A?A es invertible. 

A=0 no es un eigenvalor de A. 





Este teorema relaciona los temas más importantes estudiados hasta el momento. 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 7.1 
1. Encontrar las ecuaciones características de las siguientes matrices: 
3 0 10 —9 0 3 =2, 0 0 
b 
A A A TA 
2. Encontrar los eigenvalores de las matrices del ejercicio 1. 


3. Encontrar bases para los eligenespacios de las matrices del ejercicio 1. 


4. Determinar las ecuaciones características de las siguientes matrices: 


4 0 1 3.0 -5 2.0.1 
als bli -1 0 o) |-6 -2 0 
2 0 1 ¡ES E, 19 5 -4 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


e | 0 l S Ur «1 5 6 Z 
dl -1 3000 | 1.1.0 Duo E 8 
4 013 -1 a Lt d+") 
. Obtener los eigenvalores de las matrices del ejercicio 4. 
. Hallar las bases de los eigenespacios de las matrices del ejercicio 4. 
. Encontrar las ecuaciones características de las siguientes matrices: 
0 0 Z 0 10 —9 0 0 
] 0 l 0 4 —2 0 0 
a) b) 
0 LE 0 0 O =2. =Y 
0 0 0 l 0 0 l 2 
. Determinar los eigenvalores de las matrices del ejercicio 7. 
. Encontrar las bases de los eigenespacios de las matrices del ejercicio 7. 
Por inspección, hallar los eigenvalores de las siguientes matrices: 
=3. 0.0 0 0 
30.50 : 
Ñ b)|-2 70 E: 
= C 
ds E E ) 0. 0. 10 
4 8 1] ( 
0 0 0 5 


Encontrar los eigenvalores de 4? para 


La TEM 
0.53 3 8 

Á= 
0.0.0 4 
0.0.0 2 

Encontrar los eigenvalores y bases para los eigenespacios de 4? para 

Sl =Z2. =2 

Á= l Z l 
| 0 


Sea A una matriz 2 X 2. La recta que pasa por el origen de R? es invariante bajo A si 
Ax está sobre la recta cuando x también lo está. Encontrar las ecuaciones de las rectas 
en R?, en caso de haberlas, que son invariantes bajo la matriz dada. 


0 pa 133 
e dl En NE A RO 


Encontrar det(4) dado que A tiene a p(4) como su polinomio característico. 
a) p(A) = 4 -247+41+5 b) p(A) =4*- 4 +7 
[Sugerencia. Véase la demostración del teorema 7.1.4.] 


Sea Á una matriz n X n. 
a) Demostrar que el polinomio característico de A es de grado ». 
b) Demostrar que el coeficiente de 4” en el polinomio característico es 1. 
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16. Demostrar que la ecuación característica de una matriz A 2 X 2 se puede expresar 
como 4? — tr( AU + det(4) = 0, donde tr(4) es la traza de A. 


17. Usando el resultado del ejercicio 16, demostrar que si 


al 2 


entonces las soluciones de la ecuación característica de A son 
= a +d)+ VW la -— dy + 4be | 


Usando el resultado anterior, demostrar que A 

a) tiene dos eigenvalores reales distintos si (a — d)? + 4bc > 0. 
b) tiene un eigenvalor real si (a — d? + 4bc =0. 

c) no tiene eigenvalores reales si (a — d+ 4bc <0. 


18. Sea A la matriz del ejercicio 17. Demostrar que si (a — dy? +4bc>0 y b 4 0, entonces 
los eigenvectores de A correspondientes a los eigenvalores 


A, =$ (a+ d) + Vía dy +4b0 y A, =3|(a+d)- Wía=dY + 4be | 


al Y 


respectivamente. 


son 


19. Demostrar: Si a, b, c y d son enteros tales que a + b = c + d, entonces 


al 


tiene elgenvalores enteros, a saber, 4, =a+byA,=a —c. [Sugerencia. Véase el 
ejercicio 17.] 


20. Demostrar: Si A es un eigenvalor de una matriz invertible A y x es un eigenvector co- 


rrespondiente, entonces 1/4 es un eigenvalor de 47! y x es un eigenvector correspon- 
diente. 


21. Demostrar: Si A es un eigenvalor de 4, x es un eigenvector correspondiente y s es un 
escalar, entonces A — s es un eigenvalor de A — sí y x es un eigenvector correspon- 
diente. 


22. Encontrar los eigenvalores y bases para los eigenespacios de 


e O E 
A= == 32 
e 


Luego, usando los ejercicios 20 y 21, encontrar los eigenvalores y bases para los 
eigenespacios de 


a) AT? b) A — 31 c) A+21 
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23. a) Demostrar que si 4 es una matriz cuadrada, entonces A y A* tienen los mismos 
eigenvalores. [Sugerencia. Considerar la ecuación característica det(A] — 4) = 0.] 
b) Demostrar que 4 y 4% no necesariamente tienen los mismos eigenespacios. [Suge- 
rencia. Usando el resultado del ejercicio 18, encontrar una matriz 2 X 2 para la 
cual A y 4% tengan eigenespacios diferentes. | 





7.2 DIAGONALIZACIÓN 





En esta sección se verá cómo encontrar un base para R” integrada por eigenvec- 
tores de una matriz dada A n X n. Las bases se pueden usar para estudiar las 
propiedades geométricas de Á y para simplificar varios cálculos numéricos donde 
aparece A. Estas bases también revisten importancia fisica en una amplia gama 
de aplicaciones, algunas de las cuales serán consideradas después en este texto. 


EL PROBLEMA El objetivo principal de esta sección es mostrar que los dos problemas siguientes, 


DE LA que a simple vista parecen muy diferentes, en realidad son equivalentes. 
DIAGONALIZA- 
CION DE Problema del eigenvector. Dada una matriz A n X n, ¿existe una base para 


MATRICES 





R*” integrada por eigenvectores de 4? 


Problema de diagonalización (Forma matricial). Dada una matriz 4 n X n, 
¿existe una matriz invertible P tal que P714P sea una matriz diagonal? 





El segundo problema sugiere la siguiente terminología. 


Definición. Se dice que una matriz cuadrada A es diagonalizable sí existe una 
matriz invertible P tal que P714P es una matriz diagonal; se dice que la matriz 
P diagonaliza a A. 





El siguiente teorema muestra que el problema del eigenvector y el problema 
de diagonalización son equivalentes. 


Teorema 7.2.1. Si 4 es una matriz n X n, entonces las siguientes proposiciones 


son equivalentes. 


aj) A es diagonalizable. 
b) A tiene n eigenvectores linealmente independientes. 





Demostración de a > b): Como se supone que 4 es diagonalizable, entonces existe 
una matriz invertible 


AA id id CO A ADA AIN AR AOS REA di E RA A EIA RIA 1 PUERRO A lio 


A 


o A A FRIA ir 
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Pu Pi "Pin 
p= Pa pa Ae Pza 
Pn1 Pn id Pam 


tal que P7LAP es diagonal, por ejemplo, P714P = D, donde 


A 0 --- 0 
0 4, "0 
id 


n 


Por la fórmula P714P = D se deduce que 4P = PD; es decir, 


A A 1 | AiPrr A2Pra 000 AnPir 
Par Pa “0 Pan 0 42 > 0 o AiPar A>2Pz “0 AnPo 
AP=| . l l e E 
Pn! Pn2 "Pan 0 0 Ae lo A1P»1 Á>Pn2 o a 
(1) 
Si ahora p,, P,, - - - , P, denotan los vectores columna de P, entonces por (1) las 
columnas sucesivas de AP son A,p,, 4,p», . - - ,4,P,- Sin embargo, por la fórmula 
(3) de la sección 1.3, las columnas sucesivas de AP son Ap,, Ap», . - - , Ap, Así, 


se debe tener 
AP, =A¡Pi, AP>,= A) --., AP.=4,P, (2) 


El 
Como ? es invertible, no todos sus vectores columna son cero; así, por (2) se 
concluye que As, An» os > A son eigenvalores de A, y que P,, P», - - - , P, Son los 
eigenvectores correspondientes. Como P es invertible, por el teorema 7.1.5 se 
concluye que p,, Pp», . - - , P, Son linealmente independientes. Por tanto, 4 tiene » 
eigenvectores linealmente independientes. 


b > a: Supóngase que A tiene n eigenvectores linealmente independientes, p;, p,, 


. , p,, con los eigenvalores correspondientes 4,,4,,...,A,, y sea 
Piu Pi "Pin 
p= pa e 0 ds 
Pri Pn2 GE Pan 
la matriz cuyos vectores columna son p;, P», . . - , P,. Por la fórmula (3) de la 


sección 1.3, los vectores columna del producto 4P son 


428 / Eigenvalores, eigenvectores 


PROCEDI 
MIENTO PARA 
DIAGONALIZAR 
UNA MATRIZ 


AP, ÁP>, -.., 4ÁP, 
Pero 
AP, = AP 4AP>= A2P», , AP,= AP, 
de modo que 
AP Apr AnPir 
A A» A 
AP= ¡22 2P22 nP2n 
iba Des 2.p, | 
¡P 1 2Pn2 nP nn (3) 
Pu Pm Pra A 0 0 
Pa 2 A 0 A> 0 
a ds P> ] - PD 
Pn Pn AA Pan 0 0 ne A, 


donde D es la matriz diagonal que tiene los eigenvalores 4,,4,,..., A, sobre 
la diagonal principal. Como los vectores columna de P son linealmente indepen- 
dientes, P es invertible; así, (3) se puede volver a escribir como P714P = D; es 
decir, Á es diagonalizable. [|] 


El teorema precedente garantiza que una matriz A n X n con n eigenvectores 
linealmente independientes es diagonalizable, y la demostración proporciona el 
siguiente método para diagonalizar a A. 








Encontrar n eigenvectores linealmente independientes de 4, por 
ejemplo, p,, P,, - .- - > P,, 

Formar la matriz P con p,, P», - .- - , P, Como sus vectores columna. 
Entonces, la matriz P-14P será diagonal con Ai Az» - > > A, COmo 
sus elementos diagonales sucesivos, donde A, es el eigenvalor corres- 
pondiente ap, paraí=1,2,...,H. 


Paso 2. 
Paso 3. 


Para efectuar el paso 1 de este procedimiento, primero es necesario 
determinar si una matriz dada A n X n tiene n elgenvectores linealmente indepen- 
dientes, y luego se requiere un método para encontrarlos. Ambos problemas se 
pueden manejar a la vez determinando las bases de los eigenespacios de 4. Des- 
pués, en esta sección se mostrará que los vectores básicos, como conjunto combi- 
nado, son linealmente independientes, de modo que si en total hay rn vectores asi, 
entonces A es diagonalizable y los n vectores básicos se pueden usar como los vec- 
tores columna de la matriz de diagonalización P. Si hay menos de n vectores bá- 
sicos, entonces la matriz 4 no es diagonalizable. 


A A A PR LAA Ls ALAMOS Vr a le e: Pa DLE DO GAO GRATO SA PELIS EN PRI IAE LC ti pi 
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Ejemplo 1 Encontrar una matriz P que diagonalice a 


Solución. En el ejemplo 5 de la sección precedente, se encontró que la ecuación 
característica de Á es 


(A=DMA-2y=0 


y se determinaron las siguientes bases para los eigenespacios: 


== 0 
A=2 P; 0 , P> l 
l 0 

7) 

A=1: P; ] 


sl O: =2 
P = 0 l l 
l 0 l 


diagonaliza a A. Como comprobación, el lector debe verificar que 


l 0 2110 O. =2 [131 0 2 
l A 
l 


2 0 
PlAP = l l 1 2 ] 0 l 1f=j0 2 
el O —1 0 3 1 0 ] 0 0 


—= O O 


No existe ningún orden de preferencia para el orden de las columnas de P. 
Como el ¡-ésimo elemento de la diagonal de P714P es un eigenvalor para el ¡- 
ésimo vector columna de P, al cambiar el orden de las columnas de P simplemente 
se cambia el orden de los eigenvalores sobre la diagonal de P714P. Entonces, si 
en el ejemplo 1 se hubiera escrito 


1-2 0 
P=| 0. 11 
NS 


En el ejemplo 1 se hubiera obtenido 
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2.00 
P 4P=10 1 0 
0 0 2 


Ejemplo 2 Encontrar una matriz P que diagonalice a 


1.0.0 
Á = 12.0 
=3 2 


Solución. El polinomio característico de A es 


A=1 0 0 
det(A1-4)=| -1 4-2 O | =(4- D(A—-2yY 
3 $ 4-2 


de modo que la ecuación característica es 
(A1- I-2?=0 


Asi, los eigenvalores de 4 sonA = 1 y 4 =2. Se deja para el lector demostrar que 
bases para los eigenespacios son 


e 
| 
> 
| 
| 
== je 00 


e 
1l 
bh 
= 
[ 
S 


Como Á es una matriz 3 X 3 y en total sólo hay dos vectores básicos, entonces 4 
no es diagonalizable. 


Otra solución. Sí sólo se quiere determinar si una matriz es diagonalizable y no 
importa determinar realmente una matriz de diagonalización P, entonces no es 
necesario calcular las bases de los eigenespacios; basta encontrar las dimensiones 
de los eigenespacios. Para este ejemplo, el eigenespacio correspondiente aA = l es el 
espacio solución del sistema 


| 

| 

O 

pe 

»] 

1! 
[o QU me E dun 


La matriz de coeficientes tiene rango 2 (comprobar). Así, la nulidad de esta matriz 
es 1 y, por el teorema 5.6.4, el espacio solución es unidimensional. 
El eigenespacio correspondiente a Á = 2 es el espacio solución del sistema 


A A A A A A A A A A A A A A A A dd cr 
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Esta matriz de coeficientes también tiene rango 2 y nulidad 1 (comprobar), de 
modo que el eigenespacio correspondiente a Á = 2 también es unidimensional. 
Como los eigenespacios producen un total de dos vectores básicos, la matriz A no 
es diagonalizable. A 

En el ejemplo 1 se establece la hipótesis de que los vectores columna de P, 
que están integrados por vectores básicos de los distintos eigenespacios de 4, son 
linealmente independientes. En el siguiente teorema se aborda esta cuestión. 


Teorema 7.2.2. Si v,, v,, . . . , V, SON eigenvectores de A correspondientes a 


eigenvalores distintos Ay» A», dr Ayo entonces XV y, Va, - +. > Vs es un conjunto 
linealmente independiente. 





Demostración. — Sean v,, V,, . . . , Y, los elgenvectores de A correspondientes a 
eigenvalores distintos A,, A», . . . , A, Se supondrá que V;,, V,, . . . , Y, SON 
linealmente dependientes y se llegará a una contradicción. Entonces la conclusión 
será que v,, V», . . . , V, SON linealmente independientes. 

Como por definición un eigenvector es diferente de cero, (v, jes linealmente 
independiente. Sea r el mayor entero tal que (v,, v,, . . ., Vy3 Sea linealmente in- 
dependiente. Como se está suponiendo que (v,, Y», . - . , V,3 es linealmente de- 
pendiente, r satisface 1< r <k. Además, por la definición de r, (Vy Vas Vai 
es linealmente dependiente. Así, existen escalares C,, C,, . . . , C,,], no todos 
iguales a cero, tales que 


ATA E, AA (4) 
Multiplicando por 4 ambos miembros de (4) y usando 
AV¡ = AV) AVA= A) +...) AV A 1 Vr, 
se obtiene 
CIA] VI E CAS EA ¡1 20 (5) 


Multiplicando por A,,, ambos miembros de (4) y restando de (5) la ecuación 
resultante, se obtiene 


CHA Ay 1 01 E CAA) A 1) 12 + c+ clA,— Ay +11, =0 


Como (v,, vz, . - . , Vy3 es un conjunto linealmente independiente, esta ecuación 
indica que 
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ci(A, o Ad ¡A CÍA) A Sta EA; — E, =0 
y como4A,,4,....,A,,, Son distintos, se concluye que 
C] == C> US C, 0 0 (6) 


Sustituyendo estos valores en (4) se obtiene 
Cr+1Y)+1=0 
Como el eigenvector v,., , es diferente de cero, se concluye que 
0,,¡=0 (7) 


Las ecuaciones (6) y (7) contradicen el hecho de que no todos los c,, C,, ..., C,,, 
son cero; esto completa la demostración. [|] 


OBSERVACIÓN. El teorema 7.2.2 es un caso especial de un resultado más 
general: Supóngase que 4,,4,,... A, Son eigenvalores distintos y que en cada 
uno de los eigenespacios correspondientes se elige un conjunto linealmente 
independiente. Si después estos vectores se unen en un solo conjunto, el resultado 
aún es un conjunto linealmente independiente. Por ejemplo, si se eligen tres 
vectores linealmente independientes de un eigenespacio y dos vectores linealmente 
independientes de otro, entonces los cinco vectores forman un conjunto 
linealmente independiente. Se omite la demostración. 


Como una consecuencia del teorema 7.2.2 se obtiene el siguiente resultado 
importante. 


Teorema 7.2.3. Si una matriz A n X n fiene n eigenvalores distintos, entonces 


A es diagonalizable. 





Demostración. —SiV,, Va, . . . , Y, SON los eigenvectores correspondientes a los 
eigenvalores distintos A,, Az, . . . , A,, entonces por el teorema 7.2.2 se tiene que 
Vi» Va» - + - > Y, SON linealmente independientes. Asi, A es diagonalizable debido al 


teorema 7.2.1. [] 


Ejemplo 3 En el ejemplo 2 de la sección precedente se vio que 


0 1 0 
A=|0 0 l 
4: == 8 


tiene tres eigenvalores distintos, 4 = 4,4 =2+ 43,4 = 2 — 43. Por consiguiente, 
A es diagonalizable. Además, 


MULTIPLICI- 
DAD 
GEOMÉTRICA Y 
MULTIPLICI- 
DAD 
ALGEBRAICA 
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4 0 0 
PIAP=|0 2+vV3 0 
0 0 2-3 
para alguna matriz invertible P. Si se desea, la matriz P puede determinarse 
usando el método del ejemplo 1 de esta sección. Á 


Ejemplo 4 Por el teorema 7.1.1, los eigenvalores de una matriz triangular son los 
elementos de su diagonal principal. Así, una matriz triangular con elementos 
distintos en la diagonal principal es diagonalizable. Por ejemplo, 


ZzL DD 4-00 
AE A 
SL A E 
0 0 0 -2 


es una matriz diagonalizable. Á 


El teorema 7.2.3 no determina completamente el problema de diagonalización, ya 
que es posible que una matriz 4 n X n sea diagonalizable sin tener n eigenvalores 
distintos. En el ejemplo 1 se vio esto, donde la matriz dada 3 X 3 tenía sólo dos 
elgenvalores distintos, a pesar de lo cual era diagonalizable. Lo que realmente 
importa para que una matriz sea diagonalizable son las dimensiones de los 
elgenespacios: la suma de estas dimensiones debe ser cuando mucho » a fin de que 
una matriz n X n sea diagonalizable. Los ejemplos 1 y 2 ilustran este hecho, las 
matrices de estos ejemplos tienen la misma ecuación característica y los mismos 
eigenvalores, pero la matriz del ejemplo 1 es diagonalizable porque la suma de las 
dimensiones de los eigenespacios es 3, y la matriz del ejemplo 2 no es diago- 
nalizable porque la suma de las dimensiones de los eigenespacios sólo es igual a 2. 

La profundización en el estudio de las condiciones para diagonalización se 
deja para cursos más avanzados, aunque se mencionará un teorema importante que 
dará una comprensión más completa de las condiciones. Se puede demostrar que 
si 4, es un eigenvalor de 4, entonces la dimensión del eigenespacio que corres- 
ponde a A,¿-no puede exceder el número de veces que 4 — A, aparece como factor 
en el polinomio característico de 4. Así, en los ejemplos 1 y 2 el polinomio 
característico es 


(A IA 2) 


Por tanto, el eigenespacio correspondiente a A = 1 es cuando mucho (y, por tanto, 
exactamente) unidimensional y el eigenespacio correspondiente a 4= 2 es a lo 
sumo bidimensional. En el ejemplo 1, el eigenespacio correspondiente a A = 2 en 
realidad es de dimensión 2, lo cual da por resultado condiciones para la diagonali- 
zación, pero en el ejemplo 2 el eigenespacio sólo es de dimensión 1, lo cual indica 
que no hay condiciones para la diagonalización. 

Existe una terminología que relaciona las ideas anteriores. Si A, es un 
eigenvalor de una matriz A n X n, entonces la dimensión del eigenespacio corres- 
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CÁLCULO DE 
LAS POTENCIAS 
DE UNA MATRIZ 


pondiente a A, se denomina multiplicidad geométrica de 4, y el número de veces 
que 4 — A, aparece como factor en el polinomio característico de 4 se denomina 
multiplicidad algebraica de A. El siguiente teorema, que se enuncia sin demos- 
tración, resume el análisis precedente. 


Teorema 7.2.4, Si A es una matriz cuadrada, entonces: 


a) Para todo eigenvalor de A la multiplicidad geométrica es menor o igual 


que la multiplicidad algebraica. 
b) A es diagonalizable si y sólo si la multiplicidad geométrica es igual a la 
multiplicidad algebraica para todo eigenvalor. 





En matemáticas aplicadas se presentan muchos problemas en los que es necesario 
calcular potencias grandes de una matriz cuadrada. Esta sección concluirá mos- 
trando cómo se puede usar la diagonalización para simplificar los cálculos. 

SIA es una matriz n X n y P es una matriz invertible, entonces 


(P'APY =P 'APP"'4P =P" 'AIAP =P" '4?P 
De manera más general, para cualquier entero positivo k 
(PAPY=P AP (8) 


Por la ecuación (8) se concluye que si 4 es diagonalizable y P7L4P = D es una 
matriz diagonal, entonces 


PUIAFP=(PAPY =D (9) 
Despejando AX de esta ecuación se obtiene 


La última ecuación expresa la k-ésima potencia de A en términos de la k-ésima 
potencia de la matriz diagonal D. Pero calcular DK es fácil; por ejemplo, sl 


A es 
pa 0 
o 0 dá 

entonces 
dE 0 0 
a ol 
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Ejemplo 5 Usando (10), encontrar 413, donde 


0 0 -2 
A=|1 2 
1 0 3 


Solución. En el ejemplo 1 se mostró que la matriz A es diagonalizada por 


y que 


Asi, por (10), 


| 
O 
pura 
pu 
O 
M 

wm 
O 
pu 
jor 
rs 


A! = PD'*p”! mex 
1 0 1jlo 0 1Pj-1 0-1] (y 
—8190 O —16382 

8191 8192 8191] A 

8191 0 16383 


OBSERVACIÓN. Con el método del ejemplo precedente casi todo el trabajo con- 
siste en diagonalizar 4. Una vez hecho ésto, se puede usar para calcular cualquier 
potencia de 4. Así, para calcular 41% basta cambiar el exponente de 13 a 1000 
en la expresión (11). 


EJERCICIOS DE LA SECCION 7.2 


1. Sea A una matriz 6 X 6 con ecuación característica AA — 114 — 2Y =0. ¿Cuáles son 
las dimensiones posibles para los eigenespacios de 4? 


2. Sea 
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a) Encontrar los eigenvalores de 4. 
b) Para cada eigenvalor 4, determinar el rango de la matriz 47 — A. 
c) ¿Es diagonalizable 4? Justificar la respuesta. 


in los ejercicios del 3 al 7, usando el método del ejercicio 2, determinar si la matriz es 
diagonalizable. 


2 —l 
| 30-50 ll 0 1 
2 0 Lo ES 0 2 
3. 5.0 2 0 6. | —1 3 0 7 
2 L el | 0 
Ud: 2 —4 1 +=1 
0 0 
En los ejercicios del 8 al 11, hallar una matriz P que diagonalice a A, y determinar P1AP. 
1.0.0 2 Yo =Z 
=14 12 ] 0 
$. 4Á= 9. 4=]|. 10. 4=|0 1 1 11. 4=]/0 3 0 
20 19 6 —] 
0 1 1 0 0 3 
En los ejercicios del 12 al 17, determinar si 4 es diagonalizable. En caso afirmativo, 
encontrar una matriz P que diagonalice a 4, y determinar P714P. 
19 -9 —6 pel 4 -2 00 0 
12..4=125 =11 9 13, 4=| —-3 +) Ú ld. 4=|1 $5 0 
17 =9 -—4 =3 | 3 ¡E BE 
a 0 0 0 5 0 0 0 
0 0-0 
On + Z 0 0 0 2 SH 
15. 4=/0 0 0 l6. 4 = 17. 4 = 
0 3 0 0 0 3 0 
301 
0 0 l 3 0 0 0 3 


18. Con el método del ejercicio 5, calcular 41% donde 


| ¡ ] 
4= 
a 


19. Usar el método del ejercicio 5 para calcular A**, donde 


== E == 
A = 0 | 0 
0 19. 4 


20. En cada inciso, calcular la potencia indicada de 


E 2 8 
A=|0 —]l 0 
0 O  —1l 
a) 41900 b) 471000 e) 420 dy 4220 


21. Encontrar 4” si n es un entero positivo y 
3 “=l 0 
A=| —1 de 
0 —=1 3 


O UY —= OQ 


22. Sea 


ls b 
A= 
c q 


| 
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Demostrar las siguientes proposiciones: 

a) A es diagonalizable si (a — d)? + 4bc > 0. 

b) 4 no es diagonalizable si (a — d)* + 4bc<0. 

[Sugerencia. Véanse los ejercicios 17 y 18 de la sección 7.1.] 


23. En el caso en que la matriz 4 del ejercicio 22 es diagonalizable, encontrar una matriz P 


que diagonalice a A. 


24. Demostrar que si 4 es una matriz diagonalizable, entonces el rango de A es el número 
de eigenvalores diferentes de cero de 4. 


25. Demostrar: Si A es invertible y diagonalizable, entonces 47! es diagonalizable y una 
matriz P que diagonalice a A también diagonaliza a 47. 
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PROBLEMA DE 
LA DIAGONA- 
LIZACIÓN 
ORTOGONAL DE 
UNA MATRIZ 


En esta sección se abordará el problema de determinar una base ortonormal para 
R” con el producto interior euclidiano, integrada por eigenvectores de una matriz 
dada A n X n. El trabajo ya realizado sobre matrices simétricas y matrices 
ortogonales desempeñará un papel importante aquí. 


El primer objetivo de esta sección es demostrar que los dos problemas siguientes 
son equivalentes. 


Problema del eigenvector ortonormal. Cada una matriz A de n X n, ¿existe 


una base ortonormal para R” con el producto interior euclidiano integrada por 
eigenvectores de 4? 












Problema de la diagonalización ortogonal (forma matricial). Dada una matriz 
A n X n, ¿existe una matriz ortogonal P tal que la matriz P7l4P = P*AP es 
diagonal? En caso de que exista la matriz, entonces se dice que 4 es dia- | 
gonalizable ortogonalmente, y se dice que P diagonaliza ortogonalmente a A. 


Para el segundo problema es necesario considerar dos preguntas: 


* ¿Qué matrices son diagonalizables ortogonalmente? 
* ¿Cómo encontrar una matriz ortogonal a fin de efectuar la diagonaliza- 
ción? 
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CONDICIONES 
PARA DIAGO- 
NALIZACIÓN 
ORTOGONAL 


Con respecto a la primera pregunta, se observa que no hay ninguna posibili- 
dad de diagonalizar ortogonalmente una matriz Á a menos de que 4 sea simétrica 
(es decir, 4 = 4%). Para darse cuenta de este hecho, supóngase que 


PTAP=D 0) 


donde P es una matriz ortogonal y D es una matriz diagonal. Como P es 
ortogonal, PP? = P7P =], de modo que (1) se puede escribir como 


A=PDP? (2) 


Como D es una matriz diagonal, se tiene D = D?, de modo que al transponer 
ambos miembros de (2) se obtiene 


AT =(PDPTY =(PTYDTP" = PDP7=A 


así que A debe ser simétrica. 


El siguiente teorema muestra que toda matriz simétrica es, de hecho, diago- 
nalizable ortogonalmente. En este teorema, y durante el resto de esta sección, 
ortogonal significará ortogonal con respecto al producto interior euclidiano sobre 
R”. 


Teorema 7.3,1. Si A es una matriz n X n, entonces las siguientes proposicio- 
nes son equivalentes. 


a) 4 es diagonalizable ortogonalmente. 
b) A tiene un conjunto ortonormal de n eigenvectores, 
c) Á es simétrica. 





Demostración de a >b: Como A es diagonalizable ortogonalmente, existe una 
matriz ortogonal P tal que P-14P es diagonal. Como se vio en la demostración del 
teorema 7.2.1, los 1 vectores columna de P scn eigenvectores de 4. Puesto que P 
es ortogonal, estos vectores columna son ortonormales (véase el teorema 6.5.1), de 
modo que A tiene » eigenvectores ortonormales. 


b=>a  Supóngase que A tiene un conjunto ortonormal de x» eigenvectores (p;, 
P,, - -- - >, P, y. Como se vio en la demostración del teorema 7.2.1, la matriz P con 
estos eigenvectores como columnas diagonaliza a 4. Debido a que estos eigen- 
vectores son ortonormales, P es ortogonal y, por tanto, diagonaliza ortogonalmente 
aA. 


a >c) En la demostración de a > bh se probó que una matriz A n X n diago- 
nalizable ortogonalmente es diagonalizada ortogonalmente por una matriz P n X 
n cuyas columnas forman un conjunto ortonormal de eigenvectores de A. Sea D la 
matriz diagonal 


ALGUNAS 
PROPIEDADES 
DE LAS 
MATRICES 
SIMÉTRICAS 
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D=PSUP 
Así, 

A=PDP”' 
o bien, ya que P es ortogonal, 

OS 


Por consiguiente, 
AY =(PDP7Y =PD*PY= PDP" = A 
lo cual demuestra que Á es simétrica. 


c > a) La demostración de esta parte rebasa el alcance de este texto, por lo que se 
omitirá. [|] 


El siguiente objetivo es establecer un procedimiento para diagonalizar ortogonal- 
mente una matriz simétrica, pero antes de hacerlo se requiere un teorema crucial 
sobre eigenvalores y eigenvectores de matrices simétricas. 


Teorema 7.3.2. Si A es una matriz simétrica, entonces: 


a) Todos los eigenvalores de A son números reales. 
b) Eigenvectores de eigenespacios diferentes son ortogonales. 





Demostración de a).La demostración del inciso a), que requiere resultados sobre 
espacios vectoriales complejos, se analizará en la sección 10.6. 


Demostración de b).Sean v, y v, eigenvectores correspondientes a eigenvalores 
distintos A, y 4, de la matriz 4. Se quiere demostrar que v, * v, = 0. La demostra- 
ción de este hecho requiere empezar con la expresión Av, * v,. Por la fórmula (8) 
de la sección 4.1 y la simetría de A se concluye que 


Av + V) = VW," AÍV),= V, + Av) (3) 


Pero y, es un eigenvector de A correspondiente a A, y v, es un eigenvector de 4 
correspondiente a 4,, de modo que (3) produce la relación 


AV] *v27= Y; - A2V> 


que se puede volver a escribir como 
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(A, — AMV, 12) =0 (4) 


Pero 4, — 4, % 0, ya que se supone que A, y 4, son distintos. Así, por (4) se 
concluye que v, * v,=0. [] 


OBSERVACIÓN. El lector debe recordar que hasta el momento se ha supuesto 
que todas las matrices tienen elementos reales. De hecho, en el capítulo 10 se 
verá que el inciso a) del teorema 7.3.2 es falso para matrices con elementos 
complejos. 


Como una consecuencia del teorema precedente se obtiene el siguiente procedi- 


miento para diagonalizar ortogonalmente una matriz simétrica. 


Encontrar una base para cada elgenespacio de 4. 
Aplicar el proceso de Gram-Schmidt a cada una de estas bases a fin | 
de obtener una base ortonormal para cada elgenespacio. 


Formar la matriz P cuyas columnas son los vectores básicos | 
obtenidos en el paso 2; esta matriz diagonaliza ortogonalmente a | 
A. 





La justificación de este procedimiento debe ser evidente: El teorema 7.3.2 asegura 
que los eigenvectores de eigenespacios diferentes son ortogonales, mientras que la 
aplicación del proceso de Gram-Schmidt asegura que los eigenvectores obtenidos 
del mismo cigenespacio son ortonormales. Así, todo el conjunto de eigenvectores 
obtenidos con este procedimiento es ortonormal. 


Ejemplo 1 Encontrar una matriz ortogonal P que diagonalice a 


dr 
e Ml BA: 
0 
Solución. La ecuación característica de A es 
A-4 —2 =2 
det(A1— A)=det| -2 4-4 -2 |=(A-2(-8)=0 
—2 2 A-—4 


Así, los eigenvalores de 4 son A = 2 y A = 8. Por el método usado en el ejemplo 5 
de la sección 7.1, se puede demostrar que 
=] si] 
u; — l V u,) = 0 
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forman una base para el eigenespacio correspondiente a A = 2. Aplicando el pro- 
ceso de Gram-Schmidt a fu,, u,; se obtienen los siguientes eigenvectores orto- 
normales (comprobar): 


212 -1/V6 
v=| 1/v2 y v,=| —1/V6 
0 2/V6 


El eigenespacio correspondiente aÁ = 3 tiene a 
l 
u=|l 
l 
como base. Aplicando el proceso de Gram-Schmidt a (uz) se obtiene 


1/43 
v,=]| 1/V3 
1/13 


Finalmente, usando a y,, Y, Y V¿ como vectores columna se obtiene 


1/42 -1/V6 1/v3 
P=l 1/2 -1/V6 1/v3 
0 2/W6 1/V3 


que diagonaliza ortogonalmente a 4. (Como comprobación, el lector debe verificar 
que PZAP es una matriz diagonal.) A 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 7.3 


1. Encontrar la ecuación característica de la matriz simétrica dada, y luego por inspección 
determinar las dimensiones de los eigenespacios. 


o Lo1 1 
JE A bla 1 -2 SE a 
e LP 
ofi fans 
did O 0 100 Dlo o 2-1 
22 4 
0.0.0.0 al 3 


En los ejercicios del 2 al 9, encontrar una matriz P que diagonalice ortogonalmente a A, y 
determinar P714P. 


a O a 5. A= 0 3 0 
. a " a 1/3 » a? . o 


L 3 
| -36 O 23 
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31.00 =P 34 0 0 
aid SA E O 24 7 0 0 
casal aio smaller <=. 4 9. A= 
0.0.0.0 0 0. -7 24 
0.0.0 Sh ep: 3 


0.0.0.0 0 oO 24 7 
10. Suponiendo que b 4 O, encontrar una matriz que diagonalice ortogonalmente a 


bd 


11. Demostrar que si A es cualquier matriz m X n, entonces A74 tiene un conjunto 
ortonormal de r elgenvectores. 


12. a) Demostrar que si y es cualquier matriz n X le 7 es la matriz identidad n X n, 
entonces ] — vv? es diagonalizable ortogonalmente. 


b) Encontrar una matriz P que diagonalice ortogonalmente a I — vv? 


s1 
1 

v=|0 
1 


13. Usando el resultado del ejercicio 17 en la sección 7.1, demostrar el teorema 7.3.2a 
para matrices simétricas 2 X 2. 





EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS 


1. a) Demostrar que si 0 <08 <r, entonces 


4 cosg —senO 
sen O cos O 
no tiene eigenvalores y en consecuencia no tiene eigenvectores. 
b) Proporcionar una explicación geométrica del resultado del inciso a). 


2. Encontrar los eigenvalores de 


0 1 0 
A=|0 0 l 
KR —3k% 3k 


3. a) Demostrar que si D) es una matriz diagonal con elementos no negativos en la 
diagonal principal, entonces existe una matriz $ tal que S?=D. 
b) Demostrar que si Á es una matriz diagonalizable con eigenvalores no negativos, 
entonces existe una matriz S tal que 5? = 4. 
c) Encontrar una matriz S tal que 5?=A si 


13 1 
A=|0 4 $5 
0 0 9 
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4. a) Demostrar: Si A es una matriz cuadrada, entonces Á y A? tienen los mismos eigen- 
valores. 
b) Demostrar que 4 y A? no necesariamente tienen los mismos eigenvectores. 
[Sugerencia. Usando el ejercicio 13 de la sección 7.1, encontrar una matriz A 2 X 2 
tal que A y Al tengan elgenvectores diferentes. ] 


5. Demostrar: Si A es una matriz cuadrada y p(A) = det(A7 — A) es el polinomio carac- 
terístico de A, entonces el coeficiente de 4””! en p(1) es el negativo de la traza de A. 


6. Demostrar: S1 b % 0, entonces 


4= a b 
10 a 
no es diagonalizable. 


7. En álgebra lineal avanzada se demuestra el teorema de Cayley-Hamilton, que esta- 
blece que una matriz cuadrada A satisface su ecuación característica; es decir, si 


CoFCOA+R CA ce, Am 14 2*=0 
es la ecuación característica de 4, entonces 
CA+FC A+ CA E +, ¡A 77 4 4P=0, 


Comprobar este resultado para 


hd 0. 10 

y 4=| | bp4=|0 0. 1 
13 

Lies 3 


En las ejercicios 8, 9 y 10, usar el teorema de Cayley-Hamilton enunciado en el ejercicio 7. 


8. Usando el ejercicio 16 de la sección 7.1, demostrar el teorema de Cayley-Hamilton 
para matrices 2 X 2, 


9. El teorema de Cayley-Hamilton proporciona un método eficiente para calcular poten- 
cias de una matriz. Por ejemplo, si A es una matriz 2 X 2 con ecuación característica 
Co+FCA+4?=0 


entonces c,Í + c,4 + A? = 0, de modo que 


Multiplicando todo por 4 se obtiene 4? = =c A? — CA, que expresa A? en términos de 
A? y A, y multiplicando todo por 4? se obtiene 4* = -c 4? e cA?, que expresa 4? en 
términos de 4* y 4?. Continuando de esta manera es posible calcular potencias con- 
secutivas de A expresándolas simplemente en términos de potencias inferiores. Usando 
este procedimiento, calcular 


A?, A? ÁR. y AS 
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para 


a=| 6 | 


2] 


mr 


10. Usando el método del ejercicio precedente, calcular 4? y 4? para 


0 1 0 
A=|0 0 ] 
lA 3 


Cr Ca Cr 

L 1 U> Cr 
A : 

€  C> Cs 


12. a) En el ejercicio 15 de la sección 7.1 se demostró que si 4 es una matriz n X n, 


13. 


14. 


15. 


entonces el coeficiente de 4” en el polinomio característico de 4 es 1. (Un polinomio 
con esta propiedad se denomina mónico.) Demostrar que la matriz 


0 0 0 A 0 — Co 
A A 
E Dm sa 
0 0 0 pes l--=06 


n— 1 


tiene polinomio característico p(A) = e, ¿nl + 2”. Esto 


demuestra que todo polinomio mónico es el polinomio característico de alguna 
matriz. La matriz de este ejemplo se denomina matriz acompañante de p(A). 
Sugerencia. Evaluar todos los determinantes del problema sumando un múltiplo 
del segundo renglón al primer renglón a fin de introducir un cero en la parte 


superior de la primera columna, y luego desarrollar por cofactores a lo largo de la 
primera columna. 


E E E 


b) Encontrar una matriz con polinomio característico p(4) = 1 — 24 +4%+342+4% 


Una matriz cuadrada 4 se denomina nilpotente si A” = O para algún entero positivo ». 
¿Qué puede afirmar el lector sobre los eigenvalores de una matriz nilpotente? 


Demostrar: Si A es una matriz n X n y n es impar, entonces Á tiene por lo menos un 
eigenvalor real. 


Encontrar una matriz A de 3 Xx 3 que tenga los eigenvalores 4 = 0, 1 y —1 con 
elgenvectores correspondientes 


0 ] 0 
IMA A 1 
== 1 1 


respectivamente. 


16. 


17. 
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Supóngase que una matriz A 4 X 4 tiene los eigenvalores 4, =1,4,= -—2, 4,=3 y A, 
=-—3, 

a) Usando el ejercicio 14 de la sección 7.1, encontrar de!:.4). 

b) Usando el ejercicio 5 de esta sección, determinar tr(4). 


Sea A una matriz cuadrada tal que 4? = A. ¿Qué puede afirmar el lector sobre los 
elgenvalores de 4? 





CAPÍTULO | 


TRANSFORMACIONES 
LINEALES 








8.1 TRANSFORMACIONES LINEALES GENERALES 





En las secciones 4.2 y 4.3 se estudiaron transformaciones lineales de R” a 
R”. En esta sección se definirán y estudiarán transformaciones lineales de un 
espacio vectorial V a un espacio vectorial W. Los resultados tienen aplicaciones 
importantes en física, ingeniería y varias ramas de las matemáticas. 





DEFINICIONES Y — Recuérdese que una transformación lineal de R” a R” se definió como una función 
TERMINOLOGIA 
T(X¡, M2) Xp) = (W¡, Wa, -- > W) 
en la cual las ecuaciones que relacionan a w,, W,, . .. , Wm Y X], Xz, - - - > Xn SON 
lineales. Luego se demostró que la transformación 7.R” => R” es lineal si y sólo si 


las siguientes relaciones se cumplen para todos los vectores u y v en R” y cualquier 
escalar c (véase el teorema 4.3.2): 


T(u + v)= T(u) + 7(v) 
T(cu) = cT(u) 


Definición. Si T:VY => W es una función de un espacio vectorial V a un espacio 
vectorial W, entonces 7 se llama transformación lineal de V a W si para todos 
los vectores u y v de V y todos los escalares c se cumple que 


a) T(u + yv) = T(u) + 7(v) 
b) T(cu) = cT(u) 


En el caso especial donde V = W, la transformación lineal 7:V = V se denomina 
operador lineal sobre V. 
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EJEMPLOS DE 
TRANSFORMA- 


CIONES 
LINEALES 


Figura 1 


Estas propiedades se usarán como punto de partida para el estudio de las transfor- 
maciones lineales generales. 


Ejemplo 1 Debido a que la definición anterior de transformación lineal se basa en el 
teorema 4.3.2, las transformaciones lineales de R” a R”, según se definieron en la sec- 
ción 4.2, también son transformaciones lineales bajo esta definición más general. A las 
transformaciones lineales de R” a R” se les llamará transformaciones matriciales, ya 
que se pueden efectuar por medio de multiplicación de matrices. Á 


Ejemplo 2 Sean ' y W dos espacios vectoriales cualesquiera. El mapeo 7:V => W 
tal que 7(v) = 0 para todo y en Y es una transformación lineal denominada trans- 
formación cero. Para darse cuenta que 7' es lineal, obsérvese que 


Ffu+v)=0, 7T(u)=0, T(vy=0, y  T(ku)=0 
Por consiguiente, 
Tu + v)= T(u) + 7T(v) y T(ku)=T(w A 


Ejemplo 3 Sea ! cualquier espacio vectorial. El mapeo /:Y > Y definido por /(v) 
= y se llama operador identidad sobre Y. La comprobación de que / es lineal se 
deja como ejercicio. A 


Ejemplo 4 Sea Y cualquier espacio vectorial y k cualquier escalar fijo. Se deja 
como ejercicio comprobar que la función 7:Y' > 1 definida por 


T(v) = kv 


es un operador lineal sobre l”. Este operador lineal se conoce como dilatación de 
con factor k si k > 1, y como contracción de Y con factor k si 0 <k < l 
Geométricamente, la dilatación "estira" a cada vector de !” por un factor k. y la 
contracción de l "comprime" a cada vector de Y por un factor k (figura 1). A 
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Ejemplo 5 En la sección 6.4 se definió la proyección ortogonal de R” sobre un 
subespacio W. [Véase la fórmula (6) y la definición precedente a ésta en dicha sec- 
ción.] Las proyecciones ortogonales también se pueden definir en espacios 
generales con producto interior como sigue: Supóngase que W es un subespacio de 
dimensión finita de un espacio Y con producto interior; entonces la proyección 
ortogonal de V sobre W es la transformación definida por 


T(v) = proy yy Y 
(figura 2). Por el teorema 6.3.5 se deduce que si 
S=(W,, W>,..., W,) 
es cualquier base ortonormal para W, entonces 7(v) está definido por la fórmula 


T(V) = proy ¡y Y = LV, W¡)W¡ + (V, W>)W> +00 + (lv, w,)w, 






T(0) = proyy y 


Figura 2 Proyección ortogonal de Y sobre W. 


La demostración de que 7 es una transformación lineal es consecuencia de las 
propiedades del producto interior. Por ejemplo, 


T(U + V)=(0 +, W¡)W, + (UH V, WWW +20 + (UH V, Ww,)w, 
= (U, W¡)W, + (U, W>)W +0: + (U, W,)w.. 
FLV) WWW, + (V, W>)Ww> + 200 + (Lv, w_)w, 
= T(u) + T(v) 


De manera semejante, 7(ku) =kT(w. A 


Ejemplo 6 Como un caso especial del ejemplo anterior, sea Y = R3 con el 
producto interior euclidiano. Los vectores w, = (1, 0, 0) y w, = (0, 1, 0) forman 
una base ortonormal del plano xy. Por tanto, si v = (x, y, z) es cualquier vector en 
R3, entonces la proyección ortogonal de R? sobre el plano xy está dada por 


T(V) = (v, W,)W, + Cv, W>)Ww) 
= x(1, 0, 0) + y(0, 1, 0) 
= (1%, y, 0) 
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(Véase la figura 3.) A 







(x. y, 2) 
¡ 


| 
| y 
| 


A ——— 


| 
y 


(x, y, 0) 


Figura 3 | Proyección ortogonal de R? sobre el plano xy. 


Ejemplo 7 Sea S = (W,, W», . . . , W,j una base de un espacio vectorial Y de 
dimensión », y sea 


(v)s — (K,, k>, E K,,) 
el vector de coordenadas con respecto a $ de un vector v en /, así 
V= kw, + Kk3W> +: na + k,w,, 


Se define 7:14" > R” como la función que mapea y en su vector de coordenadas con 
respecto a $; es decir, 


T(v) =(W)s = (ki, ka, ko) 


A 


La función 7 es una transformación lineal. Para darse cuenta de que así es, supón- 
gase que u y y son vectores en Y y que 


U=C¡W¡, + C)W>+:coco>+7C,W, y V=d W, + dW> +: +d,W, 
Asi, 
(u)s =S (Cr, Ca. ..> E) 
(W)s = (dd, ...,d,) 
Pero 


ku = (kc,)w, + (kc,)w> ++: +(kc,,)w,, 
de modo que 
(U + v)=([C,+d,,07+da,....,C, +d,) 
(ku) = (kc,, KC>,..., kC,) 
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Por consiguiente, 
(u + v), = (u)s + (v)s y (ku)s = k(u)s 

Al expresar estas ecuaciones en términos de 7, se obtiene 

T(u + v) = T(u) + T(v) y T(ku) = kT(u) 
lo cual demuestra que 7'es una transformación lineal. Á 
OBSERVACIÓN. Los cálculos del ejemplo anterior también se pudieron haber 
realizado usando matrices de coordenadas en lugar de vectores de coordenadas; es 
decir, 


[u + v]s=[u]s + [v]s 


[ku]s= k[u]s 


Ejemplo 3 Sea p = p(x) = Cc, + cx ++: >> +c,x” un polinomio en P,,, y T:P,, > 
P,,+1 la función definida por 


T(P) = T(pOD) =xp0)=c9x+ ax occ +ej rt! 


La función 7 es una transformación lineal, ya que para cualquier escalar k y 
polinomios cualesquiera p, y p, en P,, se tiene 


T(p, + p2) = T(p 00 + p200) = x(p 00) + pa(0)) 
= xpy(x) + xpax) = T(p,) + T(p,) 


TKkp) = T(k«p()) = x(kp()) = xp) =kT(p) A 


Ejemplo 9 Sea p = p(x) = e, + cx +: >: +c,x” un polinomio en P,, y sean a y b 
escalares cualesquiera. Se deja como ejercicio demostrar que la función 7 definida 
por 


T(p) = T(pQ)) =plax+b)=cy¿+c (ax+b)+:::+e, (ax + by 


es un operador lineal. Por ejemplo. si ax + b=3x — 5, entonces 7 ¿P, > P, sería el 
operador lineal definido por la fórmula 
TlCp + ex + 0,1?) = Cota 5)+c(B3x- SY A 
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Ejemplo 10 Sea V un espacio con producto interior y sea v¿ cualquier vector fijo 
en V. Sea 7:V' > R la transformación que mapea un vector v en su producto 
interior con v,; es decir, 


T(V) = (y, Vo) 
Por las propiedades de producto interior, 


T(u + v) =(u + y, Vo) = (4, Vo) + (Y, Vo) = T(u) + 7(v) 


ve 


Tíku) = (ku, vo) = ku, vo) = kT(u) 


de modo que 7 es una transformación lineal. Á 


Ejemplo 11 (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sea V = C((—ow, 0) el 
espacio vectorial de funciones con primeras derivadas continuas sobre (— oo, 0), y 
sea W = F(— 0, 0) el espacio vectorial de todas las funciones con valores reales 
definidas sobre (— oo, 00). Sea D:V' => W la transformación que mapea una función 
f = Ax) en su derivada; es decir, 


DD=JF0) 
Por las propiedades de derivación se tiene que 


D(t+ g) = DIS) + D(g) 


D(Kkf) = kD(f) 


Así. D es una transformación lineal. A 


Ejemplo 12 (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sea V= C(— 0, 0) el espa- 
cio vectorial de funciones continuas sobre (— 00, 00), y sea W = Cl(—oo, 00) el es- 
pacio vectorial de funciones con primeras derivadas continuas sobre (— oo, 0). Sea 
JV => W la transformación que mapea f = f(x) en la integral 


[ra 


Por ejemplo, si f = x? entonces 


3 


no =| Pda 
0 3 





Por las propiedades de la integración se tiene que 


PROPIEDADES 
DE LAS 
TRANSFORMA- 
CIONES 
LINEALES 
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NA g) = / (50 + g(1)) dt= | f0) d+ / 2() dt=J0) +40) 


X 


ft dt=c | AO) dt=cJ(f) 


0 


Ncf) = Ñ 


0 


de modo que J es una transformación lineal. Á 


Ejemplo 13 Sea 7:M,,, => R la transformación que mapea una matriz n X n en 
su determinante; es decir 


T(A) = det(4) 


Esta transformación no satisface ninguna de las propiedades necesarias para ser 
una transformación lineal. Así, en el ejemplo 1 de la sección 2.3 se vio que 


det(4, + 4,) 4 det(4,) + det(4,) 
en general. Además, det(cA) = c”det(4), de modo que 
det(cA) 4 cdet(4) 


en general. Por tanto, 7 no es una transformación lineal. A 


Si T:V => W es una transformación lineal, entonces para vectores cualesquiera v, y 
v, en Y y escalares cualesquiera c, y c, se tiene que 


Tcyv; + C2v2)= Tle¡v,) + Mczv?) = cv) + c,1(v>) 


y de manera más general, si Vi» Ya» - - + > Y, SON vectores en Y y C,, C,, ... , Cy SON 
escalares, entonces 


Mciv, ES CY) A y CV y) 7 c1(v,) an c,I(v,) qe os ++ CI (v,,) (1) 


La fórmula (1) algunas veces se describe diciendo que las transformaciones 
lineales conservan las combinaciones lineales. 

En el siguiente teorema se enumeran tres propiedades básicas comunes a 
todas las transformaciones lineales. 


Teorema 8.1.1. Si T:.V > W es una transformación lineal, entonces 


a) T(0)=0 
by Tí— v) = —T(v) para todo yv en V. 
c) T(v — w) = T(v) — T(w) para todo v y w en V. 
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Demostración. — Sea v cualquier vector en Y. Como Ov = 0, se tiene 
T(0) = T(Ov) = 07(v) =0 
lo cual demuestra el inciso a). También, 
HAVANA DANA AY) 
lo cual demuestra el inciso b). Finalmente, y — w = v + (— 1)w,; así 


T(v — w) = T(v + (— 1)w) 
= Mv) + (— 1)7(w) 
= Tv) — T(w) 


lo cual demuestra el inciso c). [|] 


En palabras, el inciso a) del teorema anterior establece que una transforma- 
ción lineal mapea 0 en 0. Esta propiedad es útil para identificar transformaciones 
que no son lineales. Por ejemplo, si x, es un vector fijo diferente de cero en R? 
entonces la transformación 


T(x) =X +Xo 
tiene el efecto geométrico de trasladar cada punto x en una dirección paralela a x, 


por una distancia ||x,[| (figura 4). Esta no es una transformación lineal, ya que 7(0) 
= Xx, de modo que 7 no mapea Ú en 0. 





Figura 4 T(x) = x + x, traslada cada punto x a lo largo 
de una recta paralela a x¿ una distancia ||x,]]. 


DETERMINA- 
CIÓN DE 
TRANSFORMA- 
CIONES 
LINEALES A 
PARTIR DE LAS 
IMÁGENES DE 
LOS VECTORES 
BÁSICOS 
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El teorema 4.3.3 demuestra que si 7 es una transformación matricial, entonces es 
posible obtener la matriz estándar de 7 a partir de las imágenes de los vectores 
estándar básicos. Mencionado de otra manera, una transformación matricial está 
completamente determinada por las imágenes de los vectores estándar básicos. 
Este es un caso especial de un resultado más general: Si 7:V' > W es una trans- 
formación lineal, y si (v,, V», . . . , Vy) es cualquier base de Y, entonces la imagen 
T(v) de cualquier vector v en Y se puede calcular con las imágenes 


T(v¡), Tív>),..., T(v,,) 


de los vectores básicos. Esto se hace al expresar primero a v como una combina- 
ción lineal de los vectores básicos, por ejemplo, 


VECINOS ECON 
y luego usar la fórmula (1) para escribir 
Mw) =c Tv ) + co Tv) +: +0, T(v,) 


Expresado en palabras, una transformación lineal está completamente determi- 
nada por las imágenes de vectores básicos cualesquiera. 


Ejemplo 14 Considerar la base S= (v,, v,, vz) para R?, donde v, = (1, 1, 1), v, 
= (1, 1, 0), vz =( 1, 0, 0); y sea 7:R? > R? la transformación lineal tal que 


T(v,) > (1, 0), T(v>) == (2, ES yA T(v;) E (4, 3) 


Obtener una fórmula para T(x,, X,, Xx3); luego, usar esta fórmula para calcular 7(2, 
—3, 5). 


Solución. Primero, x = (X¡, Xx), Xx3) se expresa como una combinación lineal de Y 
= (1, 1, D, v, = (1, 1, 0) y v, = (1, 0, 0). Si se escribe 


(x1, 2,3) =0€,(1, 1, 1) +cx(l, 1,0) +cx(1, 0, 0) 
entonces la igualación de las componentes correspondientes produce 


C¡ FCT CR Xy 
E 0% = X, 


Cy = Xj 
con lo cual da c, = Xy, €, FX — Xz, C, = X, — x,, de modo que 


(1, X2,X3) =X3(1, 1, 1) + (60 — xd, 1, 0) + (x, —x2)(1, 0, 0) 


== X3V 1 a (x> a Xz JY> + (x; ix X> vz 
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Por tanto. 


(Xp, X2,X3) =x31 (W,) + (0) — x3)7(v,) + (a, — x>)T(v5) 
X3(1, 0) + (2 — 13), — 1) + (2, — 1,4, 3) 
(4x, — 2x, —X3, 3x, — 4x,+x3) 


Jl 


l 


A partir de esta fórmula se obtiene 


TQ, -3,5)=(9,23) A 


COMPOSICIONES En la sección 4.2 se definió la composición de transformaciones matriciales. La 


DE TRANSFOR- 
MACIONES 
LINEALES 


Figura 5 


siguiente definición amplía el concepto a transformaciones lineales generales. 


| Definición. Si 7,:U > V y T,V > W son transformaciones lineales, la com- 
posición de TP, con T, denotada por 7, > T, (que se lee como "7, seguida de 
1,"), es la función definida por la fórmula 


(2270) = 7,(7,(u) (2) 


í' donde u es un vector en U/. 





OBSERVACIÓN. — Nótese que esta definición requiere que el dominio de 7, (el cual 
es Y) contenga al recorrido de 7,: este hecho es esencial para que la expresión 
£,(F, (u)) tenga sentido (figura 5). El lector debe comparar (2) con la fórmula (18) 
de la sección 4.2. 








Composición de 7, con 7. 


El siguiente resultado muestra que la composición de dos transformaciones 
lineales es una iransformación lineal. 


Teorema 8,1.2, 5; 7,:U > Y y 7, > W son transformaciones lineales, en- 


tonces (T, * T¡):U => W también es una transformación lineal. 





Demostración. Situ y v son vectores en U y c es un escalar, entonces por (2) y la 
linealidad de 7, y 7, se deduce que 
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(T, e Tu + v) = TAT,(u + v)) = TXT, (u) + 7,(v)) 
= TT, (u)) + TAT (y) 
= (7, e T, Ma) + (7, e 7, Mv) 


(T, e T,Kcu) = T(7,(cu)) = T(cT,(u)) 
= CTA(T,(u)) = c(T, > 7, Mu) 


Así, T, > T, satisface los dos requisitos de una transformación lineal. (] 


Ejemplo 15 Sean 7,:P, > P, y TP, > P, las transformaciones lineales 
definidas por las fórmulas 


T¡(p(x)) = xp(x) y TA p(x)) =pQx + 4) 
Entonces la composición (7, * 7,):P, > P, está definida por la fórmula 
(7, e TP CO) = TAT (PEO) = TARPEO) = Qx + 4)p(Qx + 4) 


En particular, si p(x) = Cc + c,x, entonces 
(TP, e TIPO) = (7) 9 T, Mc, + cx) = (2x + 4)Mcy + Cc (2x + 4)) 
=C0Qx+4)+0c/Qx+4Y A 
Ejemplo 16 Si 7:V => V es cualquier operador lineal y si 1. Y > V es el operador 


identidad (ejemplo 3), entonces para todos los vectores v en V se tiene 


(To IM«v) = TU(Y)) = T(v) 
PTY) = ICA) = EY) 


En consecuencia, 7 pa Jefo T, son iguales a 7”, es decir, 


(3) 





Esta sección concluye haciendo notar que las composiciones se pueden 
definir para más de dos transformaciones lineales. Por ejemplo, si 


Hi D:V—WwW, y 13: W=>Y 


son transformaciones lineales, entonces la composición 7, * 7, + T, se define 
como 


(7 e TT, Ju) = 7 (TT, (u))) (4) 
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1, 0 To Paita) 


Figura 6 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 8.1 


1. Con la definición de operador lineal proporcionada en esta sección, demostrar que la 


función T:R? > R? definida por la fórmula 7 (X,, X,) = (x, + 2x,, 3x, — x,) es un ope- 
rador lineal. 


. Por medio de la definición de transformación lineal que se dio en esta sección, de- 


mostrar que la función 7:R? + R? expresada por la fórmula 7 (X¡. 5) (Ur, + 2, + 


2 
Xz, x, — 4x,) es una transformación lineal. 


En los ejercicios del 3 al 10, determinar si la función es una transformación lineal. Jus- 
tificar las respuestas. 


3. T:V => R, donde Y es un espacio con producto interior y 7(u) = |Ju]|. 


10. 


TM, >M 


. T:R? => R”, donde y, es un vector fijo en Ry T(u) =u x Vo: 


23 donde B es una matriz fija 2 Xx 3 y T(4) = AB. 


. TM), > E, donde 7(4) = tr(4). 


. TM, >M,, donde FA) =4?. 


nn? 


. TM, > R, donde 


a) r([: » |) +30 brea b) r((: ADEZ 


TP, > Pa, donde 


a) Tía, + ax + azx?) = ay + ay (x + 1) + ar(x + 1y 

b) Tía, + ax + azx?) = (a) + 1) + (a, + 1)x + (a, + Da? 
TF, 0) >F(—0, 0), donde 

a) TÍ) =1 +0) b) T(F0)) = Mx + 1) 





11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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Demostrar que la función 7 en el ejemplo 9 es un operador lineal. 


Considérese la base $ = (v,, y, para R? donde MEA Ln Y) (1, 0), y sea TR? > 
R? el operador lineal tal que 
T(v,)= (1, —2) y Mv,) = (+4, 1) 


Obtener una fórmula para 7(x,, x,) y usarla para encontrar T(5, —3). 


Considérese la base $ = (v,, v,j para R?, donde v, = (-2, 1) y y, = (1, 3), y sea T:R? 
> R? la transformación lineal tal que 


T(v,) = (— 1, 2, 0) y T(v,) =(0, — 3, 5) 
Encontrar una fórmula para T(x,, x,) y usarla para calcular T(2, —3). 


Considérese la base S = (y,, v,, Y¿j para R?, donde O II 
(1, 0, 0) y sea T:R3 > R* el operador lineal tal que 


Mv.) =(G, -1,4), TMv,) = (3, 0, 1), T(v3) =(—1,5, 1) 
Obtener una fórmula para Tx, X»> x3) y usarla para calcular 7(2, 4, —1). 


Considérese la base S = (y,, v,, v¿) para R*, donde y, =(1,2,1)),v,=(2,9,0) y v,= 
(3, 3, 4) y sea T.R? > R? la transformación lineal tal que 


T(v,) = (1, 0), Mv) = (1, 1), T(v3) = (0, 1) 
hallar una fórmula para 7(x,, x,, x,) y usarla para evaluar 7(7, 13, 7). 


Sean v,, V, y Y, vectores en un espacio vectorial V y T:.V > R? una transformación 


lineal para la que 
Tv)=(0,-1,2)  T(v,)=(0,3,2)  T(w)=(-=3,1,2) 
Encontrar T(2v, — 3v, + 4v,). 


Calcular el dominio y el codominio de T, “7, y encontrar (7. 2 * TM, y). 

a) T¡(%, y) = (Qx, 3y), Ta, y) = (A — y, x + y) 

b) T,(x, y) = (x — 3y, 0), Ta(x, y) = (4x — Sy, 3x — 6y) 

0) 7%, y) = (Qx, —3y,x + y), Tao, y, 2) = (2 — y, y +2) 

d) TA, y) = (— y, y +2,x 2), Tax, y, 2) = (0, x + y +2) 

Obtener el dominio y el codominio de F, e T, * T,, y hallar (7, * T, 9 T, Xx, y, 2). 


a) TG, y) ad (-2y, 3x, XxX — 2y), Tax, y, z) = 0, Z, x), Ty(x, y, z) E (x E Z,y > z) 
D) T(% y) =(2+ y, y, —x), Tolx, y, 2) =(0,x + y +2, 3y), 
Ty(x, y, 2) = Bx + 2y, 42 — x-— 3p) 


Sean 7,M,, >R y TM), > M,, las transformaciones lineales definidas por 7 ¡(4) = 
tr(A) y TA) = 4. 
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20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


23: 


26. 


27. 


28. 


d 
b) ¿Puede el lector obtener (7,, * 7, (4)? Explicar la respuesta. 


b 
a) Encontrar (7, * T,X4), donde A = b | 


Sean TP, >P, y T,P, > P, los operadores lineales definidos por 7, (p(x)) = p(x 
— 1) y pts) = pe + 1). Encontrar (T, * T,Xp(0)) y (T, * T,XpGo)) 


Sea TV = V la dilatación 7, (v) = 4v. Encontrar un operador lineal 7, > Y tal que 
AIN ISLA 


Suponer que las transformaciones lineales 7, :P, > P, y TP, => P, están definidas por las 
fórmulas 7, (pGe)) = p(x+ 1) y T(pGo) = xp(x). Encontrar (T, * T, (a, + a x+ ax) 


Sea q,¿(x) un polinomio fijo de grado m, y la función 7 con dominio P_ definida por la 


fórmula T(p(x)) = p(9,¿60)). 
a) Demostrar que 7 es una transformación lineal. b) ¿Cuál es el codominio de 7? 


Con la definición de 7, * 7, * 7, dada por la fórmula (4), demostrar que 
a) T,+ T,9T, es una transtormación lineal. 

II LEE 

AS E E CES, 


Sea T:R? > R? la proyección ortogonal de R* sobre el plano xy. Demostrar que To T'=7T. 


a) Sean 7:V > W una transformación lineal y k un escalar. La función (A7):V > W se 
define como (Dv) = K(T(v)). Demostrar que kT' es una transformación lineal. 
b) Encontrar (3DAx,, x,) sí 7 'R? > R? está expresada por la fórmula 7 Ma) 


(2x, — x,,x, +x,) 


a) Sean TV > W y T,V > W transformaciones lineales. Las funciones (7, + T,)V > 
Wy(T, — T,)V => W se definen como 
(7, + 714) = T,(v) + TA) 
(T, — T¿Kv) = T, (vw) — TA) 
Demostrar que 7, + 7, y 1, — T, son transformaciones lineales. 
b) Encontrar (7, + Tx, y) y (7, — TE, y) si TR” > R? y T,¿R? > R” están 
definidas por las fórmulas 7, (x, y) = Qy, 3x) y T,—x, y) = 0», x). 


a) Demostrar que si a,, a,, b, y b, son escalares cualesquiera, entonces la fórmula 
F(x, y) = (ax + b,y, a7x + b,y) 


define un operador lineal sobre R”. 
b) ¿La fórmula F(x, y) = (a E by? ax + by”) define un operador lineal sobre R?? 
Explicar la respuesta. 


29. (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sean 


DDO=$4) y HE) = / Hn dt 
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las transformaciones lineales de los ejemplos 11 y 12. Encontrar (Y + DX5) para 


a) fo) =x*+3x +2 b) f(x) = sen x c) fíx) = x 


30. Sea [v,, v, - - 


. , v,) una base de un espacio vectorial V y sea T:V > W una transforma- 


ción lineal. Demostrar que si T(v,) = T(v,) =:* * = T(v,) = 0, entonces T es la transfor- 


mación cero. 


31. Sea (v,, v,, * * * > y, una base de un espacio vectorial V y sea T:Y > V un operador 
lineal. Demostrar que si 7(v,) = v,, T(v,) = Y, ---> T(v,) = y,» entonces T' es la 
transformación identidad sobre Y. 





8.2 NÚCLEO Y RECORRIDO 





NÚCLEO Y 
RECORRIDO 


En esta sección se ampliarán algunas propiedades básicas de las transformacio- 
nes lineales que generalizan propiedades, ya obtenidas en el texto, de las trans- 
formaciones matriciales, 





Recuérdese que si 4 es una matriz m X n, entonces el espacio nulo de A consta de 
todos los vectores x en R” tales que 4x = 0 y, por el teorema 5.5.1, el espacio 
columna de A consiste en todos los vectores b en R” para los cuales existe por lo 
menos un vector x en AR” tal que 4x = b. Desde el punto de vista de las trans- 
formaciones matriciales, el espacio nulo de 4 consta de todos los vectores x en R” 
que la multiplicación por 4 aplica o mapea en 0, y el espacio columna consta de 
todos los vectores en R” que son imágenes de por lo menos un vector en R” bajo la 
multiplicación por A. La siguiente definición amplía estas ideas a transformacio- 
nes lineales generales. 


Definición. Si 7:V > VW es una transformación lineal, entonces el conjunto de 
vectores en Y que 7' mapea o transforma en 0 se denomina núcleo (kernel o 


espacio nulo) de 7, y se denota por ker(7). El conjunto de todos los vectores en 
W que son imágenes bajo 7 de por lo menos un vector en Y se denomina 
recorrido de T y se denota por R(7). 





Ejemplo 1 Si 7,:R” > R” es la multiplicación por la matriz 4 m X n, entonces 
por el análisis que precede a la definición anterior, el núcleo de 7, es el espacio 
nulo de A y el recorrido de 7, es el espacio columna de 4. A 


Ejemplo 2 Sea 7:V > W la transformación cero (ejemplo 2 de la sección 8.1). 
Como T mapea todo vector de Y en 0, se concluye que ker(7) = V. Además, como 
0 es la única imagen bajo 7 de los vectores en V, se tiene que R(T) =£03). A 


Ejemplo 3 Sea 1:Y > V el operador identidad (ejemplo 3 de la sección 8.1). Como 
H(v) = v para todos los vectores de V, todo vector en V es la imagen de algún vector 
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Figura 1 


Figura 2 


(a saber, él mismo); así, R() = V. Como el único vector que Y mapea en 0 es 0, se 
concluye que ker(H) =Í03. A 


Ejemplo 4 Sea 7:R? > R* la proyección ortogonal sobre el plano xy. El núcleo de 
T' es el conjunto de puntos que 7 transforma en 0 = (0, 0, 0); se trata de los puntos 
sobre el eje z (figura la). Como 7 mapea todo punto de R? en el plano xy, el 
recorrido de 7 debe ser algún subconjunto de este plano. Pero todo punto (x,¿, yy, 0) 
en el plano xy es la imagen bajo 7 de algún punto; de hecho, es la imagen de todos 
los puntos sobre la recta vertical que pasa por (%p, yg, 0) (figura 15). Por tanto, 
R() es todo el plano xy. A 


/ 
> (0,0.2) 


y7 
y 
A 


(0, 0, 0) 





a) 





¡R( T) es todo el plano xy. 





Ker( D es el eje z. 





Ejemplo 5 Sea 7:R? > R? el operador lineal que hace girar a todo vector en el 
plano xy por un ángulo 6 (figura 2). Como fodo vector en el plano xy se puede 
obtener al girar algún vector por un ángulo 0 (¿por qué?), se tiene que R(7) = R?. 
Además, el único vector que gira en 0 es 0, de modo que ker(7) = (03. A 





Ejemplo 6 (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sea V= Cl(—oo, 00) el espacio 
vectorial de funciones con primeras derivadas continuas sobre (— oo, 00), sea W = 
F(— 0, 00) el espacio vectorial de las funciones con valores reales definidas 
sobre (— o, 0) y sea D:V W la transformación derivación D(f) = f0c). El núcleo 
de D es el conjunto de funciones en V cuya derivada es cero. Por Cálculo, se trata 
del conjunto de funciones constantes sobre (— o, wm). A 


PROPIEDADES 
DEL NÚCLEO 
Y DEL 
RECORRIDO 


RANGO Y 
NULIDAD DE LAS 
TRANSFORMA- 
CIONES 
LINEALES 
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En todos los ejemplos anteriores, ker(7) y R(T) resultaron ser subespacios. En los 
ejemplos 2, 3 y 5 fueron el subespacio cero o todo el espacio vectorial. En el 
ejemplo 4 el núcleo era una recta que pasa por el origen y el recorrido era un 
plano que pasa por el origen; ambos son subespacios de R3._ Nada de lo anterior es 
fortuito; es una consecuencia del siguiente resultado general. 


Teorema 8.2.1. Si T:V > W es una transformación lineal, entonces: 


a) El núcleo de T es un subespacio de V. 
b) El recorrido de T es un subespacio de W. 





Demostración de a). Para demostrar que ker(7) es un subespacio se debe probar 
que contiene por lo menos a un vector y es cerrado bajo la adición y la 
multiplicación escalar. Por el inciso a) del teorema 8.1.1, el vector O está en 
ker(7), de modo que este conjunto contiene por lo menos un vector. Sean v, y v, 
vectores en ker(7) y sea k cualquier escalar. Entonces 


T(v, + v,) = T(v,) + T(v,)=0+0=0 
de modo que y, + v, está en ker(7). También, 
T(kv )=kT(v)=*0=0 
de modo que kv, está en ker(7). 


Demostración de b). Como 7(0) = 0, existe por lo menos un vector en R(7). Sean 
W, y w, vectores en el recorrido de 7' y k cualquier escalar. Para demostrar esta 
parte es necesario probar que w, + w, y kw, están en el recorrido de 7; es decir, se 
deben encontrar vectores a y b en V tales que 7(a) = w, + w, y 7(b) = kw, 

Como w; y w, están en el recorrido de 7, en Y existen vectores a, y a, tales 
que 7(a,) = w, y 7(a,) = w,. Sean a= a, +a, y b=ka,. Entonces 


T(a) = T(a, + a,)= T(a,) + T(a,) = w, + w, 


T(b) = T(ka,) = kT(a,) = kw, 


con lo cual se completa la demostración. Ú 


En la sección 5.6, el rango de una matriz se definió como la dimensión de su espacio 
columna (o renglón) y la nulidad como la dimensión de su espacin nulo. La siguiente 
definición extiende estas definiciones a transformaciones lineales generales. 











Definición. Si 7:Y > W es una transformación lineal, entonces la dimensión del 
recorrido de 7 se llama rango de T y se denota por rango (7); la dimensión 
del núcleo se denomina nulidad de T y se denota por nulidad (7). 
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TEOREMA DE 
LA DIMENSIÓN 
DE LAS 
TRANSFORMA- 
CIONES 
LINEALES 


SIA es una matriz m X n y T¿¿R” => R” es la multiplicación por A, entonces 
por el ejemplo 1 se sabe que ker(7) de 7', es el espacio nulo. de 4 y que el recorri- 
do de 7, es el espacio columna de 4. Por tanto, se tiene la siguiente relación entre 
el rango y la nulidad de una matriz y el rango y la nulidad de la transformación 
matricial correspondiente. 


| Teorema 8.2.2. Si 4 es una matriz m X n y T¿:R” => R” es la multiplicación 
por A, entonces: 


a) Nulidad (T 1) = Nulidad (A). 
bj) Rango (T 4) = Rango (4). 





Ejemplo 7 Sea 7¿:R* => R* la multiplicación por 


=] 2 0 4 S 
a 2 0 l 

A= 
ZE 2 al 6 l 
4 —9 e —4 y 


Encontrar el rango y la nulidad de 7, . 


Solución. En el ejemplo 1 de la sección 5.6 se demostró que rango (4) = 2 y 
nulidad (4) = 4. Así, por el teorema 8.2.2 se tiene rango (7'¿) = 2 y nulidad (4) = 
4. A 


Ejemplo 8 Sea T:R3 > R* la proyección ortogonal sobre el plano xy. Por el 
ejemplo 4, el núcleo de 7' es el eje z, que es unidimensional, y el recorrido de 7' es 
el plano xy, que es bidimensional. Por lo tanto, 


nulidad (1) =1 y rango (M)=2 A 


Recuérdese por el teorema de la dimensión para matrices (teorema 5.6.3) que si 4 
es una matriz con » columnas, entonces 


rango (4) + nulidad (4) = n 


El siguiente teorema, cuya demostración se pospone hasta el final de la sección, 
extiende este resultado a transformaciones lineales generales. 


Teorema 8.2.3. (Teorema de la dimensión para transformaciones lineales). Si 
TV => W es una transformación lineal de un espacio vectorial V de dimensión 


n aun espacio vectorial W, entonces 


rango(T) + nulidad(T) = n (1) 
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Expresado en palabras, este teorema establece que para transformaciones lineales 
la suma del rango y la nulidad es igual a la dimensión del dominio. 


OBSERVACIÓN. — Si 4 es una matriz m X n y T/¿¿R” > R” es la multiplicación por 
A, entonces el dominio de 7, es de dimensión n, de modo que en este caso el 
teorema 8.2.3 concuerda con el teorema 5.6.3. 


Ejemplo 9 Sea 7:R? > R? el operador lineal que hace girar a cada vector del 
plano xy por un ángulo 6. En el ejemplo 5 se demostró que ker(7) = (0; y que 
R(T) =R?. Así, 


rango (7) + nulidad (7) =0+2=2 
lo cual concuerda con el hecho de que el dominio de 7 es bidimensional. Á 
DEMOSTRACIÓN ADICIONAL 
Demostración del teorema 8.2.3. Se debe demostrar que 
dim(R(D)) + dim(ker(7)) = n 


La demostración se proporcionará para el caso en que 1 < dim(ker(7)) < n. Los 
casos dim(ker(7)) = 0 y dim(ker(7)) = n se dejan como ejercicios. Supóngase que 


dim(ker(7)) = r, y sea v,, .. ., v, una base para el núcleo. Como (¿v,, ..., v,) €s 
linealmente independiente, el teorema 5.4.6b establece que existen n — r vectores, 
Vr+p> > >>> Vp tales que (v,, ..., Y, Vyy] - > > Y,yy es una base de /. Para completar la 


demostración, se probará que los n — r vectores en el conjunto S = (T(w,,1),.... 
T(v,,) + forman una base para el recorrido de 7. Entonces se concluirá que 


dim(R(T)) + dim(ker(T) =(1—P+r=n 


Primero se demostrará que $ genera el recorrido de 7”. Si b es cualquier vector en 
el recorrido de 7, entonces b = 7(v) para algún vector v en Y. Como AS 
Vr+i> - - - > V,+ es una base para /, entonces el vector v se puede escribir como 


r> 


SC ES ATEN Aa Vi tr AE 


n nr 


En virtud de que v,,..., v, están en el núcleo de 7, se tiene AV) == HS 
0, de modo que 


b= TV) = Cr TV, + 1) PA Ca T(V,,) 
Asi, $ genera el recorrido de 7. 


Por último, se demostrará que S es un conjunto linealmente independiente y 
que, en consecuencia, forma una base para el recorrido de 7. Supóngase que algu- 
na combinación lineal de los vectores en S es cero; es decir, 
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A O de ES +Kk,T(v,)=0 (2) 


Se debe demostrar que k,,, =* +: =k,,= 0. Como T es lineal, (2) se puede escribir 
de nuevo como 


TUAW r+s dd Kn V) > 0 


lo cual establece que k,,,v,,¡ +: + K,v, está en el núcleo de 7. Por con- 
siguiente, este vector se puede escribir como una combinación lineal de los 
vectores básicos (v,...., v,y, por ejemplo, 


E, PE + Ek, = KV, PEN 
Asi, 
KV ER A A A EE ES A 
Como (Vi > 0 o, v,s €s linealmente independiente, todas las k son cero; en 
particular, k,,, =* +: =k,,=0, con lo que se completa la demostración. [] 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 8.2 


1. Sea T:R? > R” el operador lineal definido por la expresión 


Tx, yv) = (Qx— y, -8x + 4p) 


¿Cuáles de los siguientes vectores están en R(Ty? 
b)(3,0).  c) (3, 12). 


a) (1, -4). 


2. Sea T:R? > R* el operador lineal del ejercicio 1. ¿Cuáles de los siguientes vectores 
están en ker(7)? 
Dr(S.2) “€ (L, 1) 


a) (5, 10). 


3. Sea T:R? > R? la transformación lineal definida por la expresión 


Mx... a, Az» La) 0 (4x, =P X> == 2x; — 3x3 2x, He XA2 =P Xx as 4Xa» ÓX; pps 9x; + 9x4) 


¿Cuáles de los siguientes vectores están en R(T)y? 
DI(LIOL  cEf1(2,4,1) 


a) (0, 0, 6). 


4. Sea T:R* > R? la transformación lineal del ejercicio 3. ¿Cuáles de los siguientes vec- 


tores están en ker(7)? 


a) (3, —8,2, 0). 


b) (0,0,0,1)..  c) (0,-4,1,0) 


5. Sea T:P, > P, la transformación lineal definida por 7(p(x)) = xp(x). ¿Cuáles de los 
siguientes vectores están en ker(7)? 


a) 1. 


b) 0. 


CF UE 
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6. Sea T:P, > P, la transformación lineal del ejercicio 5. ¿Cuáles de los siguientes 


vectores están en R(T)? 
a) x+xó b)l+x  c3-x. 


7. Encontrar una base para el núcleo 
a) del operador lineal del ejercicio 1. 
b) de la transformación lineal del ejercicio 3. 
c) de la transformación lineal del ejercicio 5. 


8. Encontrar una base para el recorrido 
a) del operador lineal el ejercicio 1. b) de la transformación lineal del ejercicio 3, 
c) de la transformación lineal del ejercicio $5. 


9. Comprobar la fórmula (1) del teorema de la dimensión para 
a) el operador lineal del ejercicio 1. b) la transformación lineal del ejercicio 3. 
c) la transformación lineal del ejercicio $5. 


En los ejercicios del 10 al 13, sea T la multiplicación por la matriz 4. Encontrar 
a) una base para el recorrido de Y.  b) una base para el núcleo de 7. 


c) 1 rango y la nulidad de 7. d) el rango y la nulidad de A. 
il —]1 3 2 ql 
10. 4=45 6 -4 11. 4=/4 O. =2 
7 4 2 0 0 0 


Le LS 2 0 
hi daa a E E 


14. Describir el recorrido y el espacio nulo de la proyección ortogonal sobre 
a) el plano xz. 
b) el plano yz. 
c) el plano cuya ecuación es y = x. 


15. Sea Y cualquier espacio vectorial y sea 7:V > V definida por T(v) = 3v. 
a) ¿Cuál es el núcleo de T?  b) ¿Cuál es el recorrido de 7? 


16. En cada inciso, usando la información proporcionada para obtener la nulidad de 7. 
a) T:R? > R” tiene rango 3. b) T:P, > P, tiene rango 1. 
c) El recorrido de T:R*>R*es Rd) T M,, > M,, tiene rango 3. 


17. Sea A una matriz 7 X 6 tal que Ax = 0 sólo tiene la solución trivial, y sea TR? > R? la 
multiplicación por A. Encontrar el rango y la nulidad de A. 


18. Sea A una matriz 5 X 7 con rango 4. 
a) ¿Cuál es la dimensión del espacio solución de Ax = 0? 
b) ¿Es consistente Ax = b para todos los vectores b en R?? Explicar la respuesta. 
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19. 


Sea ER” > Y una transformación lineal de R”? a cualquier espacio vectorial. Demostrar 
que el núcleo de 7 es una recta que pasa por el origen, un plano que pasa por el origen, 
sólo el origen o todo R? 


- Sea 7: => RR? una transformación lineal de cualquier espacio vectorial a R?. Demostrar 


que el recorrido de 7 es una recta que pasa por el origen, un plano que pasa por el 
origen, sólo el origen o todo KR”. 


. Sea T:R? => R? la multiplicación por 


i 3 4 


1 


=2 e Y 


a) Demostrar que el núcleo de 7 es una recta que pasa por el origen y encontrar 
ecuaciones paramétricas de ésta. 

b) Demostrar que el recorrido de 7 es un plano que pasa por el origen y encontrar una 
ecuación de éste. 


. Demostrar: $1 ÍV,> Va > Y, j es una base para V y W,, W>, - - - » W, Son Vectores en 


W. no necesariamente distintos, entonces existe una transformación lineal 7:1" => W tal 
QUE HU IEW.. TV SM Y EW 


. Demostrar el teorema de la dimensión en los casos en que 


a) dimíker( DM) = 0. b) dimí(ker(T)) = n. 


. Sea TV => Y un operador lineal sobre un espacio vectorial Y de dimensión finita. 


Demostrar que R(T) = Y sí y sólo s1 ker(T) = (0). 


. (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sea D:P, > P, la transformación derivación 


Xp) = p'Go). Describir el núcleo de £). 


. (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sea JP, > R la transformación integración 


Hp)= p(x) dx. Desenribir el núcleo de /. 


. (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sea D:V > W la transtormación derivación 


DP) =f(), donde V = C(—o, 0) y W= F(—«o, 00). Describir el núcleo de D o D. 





8.3 TRANSFORMACIONES LINEALES INVERSAS 





En la sección 4.3 se analizaron las propiedades de las transformaciones lineales 
uno a uno de R” a R”. En esta sección se extenderán tales ideas a transforma- 
ciones lineales generales. 





TRANSFORMA- Recuérdese de la sección 4.3 que una transformación lineal de R” a R” se deno- 
CIONES LINEA- mina uno a uno o biunivoca si mapea vectores distintos de R” en vectores distin- 
LES UNO A UNO  tosdeR”. La siguiente definición generaliza esta idea. 


A A A AAA PA A A A E DR DO AR A AR A A O O O O AIRE PARRA A EIA A A AD SES IR E NI E A 
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Definición. Una transformación lineal 7:V => W se llama uno a uno sí T ma- 


pea vectores distintos de V en vectores distintos de Y. 





Ejemplo 1 Recuérdese por el teorema 4.3.1 que si 4 es una matriz n X n y 
T¿:R" => R” es la multiplicación por 4, entonces 7'y es uno a uno si y sólo si A es 
una matriz invertible. A 


Ejemplo 2 Sea 7:P,, > P,,,, la transformación lineal 


Tp) = T(p(x)) = xpíx) 


analizada en el ejemplo 8 de la sección 3.1. $1 


P=DOO)=co+ar+ oc +ex" y q=300 =d+d,x+:::+d,x" 


R n 


son polinomios distintos, entonces difieren en por lo menos un coeficiente. Asi, 


T(p=cx+eoxó + o +e qa y Tlq)=dax+dx + +d,x"*! 


n 


también difieren en por lo menos un coeficiente. Por tanto, 7 es uno a uno, ya que 
mapea polinomios distintos p y q en polinomios distintos 7(p) y T(q). A 


Ejemplo 3 (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sea 

D:CU-—x, x)>F(--0, 00) 
la transformación derivación analizada en el ejemplo 11 de la sección 8.1. Esta 
transformación lineal no es uno a uno, ya que mapea en la misma función a 
funciones que difieren por una constante. Por ejemplo. 


Da?)=DGx*+1)=2x A 


El siguiente teorema establece una relación entre una transformación lineal 
uno a uno y su núcleo. 


Teorema 8.3.1. Si T.Y > W es una transformación lineal, entonces las si- 
guientes proposiciones son equivalentes. 


a) Tes uno a uno. 


by) El núcleo de T sólo contiene al vector cero; es decir, ker(T) = 40). 
c) Nulidad (T) = 0. 





Demostración. — Se deja como ejercicio fácil demostrar la equivalencia úe h) y c), 
la demostración se completará probando la equivalencia de a) y b). 
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IX rr rra dp ¿0 Di il ll o alas O Ce A EDT A LALA e ATA 


a => b: Supóngase que 7'es uno a uno, y sea v cualquier vector en ker(7). Como y y 
0, están en ker(7), se tiene 7(v) = 0 y 7(0) = 0. Pero esto indica que v = 0, ya que 7 
es uno a uno; así, ker(7) sólo contiene al vector cero. 


b => a: Supóngase que ker(7) = 0 y que v y w son vectores distintos en /”; es decir, 
v-wX0 (1) 


Para demostrar que 7 es uno a uno es necesario probar que 7(v) y 7(w) son 
vectores distintos. Pero si este no fuese el caso, entonces se tendría 


T(v) = T(w) 
T(v) - T(w) =0 
T(v - w)=0 


lo cual indica que y — w está en el núcleo de 7. Como ker(7) = 0 , se tiene que 
v=-w=0 


lo cual contradice (1). Así, 7(v) y 7(w) deben ser distintos. [|] 


Ejemplo 4 En cada inciso, determinar si la transformación lineal es uno a uno, 
encontrando el núcleo o la nulidad y aplicando el teorema 8.3.1. 


a) T:R? > R? hace girar a cada vector por un ángulo 6. 
b) T:R? => R3 es la proyección ortogonal sobre el plano xy. 
c) T:RÍ > R* es la multiplicación por la matriz 


e 2.0.4 5-3 
Fer ZE H 1 
A = 
PES E A 
E DS 


Solución de a). Del ejemplo 5 de la sección 8.2, ker(7) = (03, así que 7 es uno a 
Uno. 


Solución de b). Del ejemplo 4 de la sección 8.2, ker(7) contiene vectores 
diferentes de cero, de modo que 7 no es uno a uno. 


Solución de c). Del ejemplo 7 de la sección 8.2, nulidad (7) = 4, así que 7 no es 
uno auno. Á 





TRANSFOR- 
MACIONES 
LINEALES 
INVERSAS 
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En el caso especial en que 7 es un operador lineal sobre un espacio vectorial 
de dimensión finita, entonces se puede agregar otra proposición al teorema 8.3.1. 





Teorema 8.3.2. Si V es un espacio vectorial de dimensión finita, y T1-V => V es 
un operador lineal, entonces las siguientes proposiciones son equivalentes, 






a) Tes uno a uno. 
DY ker(T) = 403. 
c) Nulidad (T) =0. 

d) El recorrido de T es V, es decir, R(T) = V. 








Demostración. Se sabe que a), b) y c) son equivalentes, de modo que la 
demostración se puede completar probando la equivalencia de c) y d). 

c > d. Supóngase que dim(Y) = n y que nulidad (7) = 0. Por el teorema de la 
dimensión (teorema 8.2.3) se concluye que 


rango(7) = n — nulidad (7) = ». 


Por definición, rango(7) es la dimensión del recorrido de 7, así que el recorrido de 
T tiene dimensión n. Ahora, por el teorema 5.4.7 se concluye que el recorrido de 7' 
es V, ya que los dos espacios tienen la misma dimensión. 


d > c. Supóngase que dim(V) = n y que R(7) = V. Por estas relaciones se concluye 
que dim(R(7)) = n, o bien, de manera equivalente, que rango (7) = n. entonces, por 
el teorema de la dimensión (teorema 8.2.3) se concluye que 


nulidad (7) = n — rango(T) =n — n=0. 


Ejemplo 5 Sea T,:R* > R* la multiplicación por 


l A HZ 4 

2 6 -—4 8 
ÁA= 

3 9 l 5 

1 1 4 8 


Determinar si 7 4 es uno a uno. 


Solución. Como se hizo notar en el ejemplo 1, el problema dado es equivalente a 
determinar si 4 es invertible. Pero det(4) = 0, ya que los dos primeros renglones 
de A son proporcionales y, en consecuencia, 4 no es invertíble. Por tanto, 7, no es 
unoauno. Á 


En la sección 4.3 se definió la inversa de un operador matricial uno a uno 
T'¿¿R” => R" como el operador matricial 7,¿-1:R” => R”, y se demostró que si w es la 
imagen de un vector x bajo 7, entonces 7,-: mapea w de regreso en x. A 
continuación, estas ideas se extenderán a transformaciones lineales generales. 
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Figura 1 


Recuérdese que si 7: > W es una transformación lineal, entonces el 
recorrido de 7, denotado por R(T), es el subespacio de W que consta de todas las 
imágenes bajo 7 de los vectores en Y. Si Tes uno a uno, entonces cada vector v en 
V tiene una imagen única w = 7(v) en R(7). Esta unicidad del vector imagen 
permite definir una nueva función, denominada inversa de T, denotada por 77?, 
que mapea w de regreso en y (figura 1). 








) de regreso en y. 





La versa de F mapea Zív 


Se puede demostrar (ejercicio 19) que 771: R(7) > V es una transformación 
lineal. Además, por la definición de 77! se concluye que 





T-K(Tw) =T- (wm =y 
TT UW)= TV =w 


Qa) 
(2b) 





de modo que 7 y 77*, cuando se aplican consecutivamente en cualquier orden, 
cancelan entre sí el efecto que tienen. 


OBSERVACIÓN. Es importante notar que si 7:Y > Wes una transformación lineal 
uno a uno, entonces el dominio de 77! es el recorrido de T. Éste puede ser o no 
todo W. Sin embargo, en el caso especial en que 7: > V es un operador lineal uno 
a uno, por el teorema 8.3.2 se concluye que R(7) = V, es decir, el dominio de 771 
es todo Y. 


Ejemplo 6 en el ejemplo 2 se demostró que la transformación lineal 7:P,, > P,,, y 
definida por 


T(p) = Pp) = xp(x) 


es uno a uno; así, 7 tiene inversa. Aquí, el recorrido de 7 no es todo P,,, ¡, en vez 
de ello, R(7) es el subespacio de P,,., que consta de los polinomios con término 
constante cero. Este hecho es evidente a partir de la fórmula para 7: 


Tlco FOX E 0oco+ex)=cxteoat+ c+ ear 
Se concluye que 77 *:R(T7) => P,, está definida por la fórmula 
TMHUe xtc +eoxFO)= GH ax +ex 
Por ejemplo, en el caso en que 1 = 4, 


TTAUQx—xa24+5x4+3x%)=2-x+5x+3x% A 


INVERSAS DE 
COMPOSICIONES 
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Ejemplo 7 Sea 7:R3 > R? el operador lineal definido por la fórmula 
Tx, X>,» xy) = Bx; + X2» A => 4x, 0 3x3, Sx; E Ax, == 2x3) 


Determinar si 7 es uno a uno; en caso afirmativo, encontrar 7” rs X,, X3). 


Solución. Por el teorema 4.3.3, la matriz estándar para 7'es 


Ss | 0 
[T]=|-2 -4 3 
5 4 -2 


(comprobar). Esta matriz es invertible y por la fórmula (1) de la sección 4.3, la 
matriz estándar para 77! es 


4 =Zl.=—3 
PA lA o 6 9 
+12 7 10 
Se concluye que 
TH lol l=[7 UU x|=|-11 6 9llx|=|-—1lx,+6x,+ 9x; 
X3 X3 =12 7 10]lx; 121 + 7% +10x, 


Expresando este resultado en notación horizontal se obtiene 


El siguiente teorema muestra que la composición de transformaciones lineales uno 
a uno es uno a uno, y relaciona la inversa de la composición con las inversas de 
las transformaciones lineales individuales. 


Teorema 8.3.3, Si T,:U => V y T,:V => W son transformaciones lineales uno a 
uno, entonces: 


a) To T, es uno a uno. 
AO E E 





Demostración de a). Se quiere demostrar que 7, o 7, transforma vectores distintos 
de U en vectores distintos de W. Pero si u y v son vectores distintos de U, entonces 
T,(u) y 7,(v) son vectores distintos de Y ya que 7, es uno a uno. Lo anterior y el 
hecho de que 7 es uno a uno indican que 
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TT (u)) y TAT (v)) 


también son vectores distintos. Pero estas expresiones también se pueden escribir 
como 


(2 e 7, (u) y (120 Tv) 
de modo que 7, * 7, transforma u y v en vectores distintos de W. 
Demostración de (b). Quiere demostrarse que 
(TT) Uw) = (7, 9 T3 Mw) 
para todo vector w en el recorrido de 7, * 7, . Para este propósito, sea 
u=(7,>T,) U(w) (3) 

de modo que la meta es demostrar que 

=(T "o T, *Xw) 
Pero por (3) se concluye que 

(107 uy = w 

o bien, de manera equivalente, 

TT (u)) = w 


Ahora, aplicando 77*a cada miembro de esta ecuación y luego qn a cada miem- 
bro del resultado, se obtiene (comprobar) 


u=7; (77 (w)) 
o bien, de manera equivalente, 
u=(7,*>7,'w DO 
En otras palabras, el inciso b) del teorema 8.3.3 establece que la inversa de 
una composición es la composición de las inversas en orden invertido. Este re- 


sultado se puede extender a composiciones de tres o más transformaciones linea- 
les; por ejemplo, 


(4) 





En el caso especial en que 7,, Tp, y 7, sean operadores matriciales sobre R”, en- 
tonces la fórmula (4) se puede escribir como 
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(To Tgo T¿Y E E 


o bien, de manera equivalente, 


(Tesa)”” = T 418-101 (5) 


En palabras, esta fórmula establece que la matriz estándar para la inversa de una 
composición es el producto de las inversas de las matrices estándar de los opera- 
dores individuales en orden invertido. 

En los ejercicios se proporcionan algunos problemas en los que se usan las 
fórmulas (4) y (5). 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 8.3 


1. En cada inciso, encontrar ker(7) y determinar si la transformación lineal 7 es uno a 


uno. 


a) T:R?=R?, donde T(x, y) = (», x) 

b) T: R?=R?, donde T(x, y) = (0, 2x + 3y) 

c) T:R?=>R?, donde T(x, y) =(x + y, x— y) 

d) T:R?2=R?, donde Tíx, y) = (%, y, x + y) 

e) T:R?=R?, donde T(x, y) = (x— y, y —x, 2x — 2y) 
£) T:RE=R?, donde T(x, y, 2) =(x+y+2,x—y-2) 


2. En cada inciso, sea T:R? > R? la multiplicación por 4. Determinar si T tiene inversa; 
en caso afirmativo, hallar 


Al 


2) 


5 2 63 4 7 
Da ya al yan 47 


3. En cada inciso, sea 7:R? + R3 la multiplicación por 4. Determinar si 7 tiene inversa; 
en caso afirmativo, encontrar 


a) A = 


X1 
X2 
X3 
di 
A | 
l.0 


lo 4 -] Fo 3 E 4 
bbAa=| 1. 2. 1 co) A=|0 1 1 daAa=|o 2 -1 
=E Y. Ú 1.10 2.3 0 


4. En cada inciso, determinar si la multiplicación por 4 es una transformación lineal uno 


a uno. 
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10. 


11. 





Ne l 3 5 7 de 12 
a A=| 2 -4 bA=| 2-1 2.4 )a=|!t s 
3 6 e] 3 0 0 5 3 
. Sea T-R” > R? la proyección ortogonal sobre la recta y = x (figura 2). 
a) Encontrar el núcleo de 7. 
b) ¿Es 7 uno a uno? Justificar la conclusión. 
Figura 2 


. Sea T:R? > R” el operador lineal 7(x, y) = (—x, y) que refleja cada punto con respecto 


al eje y (figura 3). 
a) Encontrar el núcleo de 7. 
b) ¿Es T uno a uno? Justificar la conclusión. 


dí y 
| 
T(x) eut— - mE ——-— Ox 
| Xx 
A —_——_—_— 
Figura 3 
. En cada inciso, usando la información dada determinar si 7 es uno a uno. 
a) TR RP; nulidad(7) = 0. b) TR” 3 R": rango (D)=n — 1. 
c) TRA RA n<m. d) TR? > RER(=R”. 


. En cada inciso determinar si la transformación lineal 7 es uno a uno. 


a) T:P,>P,, donde Tlay + ax + a7x%) = x(49 + a1x + ax) 
b) T: P¿->P., donde T(p(0) = px + 1) 


. Sea 4 una matriz cuadrada tal que det(4) = O ¿La multiplicación por A es una 


transformación lineal? Justificar la conclusión. 


En cada inciso determinar si el operador lineal 7:R”" > R” es uno a uno; en caso 
afirmativo, encontrar q e AS e) 


aC AS 
al TM o DET E a o) 
OTE SN ri) 


Sea T:-R” = R* el operador lineal definido por la fórmula 
Tas E) A 1 a) 


a) ¿En qué condiciones 7 tiene inversa? 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 
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b) Suponiendo que se cumplen las condiciones determinadas en el inciso a), encontrar 
una fórmula para Tx, x,,'** ,X,). 


Sean TR? > R? y T,:R* + R* los operadores lineales definidos por las fórmulas 
Ti(x, y) = (A+ y, x — y) y Tac, y) = (Qx + y, x— 2y) 
a) Demostrar que 71 y 72 son uno a uno. 


b) Encontrar fórmulas para y (x, y), (cas y) y Mer eso! 
c) Comprobar que (7, o 7,)71 =T,"l0 T,7!. 


Sean TP, > P, y T,'P, > P, las transformaciones lineales definidas por las fórmulas 
T¡(p)) = xp) y TA p00)) = plx + 1) 


a) Encontrar fórmulas para 1 (PO), Ea (po) y (E, 07 DS) 
b) Comprobar que (7, + T,)-1= To TA. 


Sean 7 y R3i>sR,T pr > Ry TR > R? las reflexiones con respecto al plano xy, al 


plano xz y al plano yz, respectivamente. Comprobar la fórmula (5) para estos opera- 
dores lineales. 


Sea TP, > R? la función definida por la fórmula 


MpG0) = (p(0), p(1)) 


a) Encontrar 7(1 — 2x). 

b) Demostrar que T es una transformación lineal. 
c) Demostrar que T es uno a uno. 

d) Encontrar 77*(2, 3) y trazar su gráfica. 


Demostrar: Si V y W son espacios vectoriales de dimensiones finitas tales que dim W < 
dim Y, entonces no existe ninguna transformación lineal uno a uno 7:Y > W. 


En cada inciso, determinar si el operador lineal 7:M,, > M,, es uno a uno. En caso 
afirmativo, encontrar 


(El 
A NE 


Sea T:R? > R? el operador lineal definido por la fórmula T(x, y) = (x + ky, —y). 
Demostrar que 7 es uno a uno para todo valor real de k y que 77! =7. 


Demostrar que si 7:VY > W es una transformación lineal uno a uno, entonces 77!:R(T) 
> Y es una transformación lineal. 


(Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sea J:P1 > R la transformación integración 


Hp) = ¡pa p(x)dx. Determinar si J es uno a uno. Justificar la cenclusión. 


=D 


a 


| 
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8.4 MATRICES DE TRANSFORMACIONES LINEALES GENERALES 


MATRICES DE 
TRANSFORMA- 
CIONES 
LINEALES 


Figura 1 


Figura 2 


En esta sección se demostrará que si V y W son espacios vectoriales de dimen- 
siones finitas (no necesariamente R" y R”), entonces con un poco de ingenio cual- 
quier transformación lineal T:V => W se puede considerar como una transforma- 
ción matricial. La idea básica es trabajar con las matrices de coordenadas de los 
vectores, en vez de hacerlo con los vectores mismos. 


Supóngase que Y es un espacio vectorial 1 dimensional y que W es un espacio 
vectorial m dimensional. Si se eligen bases B y B' para V y W, respectivamente, 
entonces para todo x en V la matriz coordenadas [x], es un vector en R*” y la 
matriz coordenadas [7(x)]y, es un vector en R” (figura 1). 


e Tlax) A es un 


vector en W 
| (m-dimensional) 


A es un 
vector en Y 
(n-dimensional) 


A es un 
vector en R” 


a ———— A 
E — 


A es un 
vector en R" [x]5 


Si, como se ilustra en la figura 2, se completa el rectángulo sugerido en la figura 1, 
se obtiene una aplicación de R” a R”, que se puede demostrar es una transforma- 
ción lineal. Si se deja que A sea la matriz estándar de esta transformación, en- 


tonces 
A(x]z = [709 ]z (1) 
La matriz A en (1) se denomina matriz para T con respecto a las bases B y B". 


T mapea 
Ven W 





La multiplicación 
por 4 mapea 
/ R"enR” 


A A A A a A Ml a a A 


A A e A OA A lr O al A in 
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Después, en esta sección se darán algunos usos de la matriz A en (1), 
pero primero se mostrará cómo se puede calcular. Para este efecto, supóngase 
que B = fu,, u,, ...,u,; es una base para el espacio » dimensional Y, y que 

"= A Wi) Va +. . > Y, y es una base para el espacio m dimensional W. Se trata 
de encontrar una matriz m X n 


di 41) 41 

421 7 42n 
Á= 

A 1 A m2 Ann 


tal que (1) se cumpla para todos los vectores x en V. En particular, se quiere que 


esta ecuación sea verdadera para los vectores básicos u,, u,, .. ., u,; es decir, 
Alu ]¿=[7(4,)]g, 4lu>]g¿=[7(0) lg, --., 4lu,l¿=[7(u, a (Q) 
Pero 
1 0 0 
0 1 0 
[u, ]y = 0 , [u>]¿= 0 > , [u,]p= 0 
0 0 1 
de modo que 
1 
Gi Gp *** 4, 0 ay 
A[u,], = e E E A 
118 . . . pn . 
A m1 42 Amn 0 A 
0 
4d Gp *** 4, 1 412 
Afu,], = ar 29 PE Bl 1222 
21B — . . : as : 
Am Um An Ar 
2 0 2 
0 
4 4 *** 4, 0 A, 
Aju,lg=| 2 20 Brillo [_ [4 
Amt Am Aman WM Amn 
1 
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Figura 3 


Sustituyendo estos resultados en (2) se obtiene 


Ar; dv 41 
4>1 | | 22 43, ' 

. |=[7(u)]g» LU le as . |=[7(u,)lg 
Ani Un An 


lo cual demuestra que las columnas consecutivas de 4 son las matrices de 
coordenadas de 


T(u,), T(u),),..., 7(u,) 


con respecto a la base $5". Asi, la matriz para 7' con respecto a las bases B y B' es 


= |[T(2)ly) 171% 10 7) 3) 


Esta matriz por lo común se denota con el simbolo 
[Pla 8 


de modo que la expresión precedente también se puede escribir como 





(77,0 = [ple | [7d E 170,1 | (4) 
y por (1) esta matriz tiene la propiedad 
[ T lg ¿lx13 =[7(0) ]7 (4a) 


OBSERVACIÓN. Nótese que en la notación [7] y el subíndice derecho es una 
base para el dominio de 7 y que el subíndice izquierdo es una base para el espacio 
imagen de 7 (figura 3). 


| | Basedel IA Base del 
espacio [espacio imagen j _ dominio 


Además, obsérvese cómo el subíndice B parece "cancelarse" en la fórmula (4a) 
(figura 4). 


Figura 4 


MATRICES DE 
OPERADORES 


LINEALES 


MAL A ira ir a a di o ir 


La 


beto lla 
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(Ty. 5 lx), = 176017. 






Cancelación | 


En el caso especial donde V = W (de modo que 7:V => V es un operador lineal), es 
común tomar B = B' al construir una matriz para 7. En este caso la matriz resul- 
tante se denomina matriz para T con respecto a la base B y se denota por [7] g, en 
vez de [7] B',B: Si B = (u,, u,, * * * > u,), entonces en este caso las fórmulas (4) y 
(4a) se convierten en 


(5) 





(77, =[17(091, 1 (7030 $3 174,3), 


[7 ]a21x ] = [7313 (Sa) 


En términos informales, las expresiones (4a) y (3a) establecen que la matriz para 
T multiplicada por la matriz de coordenadas para x es la matriz de coordenadas 
para T(x). 


Ejemplo 1 Sea 7:P, > P, la transformación lincal definida por 


T(pQx)) = xp(x) 


Encontrar la matriz para 7 con respecto a las bases estándar 


B=(u,, U); y B" = ([V,, Va, V3) 
donde 


MEL. Des Med Ve Mi 


Solución. A partir de la fórmula dada para 7 se obtiene 


T(u,) = 7(1)=(90)=x 
T(u,) = 7(2) = (96) = +? 


Por inspección es posible determinar las matrices de coordenadas para T(u,) y 
T(u,) con respecto a B'; éstas son 


Al e 
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0 0 
[Tu la =| 1], [7(u,)lg =|0 
0 1 


Así, la matriz para 7 con respecto a B y B' es 


0 0 
(77,9 =|[71)Jg $ [7 de ]=| 1 0| A 
O 1 


Ejemplo 2 Sea 7:P, > P, la transformación lineal del ejemplo 1. Demostrar que 
la matriz 


—” 0 O 


0 

[Tlpag=|1 

0 

(obtenida en el ejemplo 1) satisface (4a) para todo vector x= a + bxen P,. 


Solución. Como x= p (x) = a + bx, se tiene 
TO) = xp(x) = ax + bx? 


Para las bases B y B' del ejemplo 1, por inspección se concluye que 


[x]j = [ax + b], = al 


SO 


¡TOO = [ex bl = a 


o 


Por tanto, 


= 0 Ó 


0 
[Pl glx]g = | ! 
0 


de modo que (4a) se cumple. Á 


Ejemplo 3 Sea 7:R? > R* la transformación lineal definida por 


A> 
X] 
r(: J) =| —5x, + 1l3x, 
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Encontrar la matriz para la transformación 7 con respecto a las bases B = (u,, u,; 
para R? y B'= (¡> Va, V3) para R3. donde 


Solución. A partir de la fórmula para 7, 


l 2 
T(u)=|-2 |, T(u,)=| 1 
—5 —3 


Expresando estos vectores como combinaciones lineales de v,, v, y vz se obtiene 
(comprobar) 


T(u,) = v, — 2v,, T(u))=3v, + v),— Y; 
Asi, 
1 3 
[T(u, )], = 20 , [T(u))]y = l 
>> 1) 
de modo que 
l 3 
[71.9 =|[7(0)l9 [7 31e | =| 0 1] A 
=2 -—1 


Ejemplo 4 Sea 7:R? > R? el operador lineal definido por 


(le) [se] 


y sea B = (u,, u,; la base, donde 


a) Encontrar [7] p. 
b) Comprobar que (3a) se cumple para todo vector x en R?. 


Solución de a). Por la fórmula dada para 7, 


2 
T(u,)= al = 2u,, T(u,) = A = 3u, 


pu AAA O ARA a al e A A a 
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Por consiguiente, 


z 
A y eres [$] 


[7], = [7091 | | A 


Xx 
a (6) 


es cualquier vector en R?, entonces por la fórmula dada para 7 


En consecuencia, 


Solución de b). Si 


y e Xy To Xx) 
a 7) 


Para encontrar [x]y y [7(x)] y, es necesario expresar (6) y (7) como combinaciones 
lineales de u, y u,. Esto conduce a las ecuaciones vectoriales 


X] 1 1 
X¡ TX) 1 1 | 


Igualando los elementos correspondientes se obtienen los sistemas lineales 


k, + k,=xXx; 
(10) 
k, + 2k, = x) 
y 
ds + 
Cy “2 X1 Xx (11) 
Cc +2c,= —2x, +4x, 


Resolviendo (10) para k, y k, se obtiene 


a ES 
[xp = AP 


de modo que 


MATRICES DE 
OPERADORES 
IDENTIDAD 


A AA AAA A AE AAA 
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y resolviendo (11) para c, y c, se obtiene 


de modo que 


4x, — 2x) 
[700], = ES nl 


Así, 
2 0 2 X> AÑ LX 
ero Ml [0 | reos 
de modo que (5a) se cumple. A 


Ejemplo 5 B= (u,, u,, - - * ,u,) es cualquier base para un espacio vectorial V de 
dimensión finita e /.V > V es el operador identidad sobre V, entonces 


(u,)=u,/(u))=u,...,/(u,)=u, 
Por consiguiente, 
1 0 0 
0 ] 0 
[(u)l¿= 10 |, [,)14=]9 |, ..., [/u,)J¿=|4 
0 0 ] 
Asi, 
1 0 0 
O 1 0 
(10000 0|=/ 
0 0 ] 


En consecuencia, la matriz de operador identidad con respecto a cualquier base es 
la matriz identidad de n X n. Este resultado se pudo haber anticipado a partir de la 
fórmula (Sa), ya que la fórmula produce 


[1 1alx]2 = [100 13 = [x], 


lo cual es consistente con el hecho de que [/]¿=/ A 


Se deja como ejercicio demostrar el siguiente resultado. 


486 / Transformaciones lineales 


Teorema 8.4.1. Si T:R” => R” es una transformación lineal y si B y B' son las 
bases estándar para R” y R", respectivamente, entonces 


[Tly y = 03 (12) 





Este teorema, establece que en el caso especial en que 7 transforma R” en R”, la 
matriz para 7' con respecto a las bases estándar es la matriz estándar para 7. En 
este caso especial la fórmula (4a) de esta sección se reduce a 


[7 ]x = 7T(x) 

POR QUÉ SON Hay dos razones esenciales para estudiar matrices de transformaciones lineales 
IMPORTANTES generales, una teórica y otra bastante práctica: 

LAS MATRICES 

DE LAS * A menudo es posible contestar preguntas teóricas acerca de la estructura de 
TRANSFORMA- transformaciones lineales generales sobre espacios vectoriales de dimensión 
CIONES finita estudiando simplemente las transformaciones lineales. estas cuestiones 
LINEALES se consideran con más detalle en cursos más avanzados de álgebra lineal, 

aunque se abordarán en secciones ulteriores de este texto. 

2 Estas matrices hacen posible calcular imágenes de vectores usando multipli- 
cación matricial. Los cálculos se pueden efectuar rápidamente en compu- 
tadora. 

A fin de enfocar la segunda idea, sea 7:Y > W una transformación lineal. 
Como se muestra en la figura 5, la matriz [7] y se puede usar para calcular 7(x) 
en tres pasos aplicando el siguiente procedimiento indirecto: 
Cálculo ss 
- directo 0 
4 
al Multiplicar por | 3 
os | 
| E. ais ol (TG) 
Figura 5 ., (2 A 


1) Calcular la matriz coordenadas [x] y. 
2) Multiplicar x g por la izquierda por [7] y y para obtener [7(x)] y. 
3) Reconstruir 7(x) a partir de su matriz coordenadas [7(x)] y". 


Ejemplo 6 Sea 7:P, > P, el operador lineal definido por 


Tp) = px — 5) 


es decir, T(c, + cx +0?) = 0) +0/Gx — 5) +0,Gx — 5). 
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a) Encontrar 7 y con respecto a la base B = (1, x, xy 

b) Aplicando el procedimiento indirecto, calcular 7(1 + 2x + 3x2). 

c) Comprobar el resultado del inciso b) calculando directamente 7(1 + 2x + 
3x2). 


Solución de a). Por la fórmula para 7, 


TD=1  TG)=3x-=5,  T(?)=(3x- 5? =9x?-— 30x +25 


de modo que 
] 0 25 
[TD =|0|, —[700)l=| 3|,  [7G%)]s,=| -30 
0 9 
Por tanto, 
Ll =$ 25 
[T]g=|0 3 =30 
0 0 9 


Solución de b). La matriz de coordenadas con respecto a B para el vector p = 1 + 
2x + 3x? es 


Así, por (Sa) 


[TA +2x + 3x%)]2 = [7(p)o = [7 15[p 15 


Ll =3 25 [| 1 66 
=|0 3 —-30||2|=| -—84 
0 0 9113 2) 


a partir de lo cual se concluye que 


TU +2x + 3x?) = 66 — 84x + 27x? 
Solución de c). Por cálculo directo 


A A 
=1+6x- 10+27x?- 90x +75 
= 66 — 84x + 27x? 


lo cual concuerda con el resultado del inciso b). A 
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MATRICES DE 
COMPOSICIONES 
Y TRANSFORMA- 
CIONES 
INVERSAS 


Figura 6 


Figura 7 


A continuación se enunciarán dos teoremas que son generalizaciones de la 
fórmula (21) de la sección 4.2 y de la fórmula (1) de la sección 4.3. Se omiten las 
demostraciones. 


Teorema 8.4.2. Si T,:U => V y T,:V => W son transformaciones lineales y si B, 
B" y B' son bases para U, V y W, respectivamente, entonces 


[P,97, la 3 =[1, la: gel FP, la 5 





Teorema 8.4.3, Si T:V => V es un operador lineal y si B es una base para V, 
entonces la siguientes proposiciones son equivalentes. 


a) Tesuno a uno. 
b) [7]y es invertible. 


Además, cuando estas condiciones equivalentes se cumplen 


| (7) = 1715" | 


OBSERVACIÓN. En la expresión (13), nótese cómo el subíndice interior B" (la 
base para el espacio intermedio Y) parece "cancelarse", quedando como subíndices 
sólo las bases para el dominio y el espacio imagen de la composición (figura 6). 





MiS. Al Pl 
4 4 

ra A Sl 

[CAnCcASión] 


Esta cancelación de subíndices interiores sugiere la siguiente extensión de la 
fórmula (13) a composiciones de tres transformaciones lineales (figura 7). 








[Go BoeT 1] 32=1[7% 18.512 ler ll laa (15) 
El siguiente ejemplo ilustra el teorema 8.4.2. 

Ejemplo 7 Sea T,:P, > P, la transformación lineal definida por 

P pe) =xp(x) 


y sea T,:P, > P, el operador lineal definido por 
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Tp) = px = 5) 
Entonces la composición (7, * 7,):P, > P, está dada por 
(Ta e TIPO) = TAT (POD) = TAxp o) = Bx — S)IpGx — 5) 
Así, si p(x) = C¿ + C,x, entonces 


(T, e T¡Mey + C,x) = Gx — SXcg + c (ax =3)) 
= co (3x— 5) + 01Bx— SY (16) 


En este ejemplo, P, desempeña el papel de U en el teorema 8.4.2 y P, desempeña 
los dos papeles de Y y W,; por tanto, en (13) se puede tomar B' = B", de modo que 
la fórmula se simplifica a 


[TP le =1 1817 18 5 | (17) 


Se elegirán B = (1, xj como la base para P, y B”=(1, x, x2y como la base para P,. 
En los ejemplos 1 y 6 se demostró que 


0 0 E 3 25 
[Tilgg=|1 0 y [72]3 =| 0 3 —30 
oO 1 0 0 9 
Así, por (17) se concluye que 
l —5 2540 0 = 25 
[TT lg ¿=|0 3 -—30||1 0|= 3 —30 (18) 
0 0 9110 1 0 9 


Como comprobación, [7, * 7;]y: y se calculará directamente a partir de la fórmula 
(4). Como B = (1, x3, por la fórmula (4) con u, = 1 y u, = x se concluye que 


[7,0 7, 16,9 =|[7 > 7, Dle + [Te Te | (19) 


Aplicando (16) se obtiene 


()eTDO)=3x-5 y (T, e TOO) = Gx — 5 =9x* — 30x + 25 


Como B'= (1, x, xy, a partir de ésto se concluye que 


=5 25 
(e) Ml =| 3 y [(2) > 7,)00)]g = | —30 
0 9 
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Sustituyendo en (19) se obtiene 


== 25 
[ola 3 —30 
0 9 


lo cual concuerda con (183). A 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 8.4 


1. Sea T:P, > P, la transformación lineal definida por T(p(x)) = x px). 
a) Encontrar la matriz para 7 con respecto a las bases estándar 


ad AA 
B= Lu, u), u) y B ES Vi, Vo, V3, Vaj 
donde 
>] 
u=1, U)=x, Uz =x" 
Y =L Y, =X, Vx, == 


b) Comprobar que la matriz [7], ¿ obtenida en el inciso a) satisface la fórmula (4a) 
para todo vector X= C(+c,x+ cs enP,. 
2. Sea 1.P, => P, la transformación lineal definida por 
Tlay + ax + azx?)= (a, + a,)- Qa, + 34,)x 


a) Encontrar la matriz para 7 con respecto a las bases estándar B= (1l,x, 4% y B'= 1, 
x para P, y P.. 

b) Comprobar que la matriz [7], y obtenida en el inciso a) satisface la fórmula (4a) 
para todo vector X= cy +c,x+ cx en P,. 


3. Sea T:P, > P, el operador lineal definido por 


T(as + ax LE AS) = ly | a (x en 1) + ax al 1) 


a) Encontrar la matriz para 7 con respecto a la base estándar B = (1, x, xy para Po: 
b) Comprobar que la matnz [7] ¿ obtenida en el inciso a) satisface la fórmula (5a) para 
todo vector Xx = a, + a,x+ a en P,. 


4. Sea TR? > R” el operador lineal definido por 


a] 


a) Encontrar [7] y. 
b) Comprobar que la fórmula (Sa) se cumple para todo vector x en R”. 


A A A e lc A AP 
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S. Sea T:R? > R* definido por 


x¡ + 2x) 


a) Encontrar la matriz [7] ¿ con respecto a las bases B = (u,, uu) y B = (V,, Va, V3j, 
donde 


en R?. 


6. Sea T:R? > R? definido por T(X¡, Xy X3) = (X, — XX, — Xy, X, — X7). 
a) Encontrar la matriz para 7 con respecto a la base B'= (v,, v,, vz), donde 


v,=(1,0,1)  v,=(0,1,1) v,=(1, 1,0) 


b) Comprobar que la fórmula (5a) se cumple para todo vector x = (x,, x,, x,) en R?. 
7. Sea T:P, => P, el operador lineal definido por Tí(p(x)) = pQx + 1); es decir, 
TlCy + 0x4 cx%)=c)+0(Qx+ 1)+ cx + 1) 


a) Encontrar [7] con respecto a la base B = (1, x, 1%]. 

b) Aplicar el procedimiento indirecto ilustrado en la figura 5 para calcular TQ — 3x + 
4x2). 

c) Comprobar el resultado obtenido en el inciso b) calculando directamente 7Q — 3x 


+ 4x7). 
8. Sea 7:P, => P, la transformación lineal definida por T(p(x)) = xp(x — 3); es decir, 
Tl[Co + 01x + cx?) = x(lCo + 0 (x— 3) + cAx — 3)*) 


a) Encontrar [7]; ¿ con respecto a las bases B = (1, x, AyBs 107 
b) Aplicar el procedimiento indirecto ilustrado en la figura 5 para calcular 7(1 + x — 
x2), 


c) Comprobar el resultado obtenido en el inciso b) calculando directamente T(1 + x — 
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la matriz para T:R? > R? con respecto a la base B = (v,, Var 


a) Encontrar [Z(v, )], y [7(v.)1p. b) Encontrar [7(v, )], y T(v,,). 


X 
c) Encontrar una fórmula para r( y 0 


práA 


d) Aplicar la fórmula obtenida en el inciso c) para calcular 7 ( | ) 


De l 0 
10. Sea 4= 1.6 2  1]| lamatrizde of T:R*=R* con respecto a las bases 
== o 7 | 


B=ÁV1, Va, V3, Va) y B" = (Ww,, w>, w3), donde 


0 2 | 6 
1 | al 9 
a E V) = AÑ Y, = di Vy = 4 
l el 2 2 
e +6 
W, = j W> = A W, = 9 


Xx 2 

E 2 

(c) Encontrar una fórmula para 7 ls (d) Usar la fórmula obtenida en (c) para calcular 7 0 
X3 

Xá 0 


ll. Sea 4A=]|2 0 5 | la matriz de of T: P,->P, con respecto a la base 


O 2 + 
B.= fv,, Va, V3), donde v, =3x+3x%, v,= —1+3x+2x? v,=3+7x+2x". 
a) Encontrar [Z(v,)]g, [Mv,g y MY]. b) Obtener T(v, ), T(v,) y Tv). 


c) Hallar una fórmula para T(a, + a,x + ajo). 
d) Aplicar la fórmula obtenida en el inciso c) para calcular 7(1 + x7). 


12. Sea 7, :P, > P, la transformación lineal definida por 
TP (po) = xplx) 


y sea T,:P, > P, el operador lineal definido por 


TAP)) =p(Qx +1) 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 
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SeanB=(1,xyB'=(l,x, xy las bases estándar para P, yP,. 

a) Encontrar [7,97 lg. 5 [721 y lTi1s8 E 

b) Escribir una fórmula que relacione las matrices del inciso a). 

c) Comprobar que las matrices del inciso a) satisfacen la fórmula enunciada en el in- 
ciso b). 


Sea 7, :P, > P, la transformación lineal definida por 
DECACA)=2E SEX 

y sea T,:P, > P, la transformación lineal definida por 
T¡(Co + 0, + 02%) = 3cpx + 30,1? + 3c,17 


SenB=(1,),B"=(1,x 2) yB"=(l, 10%. 

a) Encontrar [7,7 ]3 2 [72)g 8, Y [71132 

b) Escribir una fórmula que relacione las matrices del inciso a). 

c) Comprobar que las matrices del inciso a) satisfacen la fórmula planteada en el 
inciso b). 


Demostrar que si 7:V > W es la transformación cero, entonces la matriz 7 con respecto 
a bases cualesquiera para V y W es una matriz cero. 


Demostrar que si 7:Y > V es una contracción o una dilatación de Y (ejemplo 4 de la 
sección 8.1), entonces la matriz para 7 con respecto a cualquier base para Y es una 
matriz diagonal. 


Sea B = (v,, V,, Vz» V,) una base para un espacio vectorial Y. Encontrar la matriz con 
respecto a B del operador lineal 7:V > V definido por T(v,)= v,, T(v,= v3, T(V¿= Va, 


UV Y A 


(Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sea D:P, => P., el operador derivación 
D(p)= p'(x). En los incisos a) y b), encontrar la matriz D con respecto a la base B 
= (P,> P,> P3) 

ap, =1,p=x,p3=132 (bp =2 p=2- 3x, p=2- 3x + 8x” 

c) Usar la matriz del inciso a) para calcular D(6 — 6x + 2417). 

d) Repetir las instrucciones del inciso c) para la matriz del inciso b). 


(Para quienes ya estudiaron Cálculo). En cada inciso, B = (f,, f,, f,j es una base para 
un subespacio V del espacio vectorial de funciones con valores reales definidas sobre la 
recta real. Encontrar la matriz con respecto a B del operador derivación D:V > Y. 


a) f, =1, £, =senx, f, =c0s x b)f,=1, LL =e*, f, =e?* 
te Dore ==" 


Demostrar: Si B y B' son las bases estándar para R” y R”, respectivamente, entonces la 
matriz de la transformación lineal 7:R” > R” con respecto a las bases B y B' es la 
matriz estándar para 7. 
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8.5 SEMEJANZA 


ELECCIÓN DE 
BASES A FIN DE 
OBTENER 
MATRICES 
SIMPLES PARA 
OPERADORES 
LINEALES 


La matriz de un operador lineal T.V => V depende de la base elegida para V. Uno 
de los problemas fundamentales del álgebra lineal es elegir una base para V que 
simplifique la matriz para T, por ejemplo, diagonal o triangular. En esta sección 
se estudiará este problema. 


Las bases estándar no necesariamente producen las matrices más simples para ope- 
radores lineales. Por ejemplo, considérense el operador lineal 7.R? > R? definido por 


Xi Ñ X + xXx) 
dl x2 |) |-2x,¡>+4x, 1) 


Por el teorema 8.4.1, la matriz para 7 con respecto a esta base es la matriz están- 
dar para 7; es decir, 


[7] =[7]=[7(e,) ; 7(e,)] 


| 
T(e,) = ml T(e,) = al 


lo 1 
rl = |, 4 (2) 


En comparación, en el ejemplo 4 de la sección 8.4 se demostró que si 


1 l | 
-[) Y a 


entonces la matriz para 7 con respecto a la base P' =( u,, u,j es la matriz diagonal 


2.0 
rip = | 4 (4) 


Por (1), 


de modo que 


Esta matriz es más "simple" que (2) en el sentido de que las matrices diagonales 
poseen propiedades especiales que no tienen las matrices generales. 

Uno de los temas principales en cursos más avanzados de álgebra lineal es 
determinar la "forma más simple posible" que se puede obtener para la matriz un 
operador lineal al elegir la base correcta. Algunas veces es posible obtener una 


RELACIÓN 
ENTRE LAS 
MATRICES DE 
TRANSICIÓN 
Y LOS 
OPERADORES 
IDENTIDAD 


Figura 1 


8.5 Semejanza / 495 


matriz diagonal (como se acaba de hacer, por ejemplo); otras veces es necesario 
establecer una matriz triangular o de alguna otra forma. En este texto sólo será po- 
sible mencionar la importancia de este tema importante. 

El problema de determinar una base que produzca la matriz más simple posible 
para un operador lineal 7:V > Y se puede atacar encontrando primero una matriz para 
T con respecto a cualquier base; por ejemplo una base estándar, cuando sea posible, y 
luego cambiando la base de manera que se simplifique la matriz. Antes de proseguir 
con esta idea, será de utilidad repasar algunos conceptos sobre cambio de base. 


Recuérdese por la fórmula (8) de la sección 6.5 que si B=(u,,u,,...,Uu,; 
yB'= (u i , q > A a son bases para un espacio vectorial Y, entonces la 
matriz de transición de B' a B está definida por la fórmula 

P=[tu3l ' uzla 30003 CJ] (5) 
Esta matriz posee la propiedad de que para todo vector v en Y 
Plv lg =[v]lz (6) 


es decir, la multiplicación por P mapea la matriz coordenadas para v con respecto 
a B' en la matriz coordenadas para v con respecto a B [véase la fórmula (7)] en la 
sección 6.5] . En el teorema 6.5.4 se demostró que P es invertible y P”! es la ma- 
triz de transición de Ba B'. 


El siguiente teorema proporciona otro punto de vista útil sobre las matrices de 
transición; muestra que la matriz transición de una base P' a una base B se puede 
considerar como la matriz operador identidad. 


Teorema 8.5,1. Si B y B' son bases para un espacio vectorial V de dimensión 


finita y si IV => V es el operador identidad, entonces [1] g y es la matriz de 
transición de B' a B. 





Demostración. Supóngase que B = XU,, Uh, . . . ,uj y B= 
(u¡,u>,,...,u ¿son bases para V. Usando el hecho de que /(v) = v para todo v 
en Y, por la fórmula (4) de la sección 8.4, con B y B' invertidas, se concluye que 


! 


Us, = [Utada E Lua E + 0), 
CALA 


Así, por (5), se tiene [/]y y P, lo cual demuestra que [/]z ges la matriz 
transición de B'aB, [] 


El resultado de este teorema se ilustra en la figura 1. 
y A V 
Y V 
Base = B' Base = B 
[/]a p. es la matriz de transición de B' a B. 
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EFECTO DEL 
CAMBIO DE 
BASES SOBRE 
MATRICES DE 
OPERADORES 
LINEALES 


Figura 2 


Ahora ya es posible considerar el problema principal de esta sección. 


Problema. Si B y B' son dos bases para un espacio vectorial Y de dimensión 


finita y sí 7:Y > V es un operador lineal, ¿qué relación existe, si la hay, entre 
las matrices [7], y [7] y? 





Esta pregunta se puede contestar considerando la composición de los tres operado- 
res lineales sobre Y que se ilustra en la figura 2. 






TO TW 
V V V 
Base = B' Base = B Base = B Base = B' 


v 


En esta figura, v primero es mapeado en sí mismo por el operador identidad, 
luego y es mapeado en 7(v) por 7, luego 7(v) es mapeado en sí mismo por el 
operador identidad. Los cuatro espacios vectoriales de la composición son los 
mismos (a saber, V);, sin embargo, las bases para los espacios varian. Como el vector 
inicial es y y el vector final es 7(v), la composición es la misma que 7; es decir, 


T=]0oTo] (7) 


Si, como se ilustra en la figura 2, a los espacios vectoriales primero y último se 
asigna la base £' y a los dos espacios de enmedio se asigna la base B, entonces por 
(7) y la fórmula (15) de la sección 8.4 (con un ajuste apropiado en los nombres de 
las bases) se concluye que 


[Plg  = [10791 lg = UV lg sl 7 ls al! le 5 (8) 


o bien, en notación más simple, 
[7] = [le al 1 1all le y (9) 


Pero por el teorema 8.5.1 se deduce que [/]g y es la matriz transición de B' a B y 
que, en consecuencia, / y y es la matriz transición de B a B'. Luego, si se hace P = 
[115 y Entonces P-1=[7] pg» de modo que (9) se puede escribir como 


[71 =P" [7 14P 


En resumen, se tiene el siguiente teorema. 


Teorema 8.5.2. Sea T:V => V un operador lineal sobre un espacio vectorial V 
de dimensión finita, y sean B y B' bases para V. Entonces 


[71 =P T14P (10) 


donde P es la matriz de transición de B' a B. 





A 
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Advertencia. Cuando se aplica el teorema 8.5.2 es fácil olvidar si P es la matriz 
transición de B a B' (incorrecto) o de B' a B (correcto). Puede ser útil escrivir (10) 
en la forma (9), teniendo en mente que los tres subíndices “interiores” son los 
mismos, y que los dos subíndices exteriores son los mismos: 





' subíndices 
internos 
' son los 
' mismos | 








a 

Los subíndices 

: externos son los 
mismos 





| 


Una vez que se domina este patrón, basta recordar que P = [/]g y es la matriz 
transición de B' a B y que P7? = [7]. y es su inversa. 


Ejemplo 1 Sea 7:R? > R? definido por 


Xy X¡ + X 
Encontrar la matriz 7 con respecto a la base estándar B = (e,, €,) para R2. y luego 


aplicar el teorema 8.5.2 para encontrar la matriz 7 con respecto a la base B' = 
tu,,U> $, donde 


Solución. En esta sección ya se demostró ver (2) que 


y): 
rlo= | A 


Para encontrar [7] y, a partir de (10) es necesario encontrar la matriz transición 


P=[0a 5 =|u1o $ [u3),| 
[ver (5)]. Por inspección, 
u¡ =€e,+e, 


u, = e, + 2e, 
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SEMEJANZA 


INVARIANTES 


BAJO 
SEMEJANZA 


de modo que 


El lector puede comprobar que 


Zo El 
e 


de modo que por el teorema 8.5.2 la matriz 7 con respecto a la base B' es 


0 Pa id aa 1] [20 
EE me: da A Jl o 


lo que concuerda con (4). A 


La relación en la fórmula (10) es tan importante que existe terminología asociada 
con ella. 





OBSERVACIÓN. Nótese que la ecuación B = P714P se puede volver a escribir 
como 


A=PBP"!=(P71) IBP"! 
Haciendo O = P7 | se obtiene 


4=07'BQ 


que establece que 4 es semejante a B; por tanto, B es semejante a A si y sólo si A 
es semejante a 5; así, en general, simplemente se dirá que A y B son semejantes. 


Las matrices semejantes a menudo tienen propiedades en común; por ejemplo, si 4 
y B son matrices semejantes, entonces A y B tienen el mismo determinante. Para 
darse cuenta de que así es, supóngase que 


B=P"?AP 
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Entonces 


det(B) = det( P7'AP) = det( P"')det(4)det(P) 





1 
a det(4)det(P) = det(4) 


Se hace la siguiente definición. 


| Definición. Se dice que una propiedad de las matrices cuadradas es invariante 


bajo semejanza si tal propiedad es compartida por dos matrices semejantes cuales- 
quiera. 





En los términos de esta definición, el determinante de una matriz cuadrada es un inva- 
riante bajo semejanza. En la tabla 1 se enumeran otros invariantes bajo semejanza im- 
portantes. La demostración de algunos de los resultados de la tabla 1 se proporciona en 
los ejercicios. 

Por el teorema 8.5.2 se concluye que dos matrices que representan al mismo 
operador lineal TV => V con respecto a dos bases diferentes son semejantes. En- 
tonces, si B es una base para V y la matriz [7]¿ posee alguna propiedad que no 
varía bajo semejanza, entonces para toda base B' la matriz [7] tiene la misma 
propiedad. Por ejemplo, para dos bases cualesquiera B y B' se debe tener 


det([ 7 ]y) = det([ 7 ]y) 


Por esta ecuación se concluye que el valor del determinante depende de 7, pero no 
de la base particular que se usa para obtener la matriz para 7. Así, el determinante 
se puede considerar como una propiedad del operador lineal 7; de hecho, si V es 
un espacio vectorial de dimensión finita, entonces el determinante del operador 
lineal T se puede definir como 


TABLA 1. Invariantes bajo semejanza 


A es invertible si y sólo si P7 AP es invertible. 


Dimensión del Si A es un eigenvalor de 4 y P7LAP, entonces el 
eigenespacio eigenespacio de 4 correspondiente a A y el 
eigenespacio de P7*4P correspondiente a A tienen la 
misma dimensión. 
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UN EJEMPLO 
GEOMETRICO 


Figura 3 


det(7) = det([7]5) (11) 


donde $5 es cualquier base para Y. 


Ejemplo 2 Sea 7:R? > R? definido por 
8 == - 


Solución. Puede elegirse cualquier base B y calcular det( | 7] y). Si se considera la 
base estándar, entonces por el ejemplo 1 


Encontrar det(7). 





de modo que 
det(T) = pe 6 
ES 
Si se hubiese elegido la base B' = (u,, u,j del ejemplo 1, entonces se hubiera 
obtenido 
ES 
2 10 3 
Por tanto 
2 0 
t(T)= = 6 
det(T') 0.3 








lo cual concuerda con el cálculo precedente. A 


Ejemplo 3 Sea / la recta en el plano xy que pasa por el origen y forma un 
ángulo con el eje x positivo, donde O < O < 7. Como se ilustra en la figura 3, 
sea T:R? => R? el operador lineal que mapea cada vector en su reflexión con 
respecto a la recta /. 





Figura 4 


8.5 Semejanza / 501 


a) Encontrar la matriz estándar para 7. 
b) Encontrar la reflexión del vector x = (1, 2) con respecto a la recta / que pasa 
por el origen y forma un ángulo 0 = 7z/6 con el eje x positivo. 


Solución de a). Se podria proceder como en el ejemplo 5 de la sección 4.3 e 
intentar construir la matriz estándar a partir de la fórmula 


[7 1¿ =[7]=[7(e,) + 7(e,)] 


donde B = fe,, e,) es la base estándar para R?. Sin embargo, es más fácil usar otra 
estrategia; en vez de hallar directamente [7]y, primero se encontrará la matriz 
[7] y, donde 


B' =(u,, us) 


es la base que consta de un vector unitario u a lo largo de ! y de un vector unitario 
uz perpendicular a / (figura 4). 





Una vez que se ha encontrado [7]¿. se efectúa un cambio de base para en- 
contrar [7]. Los cálculos son como sigue: 


T(U,) =u; y T(u;) = —u) 


] 
[T(u;)]y = A y Tl(us)ly = Noi 


[717 = P Be 


Por los cálculos en el ejemplo 6 de la sección 6.5, la matriz transición de B'a B es 


de modo que 


Por tanto, 


¡ o y $ 
P=|(ujl, ! tuslp]=| sere (12) 


E z Pene cos 0 
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EIGENVALORES 
DE UN 
OPERADOR 
LINEAL 


Por la fórmula (10) se deduca que 
[714 =P[ 714 P""' 
Así, por (12) la matriz estándar para 7 es 
cos0 —sen0 || 1 0 cos 8 sen0 
PsP POS 
LEI A8 Le pp cos A 1 cos d 
_ | cos“9-sen*8 2 send cos O 
2 senB8cos O sen?8— cos? 8 


_ | cos 20 sen 20 
| sen28 —cos 28 


Solución de b). Por el inciso a) se concluye que la fórmula para 7 en notación 


matricial es 
y x|Y [cos 20 sen 20 || x 
y sen20 —cos20|| y 


Sustituyendo 0 = 1/6 en esta fórmula se obtiene 


de modo que 


Por tanto, 7(1,2)=(4+ V3, 2D). A 


Los eigenvectores y los eigenvalores se pueden definir para operadores lineales 
también como matrices. Un escalar 4 se denomina eigenvalor de un operador lineal 
TY = V si en Y existe un vector x diferente de cero tal que 7x = Ax. El vector x se 
denomina eigenvector de T correspondiente a 4. De manera equivalente, los 
eigenvectores de T correspondientes a A son los vectores diferentes de cero en el 
núcleo de A/ — 7 (ejercicio 15). Este núcleo se denomina eigenespacio de T 
correspondiente a A. 


Se puede demostrar que si Y es un espacio vectorial de dimensión finita y B 
es cualquier base para y, entonces 






1. Los eigenvalores de 7 son iguales a los eigenvalores de [7] y. 
2. Un vector x es un eigenvector de 7 correspondiente a A sí y sólo si su matriz 
coordenadas [x]y es un eigenvector de [7] y correspondiente a 4. 
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Se omiten las demostraciones. 


Ejemplo 4 Encontrar eigenvalores y bases para los eigenespacios del operador 
lineal 7:P, => P, definido por 


Tla+ bx+cx?)= —2c + (a +2b+c)x + (a + 30)x? 


Solución. La matriz 7 con respecto a la base estándar B = (1, x, x2y es 


0 O. =2 
Ms 1 23 
l 0 3 


(comprobar). Los eigenvalores de T'sonA = 1 y A = 2 (ejemplo 5 de ia sección 7.1). 
También por ese ejemplo, el eigenespacio de [7] correspondiente a 4 = 2 tiene la 
base [u,, u,?, donde 


e. 0 
u, = 0 |, u=]| 1 
l 0 


y el eigenespacio de [7] g correspondiente a A = 1 tiene la base (uz y, donde 
2 
uy = | 
] 
Las matrices u,, u, y uz son las matrices de coordenadas con respecto a 8 de 
Ppp=-1+x%  p=x  p=-2+x+x=? 
Así, el eigenespacio de 7 y correspondiente a 4 = 2 tiene la base 
(P Pa) = (1 +x%, x) 
y el correspondiente aA = 1 tiene la base 


(D3) = ([-2+x+x%) 


Como comprobación, el lector debe usar la fórmula dada para 7 a fin de verificar 
que 7(p,) = 2p,, 7(p,) = 2p, y T(P)=P3. A 


Ejemplo 5 Sea 7:R? + R3 el operador lineal definido por 


504 / Transformaciones lineales 


Xy NS 
TL | x, =| x,+2x),+2x3 
X3 ÍA 


Encontrar una base para R* con respecto a la cual la matriz para 7 sea diagonal. 


Solución. Primero se encontrará la matriz estándar para 7”, luego se buscará un 
cambio de base que diagonalice la matriz estándar. 
Si B= (e,, e,, €e,) denota la base estándar para R*, entonces 


0 0 0 0 =2 
T(e)=7T| lo | ]=| 11 7e>)=7| | 11 1=121 7e)=7|lo||=| 1 
0 0 0 3 


de modo que la matriz estándar para 7 es 


0. 0 -2 
[T]=11. 2 1 (13) 
1.0.3 


Ahora se quiere cambiar de la base estándar B a una nueva base B' = (u,,u,,uzja 
fin de obtener una matriz diagonal para 7. Si se hace que P sea la matriz 
transición de la base desconocida B' a la base estándar B, entonces por el teorema 
8.5.2 las matrices 7 y [7] se relacionan mediante 


[7] =P [T]P (14) 


En el ejemplo 1 de la sección 7.2 se encontró que la matriz la expresión (13) es 
diagonalizada por 


== O: =2 
P= 0 | ] 
1 0 ] 


Como P representa la matriz transición de la base B' = (u¡,u,.uzja la base 
estándar B = (e,, €e,, ez), las columnas de P son [u; ]g, [uz]g y [uz]z, de modo 


que 
al 0 —2 
[u 1 = 0 1, [wm]¿=]|1 |. [uz], = l 
l 0 l 
Por tanto, 


uy = (— De, + (0O)e, + (1)e, = 0 
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u> = (0)e, + (De, + (0)e, = 


uz = (— 2)e, + (De, + ()e; = 
l 


son vectores básicos que producen una matriz diagonal para [7]. Como compro- 
bación, en seguida se calculará directamente [7] y. Por la fórmula dada para 7' se 


tiene que 
2 0 == 
T(u;) = 0 |=2u,, T(uw)=|2|=2u,, T(u;) = 1] =u 
2 0 l 
de modo que 
2 0 0 
[Tula = 0], — [T(u)¿=|2 |, — [7(u3)]¿=|0 
0 6 ] 
Por tanto, 
2.0.0 
(77 =|[7(19)1y: $ [7(63)1y 3 71D, | =|0 2 0 
0 0 1 
Esto es consistente con (14), ya que 
] 0 2 |10 0 =24 11 oO -2 
P!T]P = ] ] 1 Z l 0 ] ] 
— 1 O —1||1 0 3 ] 0 ] 
0 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 8.5 


En los ejercicios del 1 al 7 encontrar la matriz 7 con respecto a B, y usando el teorema 
8.5.2 para calcular la matriz 7 con respecto a B". 


1. T:R? > R? está definido por 


(Li) 1] 


B= (u,, u) y B'= ([v,, v,), donde 
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10. 


11. 


4 E) o Poli 


B= (fu,, uy B'= (v,, v,), donde 


“El oe-Lh Ed [El 


. TR? > R? es la rotación de 45% con respecto al origen, B y B' son las bases del 


ejercicio 1. 


. TR? > R? está definido por 


Xi X; + 2X> == Xz 
T X> = —=X 
X3 a 


B es la base estándar para R? y B' = (V,> Y Y3), donue 


l l 11 
Y =| 0], Yv=!|11, vy=|1l 
0 0 1 
. T:R? => RÍ es la proyección ortogonal sobre el plano xy; B y B' son como en el ejercicio 
4, 


. T.R? => R' está definido por 7(x) = 5x; B y B' son las bases del ejercicio 2. 


. T.P, >P, está definido por T(a¿ + a,x)= ay +a (x+1)B= (pp) yB'= (q, 9,» 


donde p, =6+3x, p,=10+2x,q,=2,q,=3+2x. 


. Encontrar det(T) 


a) T:R?=R?, donde T(x,, x,) = (Bx, — 4x,, —x, + 7x>) 
b) T:RI—=>R?, donde T(x,, Xx, X3) = (A, — M2, X2 — M3, Mz — X1) 
c) T:P,—=>P.,, donde T(p(o)) = p(x — 1) 


. Demostrar que las siguientes características son invariantes bajo semejanza. 


a) Rango. b) Nulidad. c) Invertibilidad. 


Sea 7:P, > P, el operador lineal definido por la fórmula 7(p(x)) = pQx + 1). 

a) Encontrar una matriz para 7 con respecto a alguna base conveniente, luego, usando 
el resultado del ejercicio 9, encontrar el rango y la nulidad de 7. 

b) Con el resultado del inciso a), determinar si 7 es uno a uno. 


En cada inciso, hallar una base para R? con respecto a la que la matriz para T sea dia- 
gonal. 


A A A A e e ts 


A 


12. 


13, 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


Xx] A ap 4x == Y) 
El rl) Ñ La + ha ds rl) y Ps + 5] 


En cada inciso, encontrar una base para R* con respecto a la que la matriz para T sea 
diagonal. 


Xj —2x, el X2 — X3 X1 —=X2 FX; 
a) TM ix|]= DA O q b) T[| 1] =| —=x, +2x; 
x3 A == Za Xx; Xx, +X) 
Xy Ax, FX; 
co) T|lx]1]=|2x, + 3x,+2x; 
Xy x¡ + 4x) 
Sea TP, > P, definido por 
a) Encontrar los eigenvalores de 7. b) Hallar bases para los eigenespacios de 7. 
Sea T:M,,, > M,, definido por 


le). 7 


a) Encontrar los eigenvalores de 7. 
b) Obtener las bases para los eigenespacios de 7. 


Sea A un eigenvalor de un operador lineal 7:V > V. Demostrar que los eigenvectores de 
T correspondientes a A son los vectores diferentes de cero en el núcleo de 17 — T. 


Demostrar que si 4 y B son matrices semejantes, entonces 4? y B? también son 
semejantes. De manera más general, demostrar que 4* y B* son semejantes, donde k es 
un cualquier entero positivo. 


Sean C y D matrices m X n, y sea B= (v,, V,,. - . , Y, ) una base para un espacio 
vectorial Y. Demostrar que si C[x],= D[x] para todo x en Y, entonces € =D. 


Sea l una recta en el plano xy que pasa por el origen y forma un ángulo € con el eje x 
positivo. Como se ilustra en la figura 5, sea T 'R? > R? la proyección ortogonal de R? 
sobre 1. Con el método del ejemplo 3, demostrar que 


ni )- cos0  senGcos O|l x 
y senO cos 9  sen?0 y 


[Nota. Ver el ejemplo $ de la sección 4.3.] 





Figura 5 
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1. Sean A una matriz 4 X n, B una matriz n X 1 diferente de cero y x un vector en R” 
expresado en notación matricial. ¿Es 7(x) = Ax + B un operador lineal sobre R”? 
Justificar la respuesta. 


2. Sea 


Yy= coso —sen0 
sen 6 cos Y 
a) Demostrar que 


y boda fer y hee porel 
a , ye 


| sen20 cos 20 sen30 cos 38 


b) Conjeturar la forma de la matriz 4” para cualquier entero positivo ». 
c) Considerando el efecto geométrico de T:R? > R?, donde T es la multiplicación por 
A, obtener geométricamente el resultado del inciso b). 


3. Sea y, un vector fijo en un espacio Y con producto interior, y sea 7:V > V definido por 
T(v) = (v, Vo) Vo: Demostrar que 7' es un operador lineal sobre Y. 


4, Sean v,, Ya, - - - > Y, Vectores fijos en R”, y sea TR" > R” la función definida por 7(x) 
CS TA vd, donde x * v; es el producto interior euclidiano sobre RR” 
a) Demostrar que 7 es una transformación lineal. 
b) Demostrar que la matriz con vectores renglón v,, y 
para 7. 


ES la matriz estándar 


5. Sean (e,, e,, e,, €,) la base estándar para R* y T:R* => R? la transformación lineal para 
la cual 


T(e,) = (1, 2, 1), T(e,) = (0, 1, 0), 
T(e3) = (1, 3, 0), Me) = (1, 1, 1) 


a) Encontrar bases para el recorrido y el núcleo de 7. b) Encontrar el rango y la 
nulidad de 7. 


6. Supóngase que los vectores en R? se denotan por matrices de 1 X 3, y definase TR > 
R? por 


124 
Tx x x)=lx xx] e dl 
de de 20 


a) Encontrar una base para el núcleo de 7. 
b) Encontrar una base para el recorrido de 7. 


le rr rt rl il ra a AMA la LA Ad A lA. ll rr ds E A ll ADAL ir DO AE A tasa rol ALAS a lab re is Al ES NAAA ALEDO: PRA RARA 


7. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
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Sean B = (v,, Y), Vz V,) una Dase para un espacio vectorial Y y T:V => V el operador 
lineal para el que 

T(V¡) = v, + Vo) + v3 + 3v4 

T(v>,) = v, — v> + 2v3 + 2v, 

T(v¿) = 2v, — 4v, + 5v3 + 3va 

T(va) = —2v, + 6v, — Óv3 — 2va 
a) Encontrar el rango y la nulidad de 7.:  b) Determinar si 7 es uno a uno. 


. Sean V y W espacios vectoriales, 7, T, y T, transformaciones lineales de V a W y k un 


escalar. Nuevas transformaciones, T, + 7, y kT, se definen mediante las fórmulas 


(T, + TA) = 7,2) + 7(x) 
KT Ax) = (TA) 
a) Demostrar que (7, +7): Y WyKkT: V > W son transformaciones lineales. 


b) Demostrar que el conjunto de todas las transformaciones lineales de V a W con las 
operaciones del inciso a) forman un espacio vectorial. 


Sean A y B matrices semejantes. Demostrar lo siguiente: 
a) 47 y BY son semejantes. 
b) Si A y B son invertibles, entonces 47? y B”! son semejantes. 


(Teorema alternativo de Fredholm). Sea T:V => V un operador lineal sobre un espacio 
vectorial 1 dimensional. Demostrar que se cumple exactamente una de las siguientes 
proposiciones: 

1) La ecuación 7(x) = b tiene una solución para todos los vectores b en /. 

11) Nulidad de 7 > 0. 


Sea 7:M,, > M,, el operador lineal definido por 
Il 1 0 0 
T(X) = X+X 
O 0 l 1 
Encontrar el rango y la nulidad de 7. 


Demostrar: Si A y B son matrices semejantes y si C y D son matrices semejantes, 
entonces A y C son matrices semejantes. 


Sea T.M,, > M,, el operador lineal definido por 7(M) = MÍ. Encontrar la matriz para 
T con respecto a la base estándar para M.,. 


Sean B = (u,, u,, Uy) y B'= [v,, v,, v,j bases para un espacio vectorial V, y sea 


Ze 3 
P=|1 l 4 
0 l Z 


la matriz transición de 5'aB 


a) Expresar v,, Y,, V, como combinaciones lineales de u,, u,, u,. 
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15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


u,, u, como combinaciones lineales de v,. Y... y 


b) Expresar UU), U, 12 Va» Yg 


Sean B = (u,, u,, u,; una base para un espacio vectorial Y y 7:Y' > V un operador 
lineal tal que 


=E 7 
[Tlj=1 1 0 -2 
0 10 


Encontrar [7], donde B' = (v,, v,, v¿3 es la base para Y definida por 
Y = 4, V, = U, +U,, Y = U, + UU) +Uu, 
Demostrar que las matrices 
lo 1 AN 
ar les 
son semejantes, pero que 
3 l =1. 2 
a Ei y Ñ 
no lo son. 


Supóngase que 7:V' > Y es un operador lineal y que B es una base para Y tal que para 
cualquier vector x en Y 


X| =— A> + Xy X] 
[760], = Xx, Si [x]¿=] x 
Xx] y X3 X3 


Encontrar [ 7]. 


Sea T:V => V un operador lineal, Demostrar que 7 es uno a uno si y sólo s1 det(T7) 4 0. 


(Para quienes ya estudiaron Cálculo). 

a) Demostrar que la función D:CU—o 0) > F(—0o, eo) definida por D(f) = f'(x) es 
una transformación lineal. 

b) Encontrar una base para el núcleo de D. 

c) Demostrar que la función que satisface la ecuación D(f) = Ax) forma un subespacio 
bidimensional de C%(— oo, 00), y encontrar una base para este subespacio. 


Sea T.P, > R? la función definida por la fórmula 


pl= 
Tp) =| p(0) 
pc) 


a) Encontrar Té + 5x + 6). 

b) Demostrar que 7 es una transformación lineal. 
c) Demostrar que 7 es uno a uno. 

d) Encontrar 


21. 


22. 


23. 
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TOA ]3 
0 


e) Trazar la gráfica del polinomio del inciso d). 


Sean x,, x, Y x, números reales distintos tales que x, < x, < x,, y sea TP, >R? la 


función definida por la fórmula 
p(x,) 
M(pG)) = | plx2) 
p(x3) 


a) Demostrar que T es una transformación lineal. 
b) Demostrar que 7 es uno a uno. 
c) Comprobar que si a,, a, y a, números reales cualesquiera, entonces 


ay 
pa a) = 41 P (x) + a2P Ax) + azPy(x) 
a 
donde 
(x — xXx — 13) (x — x)(x — x3) (1 — xx —x>,) 
Pp AA P € 2, E ___-. ( —_———— 
1) (1 — X2)M, — x3) 2) (2 — Xx MX) — x3) 26) (3 — Xx — x2) 


d) ¿Qué relación existe entre la gráfica de la función 
ayP (x) + a2P yx) + az Py) 
y los puntos (x,, 4,), (x, 4,) y (x,, 43)? 


(Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sean p(x) y q(x) funciones continuas, y sea V el 
subespacio de C(— o, o) que consta de todas las funciones que son derivables dos 
veces. L:V => V se define como 


LG) = y 00) + pQo)y "00 + quo ya) 


a) Demostrar que L es un operador lineal. 

b) Considérese el caso especial en que p(x) = 0 y q(x) = 1. Demostrar que la fun- 
ción p(x) = c, sen x+ c, cos x es el espacio nulo de £ para todos los valores reales 
dec, y C,. 


(Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sea DP => dea el operador derivación D(p) = 
p'. Demostrar que la matriz para D con respecto a la base B=([l,x,x%,...,x”) es 


0100 --- 0 
O 0-2 Us. 
0.003 +++ 0 
0.0.0.0 n 


A . 


a a A A ALL CIR a LR e A A 


5312 / Transformaciones lineales 


24. (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Puede demostrarse que para cualquier número 
real c, los vectores 





forman una base para P . Encontrar la matriz para el operador derivación del 
ejercicio 23 con respecto a esta base. 


25. (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sea J:P_ > P _,, la transformación integración 





definida por 
A 4 > a, má 
Hp) = (4) Fa Xx +: o. e dx =a4x + x "+ e , ] 
2 n+l 
donde p = a ¿+ ax+ooo+ ax”. Encontrar la matriz para J con respecto a las bases 


estándar para P_yP,,,,. 





CAPÍTULO 9 


TEMAS 
COMPLEMENTARIOS 





9.1 APLICACIONES A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 





TERMINOLOGÍA 


Muchas leyes de física, química, biología y economía están descritas en términos 
de ecuaciones diferenciales; es decir, ecuaciones en las que aparecen funciones y 
sus derivadas. El objetivo de esta sección es ilustrar una forma en que se puede 
aplicar el álgebra lineal para resolver ciertos sistemas de ecuaciones diferen- 
ciales. El alcance de esta sección es corto, aunque ilustra un área importante de 
aplicación del álgebra lineal. 





Una de las ecuaciones diferenciales más simples es 
y =ay (1) 


donde y = f(x) es una función desconocida a determinar, y' = dy/dx es su derivada 
y a es una constante. Como casi todas las ecuaciones diferenciales, (1) tiene 
infinidad de soluciones; se trata de las funciones de la forma 


y=c2% (2) 


donde c es una constante cualesquiera. Cada función de esta forma es una solución 
de y' = ay, ya que 


y' =cae"*= ay 
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LINEALES DE 
ECUACIONES DE 
PRIMER ORDEN 


A A e A il Pa lr o CILA A PP ler ca 


Recíprocamente, toda solución de y' = ay debe ser una función de la forma ce 
(ejercicio 7), de modo que (2) describe las soluciones de y' = ay. La expresión (2) 
se denomina solución general de y' = ay. 

Algunas veces el problema físico que genera una ecuación diferencial 
impone alguna condición agregada que permite aislar una solución particular 
de la solución general. Por ejemplo, si se requiere que la solución de y' = ay 
cumpla la condición agregada 


v(0)=3 (3) 


es decir, y = 3 cuando x = 0, entonces al sustituir estos valores en la solución ge- 
neral de y = ce* se obtiene un valor para c, a saber, 


Así, 


es la única solución de y' = ay que satisface la condición agregada. Una condición 
como (3), que especifica el valor de la solución en un punto, se denomina 
condición inicial, y el problema de resolver una ecuación diferencial sujeta a una 
condición inicial se denomina problema con valor inicial. 


En esta sección se explica cómo resolver sistemas de ecuaciones diferenciales de la 
forma 


=411Y, + G32Y2 + 007 + ina 


? 
Ya = Any + Aa RA a 


| (4) 
y as Gan ad PIS A GraYn 
donde y, = 00, Y, =J300, . - . > Y, =S,() son funciones que serán calculadas y 


las a,, SON constantes. En notación matricial, (4) se"puede escribir como 


y] Gi Ga 22? 4, Y] 
y) day Br "0 Aa, Ya 
' > 
Vi A, 1 a n a nn Y ”n 
o, más brevemente, como 
Y” = AF 


Ejemplo 1 


a) Escribir el siguiente sistema en forma matricial: 


ALA ALL GDA A a 
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y= 3 
y, = =2y, 
y3= Sy 


b) Resolver el sistema. 
c) Obtener una solución del sistema que cumpla las condiciones iniciales y, (0) = 
l, y¿(0) = 4 y y¿(0) = —2. 


Solución de a). 


y 3 0 Ol y, 
y |=]0 -2 0] (S) 
y 0 0 5 Y3 
o bien, 
3 0 0 
rr=l0 —2 0|Y 
0 0 5 


Solución de b). Debido a que en cada ecuación hay sólo una función descono- 
cida, las ecuaciones se pueden resolver individualmente. Por (2) se obtiene 


3x 


y] = Cil 
yy=ce " 
gos cje?* 
o bien, en notación matricial, 

3x 

Yi c¡€ 
E —2x 
Y = Y> = C7€ 

Sx 

Y3 C3€ 


Solución de c). A partir de las condiciones iniciales dadas, se obtiene 


| = y,(0) = c,e2 =C€] 
4 = y,(0) = cje" —= C) 


Ss Es 0= 
=2 = y3(0) = cje” =cC, 
de modo que la solución que satisface las condiciones iniciales es 
A en y, = 4e 7 ia y, = —2e 28 


o bien, en notación matricial, 
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y e 
Y=| y, |= de “| A 
y3 est 


El sistema del ejemplo precedente es fácil de resolver porque para cada 
ecuación sólo hay una función desconocida, y este hecho se debe a que la matriz de 
coeficientes (5) para el sistema es diagonal. Sin embargo, ¿cómo manejar un sis- 
tema 


Y" =AY 


en el que la matriz 4 no es diagonal? La idea es sencilla: se intenta hacer una 
sustitución para Y con la que se cvtenga un nuevo sistema con una matriz de coe- 
ficientes diagonal; se resuelve este nuevo sistema más simple y luego se usa esta 
solución para determinar la solución del sistema original. 

El tipo de sustitución que se tiene en mente es 


Yy = Pip] + Pato +00 + Pipa, 
Ya = P2141 + Pa2U) +3 7 5 Pap, 


(6) 
Y n — Ppi4y + Pp24> LS EPA 


o bien, en notación matricial, 


Y Pir Pr 5 1 
Ya] |P21 Pa Pan || Y2 
Y Pay Pn Prn Uy | 
o, más brevemente. 
Y = PU 


En esta sustitución, los coeficientes p,/ Son constantes por determinar de forma que 
el nuevo sistema con las funciones desconocidas 4,, 4), ... , 4, tenga una matriz 
de coeficientes diagonal. Se deja como ejercicio para el lector derivar cada ecua- 
ción en (6) y obtener 


y" = PU! 


Si se efectúan las sustituciones Y = PU y Y' = PU” en el sistema original 


PROCEDI- 
MIENTO PARA 
RESOLVER UN 
SISTEMA DE 
ECUACIONES 
DIFERENCIALES 
LINEALES DE 
PRIMER ORDEN 


cria ia o ll iio pl nd a a os a rl car 
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y si se supone que P es invertible, se obtiene 


PU" = A(PU) 
o bien, 
U' =(P"*AP)U 
o bien, 
U” = DU 


donde D = P7!*4P. La elección de P resulta evidente ahora; si se quiere que la 
nueva matriz de coeficientes D sea diagonal, P se debe elegir a P como una matriz 
que diagonalice a 4. 


Lo anterior sugiere el siguiente procedimiento para resolver un sistema 


Y" = AY 
con una matriz de coeficientes diagonalizable A. 


Encontrar una matriz P que diagonalice a 4. 


Hacer las sustituciones Y = PU y Y' = PU" para obtener un nuevo 
"sistema diagonal" U" = DU, donde D = P-1A4P. 


Resolver UY = DU. 


Determinar Y a partir de la ecuación Y = PU. 





Ejemplo 2 
a) Resolver el sistema 


Y Y+ » 
y, = 4y, — 2y, 


b) Encontrar la solución que cumpla las condiciones iniciales 


y,(0) = 1, y,(0) = 6. 


Solución de a). La matriz de coeficientes para el sistema es 
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A A A 


Como se explicó en la sección 7.2, A es diagonalizada por cualquier matriz P 
cuyas columnas sean eigenvectores de A linealmente independientes. Como 


A 1 1] 


det(A1— 4) = -4 4+2| 


= A+ 4A-6=(A+3XA—2) 





los eigenvalores de 4 sonA = 2, 4 = —3. Por definición, 


es un eigenvector de 4 correspondiente a A si y sólo si x es una solución no trivial 
de (47 — A)x =0, es decir, de 


e AE 


SIA = 2, este sistema se convierte en 


de modo que 
Asi, 


es una base para el eigenespacio correspondiente a A = 2. De manera semejante, el 
lector puede demostrar que 


es una base para el eigenespacio correspondiente a4 = —3. Así, 


L 4 
li) 
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diagonaliza a A y 


p=ptap=|?  ' 
0: +3 


Por consiguiente, la sustitución 


produce el nuevo "sistema diagonal" 


iebuale 0 . SE 
0-3 | 


Por (2), la solución de este sistema es 


2x 
== es hi c¡€ 
3x y 5 ae > 


U, =C,e 


de modo que la ecuación Y = PU produce como solución para Y a 


Pf a leen], [aetrdee o 
y Yi 11 1 ce” N ce + ce 7% 


E AS 
ate =10e (7) 


3x 


o bien, 


e E 01 


Solución de b). Si las condiciones iniciales dadas se sustituyen en (7), se obtiene 
C1 > 30) = | 
Cc¡+ Cc,=6 

La solución de este sistema es 


de modo que por (7) la solución que satisface las condiciones iniciales es 


En esta sección se ha supuesto que la matriz de coeficientes de Y = AY es 
diagonalizable. En caso de no serlo, se deben usar otros métodos para resolver el 
sistema. Estos métodos se analizan en textos más avanzados. 
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EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 9.1 


l. a) Resolver el sistema 


y y 4, 
y, = 2y, + 3y, 


b) Encontrar la solución que satisface las condiciones iniciales y,(0)= 0, y,(0) =0. 
2. a) Resolver el sistema 


y] = y, +3, 
ya = 4y, + Sy, 


b) Encontrar la solución que satisface las condiciones iniciales y, (0) = 2, y, (0) = 1. 


3. a) Resolver el sistema 


y= %, + y 
y? = —2y1 + Ya 
y3= —2y, + y 
b) Encontrar la solución que satisface las condiciones iniciales y, (0) = —1, y,(0)= 1, 
y(0)= 0. 


4, Resolver el sistema 
y, = 4y, + 2y, + 2y, 
y, = 2y, + 4y, + 2y, 
y3 = 2y, + 2y, + 4), 
5. Resolver la ecuación diferencial y" — y' — 6y =0. [Sugerencia. Hacer y, = y, y, = Y' y 
luego demostrar que 
Y = Y 
E A 
6. Resolver la ecuación diferencial y” — 6y"+ l|ly' — 6y = 0. [Sugerencia. Hacer y, = y, 
v, = Y, y, = Y” y luego demostrar que 
y] = ya 
y», 
y3 = 6y, — 11y, + 6y3] 


7. Demostrar: Toda solución de y' = ay es de la forma y = ce*. |Sugerencia. Sea y = fx) 
una solución y demostrar que f(1Je”” es constante. | 


8. Demostrar: Si A es diagonalizable y 
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satisface Y = AY, entonces todo y; es una combinación lineal de e a AA 


donde A,,A 


1» Ap -- 


. , A, son eigenvalores de 4. 





9.2 GEOMETRÍA DE LOS OPERADORES LINEALES SOBRE FA? 





Figura 1 





En la sección 4.2 se estudiaron algunas propiedades geométricas de los operado- 
res lineales sobre R? y R3. En esta sección se estudiarán con mayor profundidad 
los operadores lineales sobre R?. Algunas de las ideas que se presentarán poseen 
importantes aplicaciones al campo en desarrollo de la elaboración de gráficas 
por computadora. 


Si T:R? => R? es el operador matricial cuya matriz estándar es 


E 
)-le 1)-[e72] A 


Existen dos interpretaciones geométricas igualmente aceptables de esta fórmula. 
Los elementos de las matrices 


Xx ax + by 

y A cx + dy 
se pueden considerar como componentes de vectores o como coordenadas de 
puntos. Con la primera interpretación, 7 transforma flechas en flechas y con la 


segunda, puntos en puntos (figura 1). La elección de cualquiera de estas 
interpretaciones es una cuestión subjetiva. 


entonces 


(ax + by, cx + dy) y e (ax +by, cx + dy) 





T mapea vectores en vectores. 


T' mapea puntos en puntos. 
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En esta sección, los operadores lineales sobre R? se considerarán como 
transformaciones de puntos en puntos. Una manera de representar el comporta- 
miento de un operador lineal es observar su efecto sobre los puntos de figuras 
sencillas en el plano. Por ejemplo, en la tabla 1 se muestra el efecto de algunos 
operadores lineales básicos sobre un cuadrado unitario que se ha coloreado par- 
cialmente. 


TABLA 1 


Matriz estándar Efecto sobre el cuadrado unitario 


Reflexión con 
respecto al eje y 


Reflexión con 
| respecto al eje x 


Reflexión con 
respecto a la recta 
y=x 


sentido contrario a sen O cos O Ay 
las manecillas del 
reloj por un ángulo 9 


lo 


Rotación en En 0 — sen O (00S 8) - Sen O, sen dl + cos f) 





En la sección 4.2 se analizaron reflexiones, proyecciones, rotaciones, con- 
tracciones y dilataciones de R?_A continuación se considerarán otros operadores 
lineales básicos sobre R?. 


A 





EXPANSIONES Y 
COMPRESIONES 


Figura 2 
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Si la abscisa de cada punto del plano se multiplica por una constante positiva k, 
entonces el efecto es expandir o comprimir cada figura del plano en la dirección x. 
Si0<k< 1, el resultado es una compresión, y si k > 1, una expansión (figura 2). 
Un operador así se denomina expansión (o compresión) en la dirección x con 
factor k. De manera semejante, si la ordenada de cada punto del plano se 
multiplica por una constante positiva k, se obtiene una expansión (o compresión) 
en la dirección y con factor k. Se puede demostrar que las expansiones y las 
compresiones a lo largo de los ejes de coordenadas son transformaciones lineales. 


ed ta da 





(Cuadrado unitario) (Compresión) k =35 (Expansión) k = 2 


Si T:R? > R? es una expansión o una compresión en la dirección x con factor k, 


ml el 


de modo que la matriz estándar para T es 


eel 


De manera semejante, la matriz estándar para una expansión o una compresión en 


la dirección y es 
1.0 
O k 


Ejemplo 1 Supóngase que el plano xy primero se expande o comprime por un 
factor k, en la dirección x y que luego se expande o comprime por un factor k, en 
la dirección y. Encontrar un solo operador matricial que efectúe ambas opera- 
ciones. 


Solución. Las matrices estándar para las dos operaciones son 


5, ha 


Expansión x (compresión) Expansión y (compresión) 
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Así, la matriz estándar para la composición de la operación x seguida de la 


operación y es 
] 
el 0 xk, 60 a k, 0 0) 
O k,|]0 1 Ok, 


En el caso especial en que A, y k, son iguales, por ejemplo k, = k, = k, nótese que 


(2) se simplifica a 
A= 
0 k 


que es una dilatación o una contracción (tabla 8 de la sección 4.2). A 


DESLIZA- Un deslizamiento cortante en la dirección x con factor k es una trans- 
MIENTOS formación que mueve cada punto (x, y) paralelo al eje x en una cantidad ky 
CORTANTES hasta la nueva posición (x + ky, y). Bajo una transformación de este tipo, los 


puntos que están sobre el eje x no se mueven porque y = O. Sin embargo, a 
medida que se avanza alejándose del eje x, la magnitud de y aumenta, de 
modo que aquellos puntos más alejados del eje x recorren una mayor distancia 
que los puntos más próximos a él. 





A> al y 
lx kw, vw) tx+ky, vi 
| 
| 
| 





ho0 i k<O 


Figura 3 Cuadrado unitario. Oblongamiento en la dirección x con factor k. 


Un deslizamiento cortante en la dirección y con factor k es una transfor- 
mación que mueve cada punto (x, y) paralelo al eje y en una cantidad kx hasta la 
nueva posición (x, y + kx). Bajo una transformación de este tipo, los puntos que 
están sobre el eje y permanecen fijos, y los puntos alejados del eje y recorren una 
mayor distancia que los puntos próximos a él. 

Se puede demostrar que los deslizamientos cortantes son transformaciones 
lineales. Si 7:R? > R? es un deslizamiento cortante con factor k en la dirección x, 


e DA 





SEA PAR ERAS AAN SUSE RASTAS RS Pi VIA ESSE REO RAN ISE IRRADIA RAIN INCA NO AENA PA EN ARSENIO NAC ASAARARS] 





LO ARA e a BURCAP A cti 


do pia. 
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de modo que la matriz estándar para 7 es 


De manera semejante, la matriz estándar para un deslizamiento cortante en la 
dirección y con factor k es 


OBSERVACIÓN. La multiplicación por la matriz identidad 2 X 2 es el operador 
identidad sobre R?. Este operador se puede considerar como una rotación de 00, 
como un deslizamiento cortante a lo largo de cualquiera de los dos ejes con k = 0, 
o como una compresión o expansión a lo largo de cualquiera de los dos ejes con 
factor k= 1. 


Ejemplo 2 


a) Hallar una matriz de transformación de R? en R? que primero efectúe un des- 
lizamiento cortante en la dirección x con factor 2 y luego realice una reflexión 
con respecto a y =x. 

b) Encontrar una matriz de transformación de R2 en R? que primero efectúe una 
reflexión con respecto a y = x y luego un deslizamiento cortante en la dirección 
x con factor 2. | 


Solución de a). La matriz estándar para el deslizamiento cortante es 
y para la reflexión es 


Así, la matriz estándar para el deslizamiento cortante seguido de la reflexión es 


2d] 


Solución de b). La reflexión seguida del deslizamiento cortante se representa como 


ABE 


ida dd O A Ra “e 
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Figura 4 





En el último ejemplo, nótese que 4,4, * A,4,, de modo que el efecto de 
aplicar primero el deslizamiento cortante y luego la reflexión es diferente al efecto 
de aplicar primero la reflexión y luego el deslizamiento cortante. Este hecho se 
¡ilustra geométricamente en la figura 4, donde se muestra el efecto de las transfor- 
maciones sobre un cuadrado unitario. 






Oblongamiento 
en la dirección 
xconKk = 2. 










Refíexión con 
respecto a y = x, 





Oblongarmento 
en la dirección 
xconk = 2 







Reflexión con 
 Tespecto ay == x. 






Ejemplo 3 Demostrar que si 7:R? > R? es la multiplicación por una matriz 
elemental, entonces la transformación es una de las siguientes: 


a) Un deslizamiento cortante a lo largo de un eje de coordenadas. 

b) Una reflexión con respecto a y = x. 

c) Una compresión a lo largo de un eje de coordenadas. 

d) Una expansión a lo largo de un eje de coordenadas. 

e) Una reflexión con respecto a un eje de coordenadas. 

f) Una compresión o expansión a lo largo de un eje de coordenadas seguida de 
una reflexión con respecto a un eje de coordenadas. 


Solución. Debido a que al realizar una sola operación en los renglones de una 
matriz identidad 2 X 2 se obtiene una matriz elemental 2 X 2, ésta debe tener una 
de las formas siguientes (comprobar): 


PROPIEDADES 
GEOMÉTRICAS 
DE LOS 
OPERADORES 
LINEALES 
SOBRE R? 


9.2 Geometría de los operadores lineales sobre R* / 527 


Las dos primeras matrices representan deslizamientos cortantes a lo largo de los 
ejes de coordenadas y la tercera, una reflexión con respecto a y = x. S1 k > 0, las 
dos últimas matrices representan compresiones o expansiones a lo largo de los ejes 
de coordenadas, dependiendo de si0 <k<lok=> 1. Sik<O0 y si k se expresa en 
la forma k = —k,, donde k, > 0, entonces las dos últimas matrices se pueden es- 


cribir como 
a. 
0 1 0 1 o 1llo 1 
b Ab 15P ll q] (4) 
0 k 0 —k o —1ll0 


Como k, > 0, el producto en (3) representa una compresión o expansión a lo largo 
del eje x seguida de una reflexión con respecto al eje y, y (4) representa una 
compresión o expansión a lo largo del eje y seguida de una reflexión con respecto 
al eje x. En el caso en que k = —1, las transformaciones (3) y (4) simplemente son 
reflexiones con respecto a los ejes y y x, respectivamente. Á 


Las reflexiones, rotaciones, expansiones, compresiones y deslizamientos 
cortantes son, todas, operadores lineales uno a uno. Este hecho es evidente geomé- 
tricamente, ya que todos estos operadores mapean puntos distintos en puntos 
distintos. Esto también se puede comprobar de manera algebraica al verificar que 
las matrices estándar de los operadores son invertibles. 


Ejemplo 4 Intuitivamente resulta evidente que si el plano xy se comprime por un 
factor 5 en la dirección y, entonces el plano xy se debe expandir por un factor 2 en 
la dirección y a fin de que cada punto regrese a su posición original. En efecto, 


esto es así porque 
qa 1 0 
are 


representa una compresión en la dirección y con factor y , Y 


a 
02 


es una expansión en la dirección y con factor 2. A 


Esta sección concluye con dos teoremas que permiten conocer más las propiedades 
geométricas de los operadores lineales sobre R?. 






Teorema 9.2,1. Si T:R? >R? es la multiplicación por una matriz A invertible, 
entonces el efecto geométrico de T es el mismo que el de una sucesión idónea 
de deslizamientos cortantes, compresiones, expansiones y reflexiones. 
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Demostración. Como A es invertible, se puede reducir a la identidad mediante 
una sucesión finita de operaciones elementales en los renglones. Una operación 
elemental en los renglones se puede efectuar multiplicando por la izquierda por 
una matriz elemental. Así, existen matriz elementales £ p> E», - . . , E tales que 


Despejando A se obtiene 
ASE E ESO 


o bien, de manera equivalente, 


ASE E s=E* (5) 


Esta ecuación expresa a 4 como un producto de matrices elementales (ya que por 
el teorema 1.5.2 la inversa de una matriz elemental también es elemental). El 
resultado se concluye ahora por el ejemplo 3. |] 


Ejemplo 5 Suponiendo que k, y k, son positivos, expresar la matriz diagonal 


LS 
== |O  k, 


como un producio de matrices elementales y describir el efecto geométrico de la 
multiplicación por A en términos de expansiones y compresiones. 


Solución. Por el ejempio 1 se tiene que 


yo [4 0 ]_[1 0 ff 0 
E E O E 1 


lo cual demuestra que la multiplicación por 4 tiene el efecto geométrico de 
expandir o comprimir por un factor de A, en la dirección x y luego expandir o 
comprimir por un factor de 4, en la dirección y. Á 


[2 


como un producto de matrices elementales y luego describir el efecto geométrico 
de la multiplicación por 4 en términos de deslizamientos cortantes, compresiones, 
expansiones y reflexiones. 


Ejemplo 6 Expresar 
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Solución. A se puede reducir a / como sigue: 


slo ¿lo ko 


El segundo renglón El segundo renglón 
se suma —3 se multiplica por se suma —2 veces 
veces al segundo. | | — 1. al primero. 


Las tres operaciones consecutivas en los renglones se pueden efectuar al mul- 
tiplicar por la izquierda sucesivamente por 


1.0 0 h 0 
pa = Es = 
sl El q La , pi) : b ó 
A A E a E 
o O 


Leyendo de derecha a izquierda y observando que 


l 0 | 1 O||1 0 
o -2| |o -1j[o 2 
se concluye que el efecto de multiplicar por 4 es equivalente a 


1) efectuar un deslizamiento cortante por un factor de 2 en la dirección x, luego 
2) expandir por un factor de 2 en la dirección y, luego 

3) reflejar con respecto al eje x, y finalmente 

4) efectuar un deslizamiento cortante por un factor de 3 en la dirección y. 


Las demostraciones de algunos incisos del siguiente teorema se analizan en los 
ejercicios. 





Teorema 9.2.2. Si T:R? > R? es la multiplicación por una matriz invertible, 

entonces: 

la) La imagen de una recta es una recta. 

b) La imagen de una recta que pasa por el origen es una recta que pasa por 
el origen. 

c) Las imágenes de rectas paralelas son rectas paralelas. 

d) La imagen del segmento de recta que une los puntos P y O es el segmento 
de recta que une las imágenes de los puntos P y O. 

e) Las imágenes de tres puntos están sobre una recta si y sólo si los puntos 

son colineales. 










330 / Temas complementarios 


OBSERVACIÓN. Por los incisos c), d) y e) se concluye que la multiplicación por 
una matriz invertible 4 2 X 2 transforma triángulos en triángulos y paralelogra- 
mos en paralelogramos. 


Ejemplo 7 “Trazar la imagen del cuadrado con vértices P,(0, 0), P,(1, 0), Px(0, 1) 
y P4¿(1, 1) bajo la multiplicación por 


y — | 2 
2 —1 
Solución. Como 


lle oa 


hn 


1 2]fo] | 2 14 2|[1] [1 
=14 114 ]-1 2 =1 1 p ]1 
la imagen del cuadrado es un paralelogramo con vértices (0, 0), (—1, 2), Q, —1) y 
(1, D Gigura 5) A 


[53] 


Figura $ 





transforma la recta y = 2x + 1 en otra recta. Encontrar su ecuación. 


Solución. Sea (x, y) un punto sobre la recta y = 2x + 1 y sea (a, y') su imagen 
bajo la multiplicación por 4. Entonces 


LEE + EEN E 
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de modo que 


ll 
N 
e 
+ 

de 


y 
Sustituyendo en y = 2x + 1 se obtiene 


—=2x" +3y' = 2x0 — y )+1 


o bien, de manera equivalente, 


Así, (x', y) satisface 


que es la ecuación buscada. 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 9.2 


1. Encontrar la matriz estándar para la transformación lineal plana T:R? > R? que mapea 
un punto (x, y) en (véase la figura 6) 
a) su reflexión con respecto a la recta y =—x. 
b) su reflexión con respecto al origen. 
c) su proyección ortogonal sobre el eje x. 
d) su proyección ortogonal sobre el eje y. 


0 (x, y) —-0 (x, y) 
Í 





a) b) Cc) d) Figura 6 


2. En cada inciso del ejercicio 1, usar la matriz obtenida para calcular 7(2, 1). Comprobar 
las respuestas geométricamente graficando los puntos (2, 1) y 7(2, 1). 


3. Encontrar la matriz estándar para el operador lineal 7.R? > R? que transforma un 
punto (x, y, z) en su reflexión con respecto al plano 
a) xy D) xz. C) yz. 


lo 


4. 


10. 


11. 


EZ, 


13. 


30 
a 


/ Temas complementarios 


En cada inciso del ejercicio 3, usar la matriz obtenida para calcular 7(1, 1, 1). 
Comprobar las respuestas geométricamente graficando los vectores (1, 1, 1) y 7(, 
1, D. 


. Encontrar la matriz estándar para el operador lineal 7.R* => R? que 


a) hace girar cada vector 90% en sentido contrario a las manecillas del reloj con res- 
pecto al eje z (mirando a lo largo del eje z positivo hacia el origen). 

b) hace girar cada vector 90% en sentido contrario a las manecillas del reloj con res- 
pecto al eje x (mirando a lo largo del eje x positivo hacia el origen). 

c) hace girar cada vector 90% en sentido contrario a las manecillas del reloj con res- 
pecto al eje y (mirando a lo largo del eje y positivo hacia el origen). 


. Trazar la imagen del rectángulo con vértices (0, 0), (1, 0), (1, 2) y (0, 2) bajo 


a) una reflexión con respecto al eje x. 

b) una reflexión con respecto al eje y. 

c) una compresión con factor k= ¿3 en la dirección y. 

d) una expansión con factor k = 2 en la dirección x. 

e) un deslizamiento cortante con factor k = 3 en la dirección x. 
t) un deslizamiento cortante con factor k = 2 en la dirección y. 


. Trazar la imagen dei cuadrado con vértices (0, 0), (1, 0), (0, L) y (1, 1) bajo la 


multiplicación por 


30 
A= 
| 0 A 


- Encontrar la matriz que hace girar un punto (x, y) con respecto al origen por un ángulo 


de 
a) 45 b) 90? c) 1809 d) 2709 e) —30* 


. Encontrar la matriz que produce un deslizamiento cortante con un factor de 


a) k=4 en la dirección y. b) k= —2 en la dirección x. 


Encontrar la matriz que comprime o expande con un factor de 
1 ; dy S ., 
a) en la dirección y. b) 6 en la dirección x. 


En cada inciso, describir el efecto geométrico de la multiplicación por la matriz 


dada. 
l 0 Il 4 
il c) 
D A de i 


Expresar la matriz como un producto de matrices elementales y luego descenbir el 
efecto de la multiplicación por la matriz dada en términos de compresiones, 
expansiones, reflexiones y deslizamientos cortantes. 
=> 
d) 
+ 6 


2.0 A o 
£ C 
VYlo 3 4 4 0 


En cada inciso, encontrar una sola matriz que efectúe la sucesión de operaciones que se 
indica: 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 
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a) Comprimir por un factor de > en la dirección x, luego expandir por un factor de 5 
en la dirección y. 

b) Expandir por un factor de 5 en la dirección y, luego efectuar un deslizamiento cor- 
tante por un factor de 2 en la dirección y. 

c) Reflejar con respecto a y =x, luego girar por un ángulo de 180%. 


En cada inciso, encontrar una sola matriz que efectúe la sucesión de operaciones que se 

indica: 

a) Reflejar con respecto al eje y, luego expandir por un factor de 5 en la dirección x y 
luego reflejar con respecto a y = x. 

b) Girar 30%, luego efectuar un deslizamiento cortante por un factor de —2 en la 
dirección y y luego expandir por un factor de 3 en la dirección y. 


Por inversión de matrices, demostrar lo siguiente: 

a) La transformación inversa de una reflexión con respecto a y = x es una reflexión 
con respecto a y = x. 

b) La transformación inversa de una compresión a lo largo de uno de los ejes de coor- 
denadas es una expansión a lo largo de ese eje. 

c) La transformación inversa de una reflexión con respecto a uno de los ejes de coor- 
denadas es una reflexión con respecto a ese eje. 

d) La transformación inversa de un deslizamiento cortante a lo largo de uno de los ejes 
de coordenadas es un deslizamiento cortante a lo largo de ese eje. 


Encontrar la ecuación de la imagen de la recta y = —4x + 3 bajo la multiplicación por 


dea b - a 
e 
En los incisos del a) al e), obtener la ecuación de la imagen de la recta y = 2x bajo 
a) un deslizamiento cortante con factor 3 en la dirección x. 
b) una compresión con factor > en la dirección y. 
c) una reflexión con respecto a y = x. 


d) una reflexión con respecto al eje y. 
e) una rotación de 60%. 


Encontrar la matriz para un deslizamiento cortante en la dirección x que transforma el 
triángulo con vértices (0, 0), (2, 1) y (3, 0) en un triángulo rectángulo cuyo ángulo recto 
está en el origen. 


a) Demostrar que la multiplicación por 
| 
q 
Be 
transforma cada punto del plano sobre la recta y = 2x. 


b) Con base en el inciso a) se concluye que los puntos no colineales (1, 0), (0, 1) y (— 1, 0) 
se transforman en una recta. ¿Este hecho viola el inciso e) del teorema 9.2.2? 


Demostrar el inciso a) del teorema 9.2.2. [Sugerencia Una recta en el plano tiene una 
ecuación de la forma Ax + By + C = 0, donde tanto 4 como B no son cero. Con el 
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método del ejemplo 8, demostrar que la imagen de esta recta bajo la multiplicación por 
la matriz invertible 


ba! 
ec d 
tiene la ecuación Ax + B'y+C =0, donde 
A' =(dA — cB)/(ad — bc) y B' =(—bA + aB)/(ad — bc) 
Luego, demostrar que ni 4' ni B' son cero a fin de concluir que la imagen es una recta. ] 
21. Usando la sugerencia del ejercicio 20, demostrar los incisos b) y c) del teorema 9.2.2. 


22. En cada inciso, encontrar la matriz estándar para el operador lineal TR > R3 descrito 
por la figura 7. 





(x, y, 2) 





a) b) c) Figura 7 


23. En R”, el deslizamiento cortante en la dirección xy con factor k es la transformación 
lineal que mueve cada punto (x, y, z) paralelo al plano xy a la nueva posición (x + kz, y 
+ kz, z). (Véase la figura 3.) 
a) Encontrar la matriz estándar del deslizamiento cortante en la dirección xy con factor k. 
b) ¿Cómo definiría el lector el deslizamiento cortante en la dirección xz con factor k y 
el deslizamiento cortante en la dirección yz con factor k? Encontrar la matriz 
estándar para cada una de estas transformaciones lineales. 


É e . + kz, y + kz, 2) 





/ y 





Figura 8 


24. En cada inciso, encontrar por inspección todos los eigenvectores linealmente inde- 
pendientes que sea posible (mediante una representación del efecto geométrico de la 
transformación sobre R?). Para cada uno de los eigenvectores, encontrar por inspección 
el eigenvalor correspondiente; luego comprobar los resultados calculando los eigen- 
valores y bases para los eigenespacios partir de la matriz estándar de la transformación. 
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a) Reflexión con respecto al eje x. 

b) Reflexión con respecto al eje y. 

c) Reflexión con respecto a y = x. 

d) Deslizamiento cortante en la dirección x con factor k. 
e) Deslizamiento cortante en la dirección y con factor k. 
f) Rotación por un ángulo 6. 





9.3 AJUSTE DE DATOS POR MÍNIMOS CUADRADOS 





AJUSTE DE UNA 
CURVA A DATOS 
EXPERIMEN- 
TALES 





Figura 1 


En esta sección se usarán resultados sobre proyecciones ortogonales en espacios 
vectoriales con producto interior a fin de obtener una técnica para ajustar una 
recta u otra curva polinómica a un conjunto de puntos en el plano determinados 
experimentalmente. 


Un problema común en el trabajo experimental es obtener una relación matemáti- 
ca y = fx) entre dos variables x y y mediante el "ajuste" de una curva a puntos en 
el plano correspondientes a diversos valores de x y y determinados e€ex- 
perimentalmente, por ejemplo 


(Xx, 1) (>, Ya), o... O, »,) 


La forma general de la curva y = J(x) que se debe ajustar se decide con base 
en consideraciones teóricas o simplemente en el patrón descrito por los puntos. 
Algunas posibilidades son (figura 1) 


A) 








b) 


y=a+bx yp=a+bx+cx? y=a+bx+cx + dx? 


a) Una recta: y = a + bx. 
b) Un polinomio cuadrático: y = a + bx + cx?. 
c) Un polinomio cúbico: y =a + bx + cx? + dd. 


Debido a que los puntos se obtienen experimentalmente, suele haber algún "error" 
de medición en los datos, lo cual imposibilita encontrar una curva de la forma 
deseada que pase por todos los puntos. Así, la idea es elegir la curva (determi- 
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AJUSTE POR 
MÍNIMOS CUA- 
DRADOS DE 
UNA RECTA 


nando sus coeficientes) que mejor se "ajuste" a los datos. Se empezará con el caso 
más simple: ajustar una recta a los puntos de datos. 


Supóngase que se quiere ajustar una recta 
y=aw+bx 
a los puntos determinados experimentalmente 
(Xp Y) (a) Y2), >. + > Cno Y) 


Si los puntos de datos son colineales, la recta debe pasar por todos los » puntos y, 
así, los coeficientes desconocidos a y b deben satisfacer 


yy =a+Dbx, 
Y, = a + bx, 
Yi =a bx, 


Este sistema se puede escribir en forma matricial como 


lx, Y1 
lo xjfjal_ |) 
EN E 
lx, Y 
o, en forma abreviada, como 
Mv = y (1) 
donde 
Y] lx; 
lx 
y= 2 m=|. ?| eel 2) 
: o b 
Y CS 


Si los puntos de datos no son colineales, entonces es imposible encontrar los 
coeficientes a y b que satisfagan exactamente el sistema (1); es decir, el sistema es 
inconsistente. En este caso se buscará una solución por mínimos cuadrados 


>k 
y = v* = E 


* * . . .. Eos 
La recta y = a” + b"x cuyos coeficientes provienen de una solución por minimos 
cuadrados se denomina recta de ajuste por mínimos cuadrados a los datos. Para 


ECUACIONES 
NORMALES 
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explicar esta terminología, recuérdese que una solución por mínimos cuadrados de 
(1) minimiza 


ly — Myl| (3) 
Si el cuadrado de (3) se expresa en términos de componentes, se obtiene 
ly Mv? =(y, =a— bx + (ya bx 40 + (y, a bx, (4) 
Si ahora se hace 


da =lv,-a—=bx>,...,d,=ly, — a — bx, 





d, =ly, —=a—bx, 
entonces (4) se puede escribir como 
ly -Mvl?=d+d3+>>>+d, (5) 


Como se ilustra en la figura 2, d¡ se puede interpretar como la distancia vertical 
entre la recta y = a + bx y el punto (x;, y;). Esta distancia es una medida del 
"error" en el punto (x;, y;), que resulta del ajuste inexacto de y = a + bx a datos. 
Como (3) y (3) son minimizadas por el mismo vector v", la recta de ajuste por 
mínimos cuadrados minimiza la suma de los cuadrados de estos errores; de ahi la 
denominación recía de ajuste por mínimos cuadrados. 





Figura 2 d, mide el error vertical en el ajuste de la recta por mínimos cuadrados. 


Recuérdese por el teorema 6.4.2 que las soluciones por mínimos cuadrados de (1) 
se pueden obtener al resolver el sistema normal asociado 


M'Mv = M?y 


cuyas ecuaciones se denominan ecuaciones normales. 

En los ejercicios se demostrará que los vectores columna de M son lineal- 
mente independientes si y sólo si los 1 puntos de datos no están en una recta 
vertical en el plano xy. En este caso, por el teorema 6.4.4 se concluye que la 
solución por mínimos cuadrados es única y está dada por 


538 / Temas complementarios 
y* — (MM) My 


En resumen, se tiene el siguiente teorema. 


¡ Teorema 9.3.1. Sean (x,, Y;), (7, Ya), - - - > (X,, y,) puntos de un conjunto de 
dos o más datos, no todos en una recía vertical, y sean 


Entonces existe una recta de ajuste por mínimos cuadrados única 


y =a* + b*x 


al conjunto de datos. Además, 


está definida por la fórmula 


| v* =(MIMy My | (6) 


Kk ? . .£ . 
que expresa el hecho de que v = v es la única solución de las ecuaciones | 


normales 
M"Mv = MY y (O) 





Ejemplo 1 Encontrar la recta de ajuste por mínimos cuadrados a los cuatro puntos 
(0, 1D, (1, 3), Q, 4) y G, 4). (Véase la figura 3.) 





Figura 3 x 


Solución. 


mm | 


(MM) == 


me ray try = 5 


Se tiene 
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Edo: 


De modo que la recta buscada es y=1.5+x. A 


Ejemplo 2 La ley de Hooke en física establece que la longitud x de un resorte 
uniforme es una función lineal de la fuerza y que se le aplica al resorte. Si se 
escribe y = a + bx, entonces el coeficiente b se denomina constante del resor- 
te. Supóngase que un resorte particular sin estirar mide 6.1 pulgadas de lon- 
gitud (es decir, x = 6.1 cuando y = 0). Luego, al resorte se aplican fuerzas de 
2, 4 y 6 libras, encontrándose que las longitudes correspondientes son 7.6, 8.7 
y 10.4 pulgadas, respectivamente, (ver la figura 4). Encontrar la constante de 


este resorte. 






| 
| 
[ 


Longitud 


Figura 4 Fuerza y 






Da jajo, 
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Solución. Se tiene 


| 6.1 0 

l 7.6 2 
M= ; y = j 

] 8.7 4 

1 10.4 6 


a* —8.6 
* — AS T —]1 ¿A 
V bd (MM) "My sl 


donde los valores numéricos se redondearon hasta una cifra decimal. Así, el valor 
estimado de la constante del resorte es 6” = 1.4 lb/pulg. A 


AJUSTE POR La técnica descrita para ajustar una recta a puntos de datos se generaliza fá- 
MINIMOS cilmente al ajuste de un polinomio de cualquier grado específico a puntos de datos. 
CUADRADOS DE A continuación se intentará ajustar un polinomio de grado fijo m 

UN POLINOMIO 


mn 


Y = My AX 47004 AX (8) 
a n puntos 
(1, 91), (0, 2), > > >> Uno Y) 
Al sustituir los » valores de x y y en (83) se obtienen las n ecuaciones 


Y, =p + 91X +: +0), X1 


Y) = 44 7 042 H 000 + 0,7 
VIA AAA, AA 
o bien, en forma matricial, 
Mv =y (9) 
donde 
1 2 m a 
Y] Xy X] X1 0 
Y2 Lx, x3 x2 aj 
y = , M = , Y = 
: i j pl o 
Y» Xy Xy X a A 


Como antes, las soluciones de las ecuaciones normales 


A A a a cd CA ALA dG LM RR AR EAT RIAD EP 
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M'Mv = My 
determinan los coeficientes de los polinomios que minimizan 
ly — Mvl| 


En los ejercicios se analizan condiciones que garantizan la invertibilidad de MÍM. 

Si MÍM es invertible, entonces las ecuaciones normales tienen una solución única 
* a 

v=v definida por 


v* =(M7M) 'M'y 


Ejemplo 3 Según la segunda ley del movimiento de Newton, un cuerpo próximo a 
la superficie terrestre cae verticalmente según la ecuación 


S = 5 + Up + 3glÓ (10) 
donde 


s  = Desplazamiento vertical hacia abajo con respecto a algún punto fijo. 
Sy = Desplazamiento inicial en el instante f = 0. 

Va = Velocidad inicial en el instante f = 0, 

g  = Aceleración de la gravedad en la superficie terrestre. 


Supóngase que se efectúa un experimento de laboratorio para evaluar g usando la 
ecuación anterior. Se suelta un peso con desplazamiento y velocidad iniciales 
desconocidos, y en ciertos instantes se mide la distancia recorrida a partir de algún 
punto de referencia fijo. En particular, supóngase que en los instantes f= 0.1, 0.2, 
0.3, 0.4 y 0.5 segundos se encuentra que el peso ha recorrido s = —0.18, 0.31, 
1.03, 2.48 y 3.73 pies, respectivamente, a partir del punto de referencia. Encontrar 
un valor aproximado de g usando estos datos. 


Solución. El problema matemático es ajustar una curva cuadrática 
$= 47 + at + af (11) 
a los cinco puntos experimentales: 
(0.1, —0.18), (0.2, 0.31), (0.3, 1.03), (0.4, 2.48), (0.5, 3.73) 


Los cálculos necesarios son 


E O 1.1 .01 
A 1.2 .04 
M=|1 ty R|=|1 .3 .09 
Ed 1 .4 .16 
LE 1.5 .25 
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Figura 5 


S> 0.31 

y = $3 == 1.03 

Sa 2.48 

Ss 3.73 

y 

a — 0,40 
v*=l ai |=(M"My 'MPy=| 0,35 
a 16.1 


Por (10) y (11) se tiene a, = +8, de modo que el valor estimado de g es 


g=2a% = 2(16.1) = 32.2 pies/s? 


Si se desea, también es posible estimar el desplazamiento y la velocidad iniciales 
del peso: 
So = aj = —- 0.40 pies 


V)=ai= 0.35 pies/s 


En la figura 5 se muestra la gráfica los cinco puntos experimentales, así como el 
polinomio de aproximación. 


Distancia s (en pies) 


O O E A => 
Tiempo /(en segundos) 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 9.3 


1. Encontrar la recta de ajuste por mínimos cuadrados a los tres puntos (0, 0), (1, 2) 


yiZ2s 75 


2. Encontrar la recta de ajuste por mínimos cuadrados a los cuatro puntos (0, 2), (2, 0), 


(SIA 


A A A 
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3. Encontrar el polinomio cuadrático que se ajusta mejor a los puntos (2, 0), (3, —1 10), 
(5, -48) y (6, —76). 


4. Encontrar el polinomio cúbico que se ajusta mejor a los puntos (—1, —14), (0, —5), 
(1, -4), 2, 1) y G, 22). 


5. Demostrar que la matriz M en la ecuación (2) tiene columnas linealmente 
independientes si y sólo si por lo menos dos de los números x,, Masa 0d y E, SON 
distintos. 


6. Demostrar que las columnas de la matriz Mn Xx (m + 1) en la ecuación (9) son 
linealmente independientes si n > m y por lo menos m + 1 de los números x,,xX,,..., 
x, son distintos. 


7. Sea M la matriz de la ecuación (9). Usando el ejercicio 6, demostrar que una condición 
suficiente para que la matriz MÍM sea invertible es que n > m y por lo menos m + 1 de 
los números XX)» - + > X, Sean distintos. 

8. El propietario de una empresa en rápido crecimiento encuentra que para los cinco 
primeros meses del año las ventas (en miles) son $4.0, $4,4, $5.2, $6.4 y $8.0. El 
propietario grafica estas cifras y conjetura que para el resto del año la curva de ventas 
puede ser aproximada por un polinomio cuadrático. Encontrar el polinomio cuadrático 
de ajuste por mínimos cuadrados a la curva de ventas y usarlo para proyectar las ventas 
de los doce meses del año. 





9.4 PROBLEMAS DE APROXIMACIÓN: SERIES DE FOURIER 


En esta sección se usarán los resultados de proyecciones ortogonales en espacios 
con producto interior para resolver problemas que requieren la aproximación de 
una función dada por funciones más simples. Estos problemas surgen en una 
variedad de aplicaciones de ingeniería y ciencias. 





MEJORES Todos los problemas que se estudiarán en esta sección son casos especiales del 
APROXIMA- siguiente problema general. 
SIONES 


A TN 










Problema de aproximación. Dada una función f que es continua sobre un 
intervalo [a, b], encontrar la "mejor aproximación posible" a f usando sólo 
funciones de un subespacio específico W de Cla, b]. 


A continuación se presentan algunos ejemplos de esos problemas: 


a) Encontrar la mejor aproximación posible a e* sobre [0, 1] por un polinomio de 
la forma ay + a,x + E 
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MEDICIONES 
DEL ERROR 


b) Encontrar la mejor aproximación posible a sen rx sobre [—1, 1] por una fun- 
ción de la forma a, + a,e*+ a,e* + aye? 

c) Encontrar la mejor aproximación posible a x sobre [0, 277] por una función de 
la forma ay + a, sen x + a, sen 2x + bh, cos x + b, cos 2x. 


En el primer ejemplo, W es el subespacio de C[O, 1] generado por 1, x y x”; en el 
segundo ejemplo, W es el subespacio de C[—1, 1] generado por 1, e*, e y e%; y 
en el tercer ejemplo, W es el subespacio de C[0, 271] generado por 1, sen x, sen 2x, 
COS x y COS 2x 


Para resolver problemas de aproximación de los tipos precedentes es necesario 
precisar matemáticamente la expresión "mejor aproximación sobre [a, b]"; para 
este efecto se requiere una manera exacta de medir el error que resulta cuando una 


función continua es aproximada por otra sobre [a, b]. Si sólo se quisiera la apro- 


ximación de f(x) en un simple punto x¿, entonces el error en x¿ por una aproxl- 
mación g(x) sería simplemente 


error = flxp) — g(xp) 


que algunas veces se denomina desviación entre f y g en x, (figura 1). Sin 
embargo, se quiere la aproximación sobre todo el intervalo [a, b], no en un solo 
punto. En consecuencia, en una parte del intervalo una aproximación g, a f puede 
tener desviaciones más pequeñas con respecto a f que una aproximación g, a /, y 
en otra parte del intervalo bien puede ser al contrario. ¿Cómo decidir cuál es la 
mejor aproximación global? Lo que se requiere es alguna forma para medir el 
error global en una aproximación g(x). Una posible medida del error global se 
obtiene integrando la desviación (xp) — g(xp) sobre todo el intervalo [a, b]; es 
decir, 








b 
error = | Fo) — e()| dx (0 
dd 
ez E, 
dl eS A Y A 
a, Y 7 á É 
e es a 
E q” Es É 
] Fx) — 80 
PA 
4 b 


Figura 1 Desviación entre f y g en xo. 
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Geométricamente, (1) es al área entre las gráficas de fx) y g(x) sobre el intervalo 
[a, b] (figura 2); mientras mayor sea el área, mayor es el error global. 





Figura 2 El área entre las gráficas de f y g sobre la, b] 
mide el error al aproximar f por g sobre [a, b]. 
Si bien la expresión (1) es natural y geométricamente atractiva, casi todos 


los matemáticos y científicos suelen inclinarse por la otra medida del error, 
denominada error cuadrático medio. 


error cuadrático _ 
medio 


b 
ro-ra 





El error cuadrático medio recalca el efecto de errores mayores debido a la 
elevación al cuadrado y posee la ventaja adicional de permitir aplicar la teoría de 
los espacios con producto interior. A fín de ver cómo es posible llevar a cabo lo 
anterior, supóngase que f es una función continua sobre fa, b] que se desea 
aproximar por una función g de un subespacio W de Cl[a, b], y supóngase que en C 
[a, b] se define el producto interior 


b 
(£ g)= [ Í0dg) dx 


Se concluye que 
b 
If — gl? =(f— g, f- g)= | [FG — g00 1] dx = error cuadrático medio 


de modo que minimizar el error cuadrático medio es lo mismo que minimizar 
[If — gl[?. Así, el problema de aproximación planteado informalmente al inicio de 
esta sección se puede volver a plantear más precisamente como sigue: 


APROXIMACION | problema de aproximación por mínimos cuadrados. Seca f una función que 
e al es continua sobre un intervalo (a, 6], sea Cla, b] con el producto interior 





b 
a9=) rosa 


NO o A MI o A ci en ro 
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Figura 3 


SERIES DE 
FODURIEA 


y sea W un subespacio de dimensión finita de Cla, b]. Encontrar una función g 
en W que minimice 


| Ir elo=] 
L. 


h 





[ICO — 200] dx 


dl 


0 DS, a PTI AD TA PES TAREA ATA A 


Como JIf — gl? y ]If — gl] son minimizados por la misma función g, el problema 
precedente equivale a buscar una función g en W que sea la más próxima a f. Pero 
por el teorema 6.4.1 se sabe que g = proy y f es la función (figura 3). 


£ = función en € Ja, hb] que 
será sujela a aproximación 





=p Proy, £ = aproximación por 
mínimos cuadrados 
a faesde Y 
is” = espacio vectorial de 
funciones de . 
aproximación 


Asi, se tiene el siguiente resultado. 


Solución del problema de aproximación por mínimos cuadrados. Si f es una 
función continua sobre [a, b] y W es un subespacio de dimensión finita de Cla, 
b1, entonces la función g en W que minimiza el error cuadrático medio 


b 
| [FCO — go Y dx . 


es g = proyjy f, donde la proyección ortogonal es con respecto al producto 
interjor 


b 
1:8)= | J)dg(x) dx 


La función g = proy yy f se denomina aproximación por mínimos cuadrados a f 
desde MW. 


Una función de la forma 


E(x) = Cp + (1 COS X + CC) COS 2x +"? + C, COS MX O 


+ d, senx + d,sen2x +: :* +d, sennx 


se denomina polinomio trigonométrico; si c, y d, no son cero, entonces se dice 
que f(x) es de orden n. Por ejemplo. 


Ma) =2+c08sx— 3 cos 2x + 7sendx 


A AAA AAA A A A A 


cid UEM Ds AN A a 
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es un polinomio trigonométrico con 


Co =2, ci=1, c,= —-3, d, =0, d,=0, dy =0, da =71 


El orden de t(x) es 4. 
Por (2) resulta evidente que los polinomios trigonométricos de orden, menor 
o igual que » son las diversas combinaciones lineales posibles de 


l, cosx, cos2x, ..., COSHxX, Senhx, Sen2x, ..., Ssenmx (3) 


Se puede demostrar que estas 2n + 1 funciones son linealmente independientes y 
que en consecuencia para cualquier intervalo [¡a, b] forman una base para un 
subespacio de dimensión (2n + 1) de Cla, b]. 

A continuación se considerará el problema de encontrar la aproximación por 
mínimos cuadrados de una función continua J(x) sobre el intervalo [0, 2771 por un 
polinomio trigonométrico de orden menor o igual que ». Como ya se menciono, la 
aproximación por mínimos cuadrados a f desde W es la proyección ortogonal de f 
sobre W. Para encontrar esta proyección ortogonal es necesario determinar una 
base ortonormal gy, 8, . . - , 8,, para W, después de lo cual es posible calcular la 
proyección ortogonal sobre W a partir de la fórmula 


proy w L= (£, 80)80 + (6 81381 +00 +6 82:20, (4) 


[véase el teorema 6.3.5]. Es posible obtener una base ortonormal para W mediante 
la aplicación del proceso de Gram-Schmidt a la base (3), usando el producto in- 
terior 


27 


(f, g)= j Hodg(x) dx 


Asi se obtiene (ejercicio 6) la base ortonormal 


puftemntanl. 
pre 
rod 


80 = T > A OS NS o BE COS A, 
CY PV a 
1 1 
8n SS SEnX, ..., m5 Senrnx 5 
q Var 5 Var (2) 
Si se introduce la notación 
a (Lg) TT 
= ? y AE A or Ay ee 
A a NA us 
l 1 
b= MA Brrids == =(L 80, 
1 > Sn +1 ln Bon) 
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entonces al sustituir (5) en (4) se obtiene 
e 7 
prol yy £=-7 + (a, cos x+-:++a, cos nx] +[b,senx+-::: +0, sennx] 
Le 
donde 


2 O ] Efó 
d= += =z=L, | H(x) ax=" | ax 
E E V2rr 0 J vr TÍO Jen 





l. E? ! pa 
rro 0) ==] 97 eos xde=2 | | d 
A 2, al HH e ll Fx) cos x dx 


271 27 
a — SL, ao = 1 cos nx dx =— Xx) COS MX dx 
0 Va TT ás 


277 277 


l l l l 
pe a A 
l LU En +1 ) Nr A Fx) Vr sen x ax e fo) senx dx 





271 


O id l 
==, »==| x)— sennx dx = — x) sen nx dx 
a —), F09senn 


En resumen, 












1 «277 2rr 
A = | FO) cos kxdx, FO) sen kx dx (6) 
ar Jo 0 
: : mE. 
Los numeros ay, 4,,...,4,,b,,...,b, se denominan coeficientes de Fourier 


de f. 


Ejemplo 1 Encontrar la aproximación por mínimos cuadrados de f(x) = x sobre 
(0, 2 xj por 


a) un polinomio trigonométrico de orden menor o igual que 2; 
b) un polinomio trigonométrico de orden menor o igual que 7. 


"Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) fue un matemático y fisico francés que descubrió las series 
que llevan su nombre e ideas relacionadas cuando trabajaba en problemas de difusión del calor. Este 
descubrimiento es uno de los más importantes en la historia de las matemáticas; es la piedra angular de 
muchos campos de investigación matemática y una herramienta básica en muchas ramas de la ingeniería. 
Fourier, un activista político durante la revolución francesa, fue encarcelado por haber defendido a muchas 
victimas durante la Epoca del Terror. Después se convirtió en favorito de Napoleón, quien lo nombró barón 
y conde, 


A BLA Da A OEP A 


Figura 4 


a A y A in A 
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Solución de a). 


1 27 1 27 
ar! | rax=20 (a) 
“o TÍO Ho) úl TO 
Para k=1,2,... al integrar por partes se obtiene (comprobar) 
27 27 
1 
ay == Fx) cos kx dx =— | x cos kxdx=0 (7b) 
TÍO TIO 
1 27 1 2 > 
by == f(x) sen kx dx =— xsenkxdx= -> (7c) 
TÍO TÍO k 


Así, la aproximación por mínimos cuadrados a x en [0, 27] por un polinomio 
trigonométrico de orden menor o igual que 2 es 


=> + a, Cos x + a, cos 2x + b, senx + b,sen 2x 
o bien, por (Ta), (7b) y (lo), 


x=*"-—2senx — sen2x 


Solución de b). La aproximación por mínimos cuadrados a x en [0, 27] por un 
polinomio trigonométrico de orden menor o igual que » es 


a $ 
=> + la, cosx+->:*+a, cosnx]+[b, smx+::: +6, sennx] 


o bien, por (7a), (7b) y (o), 








x= x3xm— >(senx+ 


sen2x sen3x sennx 
2 3 n 


En la figura 4 se muestran las gráficas de y = x y de algunas de estas aproxi- 
maciones. 


sen 2y a sen 3x al sen 4x ) 
2 3 4 
sen 2x sen Sa 


= mn 2(snx + 





y = >=“ —2(senx + 


E 
ses 
= 71 2 (senx + 2) 
E cy = wa 2Ssema 
a 
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Yu? 


. 2 


Es natural esperar que disminuya el error cuadrático medio a medida que 
aumenta el número de términos en la aproximación por mínimos cuadrados 


a n 
f0) => + » (a cos kx +b, senkx) 
k=1 


Es posible demostrar que para funciones f en C[O, 7r] el error cuadrático medio 
tiende a cero cuando rn -> + o; este hecho se denota con 


fo) = A + Y (a, cos kx + b, senkx) 
f=1 


El miembro derecho de esta ecuación se denomina serie de Fourier para f sobre el 
intervalo C[0, 71]. Estas series son importantes en ingeniería, ciencias y matemá- 
ticas. Á 





Encontrar la aproximación por mínimos cuadrados de f(x) = 1 + x sobre el intervalo [0, 
2] por 
a) un polinomio trigonométrico de orden menor o igual que 2. 


bm, 
b> 


A 


a 
¿0, 
a) 


Eo 
O) 


a 
pu 


) 


Ar 


q 


y 


e 


b) 


un polinomio trigonométrico de orden menor o igual que ». 


. Encontrar la aproximación por mínimos cuadrados de Ax) = x” sobre el intervalo 


273] por 
un polinomio trigonométrico de orden menor o igual que 3. 
un polinomio trigonométrico de orden menor o igual que ». 


Encontrar la aproximación por mínimos cuadrados de x sobre el intervalo [0, 1] por 
ana función de la forma a + be”. 
Encontrar el error cuadrático medio de la aproximación. 


Encontrar la aproximación por mínimos cuadrados de e* sobre el intervalo (0, 1] 
por un polinomio de la forma a, + a,x. 


b) Encontrar el error cuadrático medio de la aproximación. 


'ucontrar la aproximación por mínimos cuadrados de sen 7zx sobre el intervalo [—1, 


13 poz un polinomio de la forma a, + a,x + aj. 


Encontrar el error cuadrático medio de la aproximación. 


. bfediante el proceso de Gram-Schmidt, obtener la base ortonormal(5) a partir de la 


base (3). 


A RE E LA Y A Cc O IA A AAA ON 
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7. Efectuar las integraciones en (7a), (7b) y (7c). 


8. Encontrar la serie de Fourier de lx) = xx — x sobre el intervalo [0, 27]. 





SET TOTS E RITO LIA RA TIT AL TENA 


9.5 FORMAS CUADRÁTICAS 


FORMAS 
CUADRÁTICAS 
CON DOS 
VARIABLES 


PRA A IR 


Hasta el momento en este texto se ha hecho énfasis en las ecuaciones lineales, es 
decir, ecuaciones de la forma 


EX TASA, 
El miembro izquierdo de esta ecuación, 


ee E dl O 


nn 


es una función de n variables, denominada forma lineal. En una forma tineal las 
variables están elevadas a la primera potencia y en la expresión no hay producíos 
de variables. En esta sección se estudiarán funciones en las que los términos son 
cuadrados de variables o productos de dos variables. Estas funciones aparecen en 
una gama de aplicaciones, incluyendo geometría, vibraciones de sistemas mecá- 
nicos, estadística e ingeniería eléctrica. 


Una forma cuadrática con dos variables, x y y, se define como una expresión que 
se puede escribir como 


a 


ax? + 2bxy + cy” ( 


Ejemplo 1 Las siguientes expresiones son formas cuadráticas en x y y. 


2x? + 6xy — Ty? (a=2,b=3,c= —-7) 
4x? — Sy? (a=4,b=0,c= —5) 
xy la=0 bos 0=0). 4 


Si se acuerda suprimir los corchetes en las matrices de 1 X 1, entonces (1) 
se puede escribir en forma matricial como 


ax? + 2bxy +cy*=[x nl: 4 | d (2) 


b cl|ly 


(Comprobar multiplicando las matrices.) Nótese que la matriz 2 X 2 en (2) cs 
simétrica, que los elementos en la diagonal son los coeficientes de los términos al 
cuadrado y que cada uno de los elementos fuera de la diagonal principal es la 
mitad de coeficiente del término del producto xy. 
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FORMAS 
CUADRÁTICAS 
CON n 
VARIABLES 


Ejemplo 2 


2 
2x7 + 6xy — 7y? =[x mb a 


4 0 
4 25 2 
x= 3y" =[x oh he 


0 3 
= lx oh O 


Las formas cuadráticas no se limitan a dos variables. A continuación se define una 
forma cuadrática general. 


Definición. Una forma cuadrática con las n variables x,, x,, ..., 
expresión que se puede escribir como 





donde 4 es una matriz simétrica de n X ». 


Si se hace 


entonces (3) se puede escribir de manera más abreviada como 
x “Ax (4) 


Además, es posible demostrar que si las matrices en (4) se multiplican, la expre- 
sión resultante es de la forma 


TALE ATAR A+ Laa . 
donde 
denota la suma de los términos de la forma a,x,x,, donde x; y x; son variables di- 


ferentes. Los términos a,x,x, denotan términos aL producto cruzado de la forma 
cuadrática. 


PROBLEMAS EN 
QUE APARECEN 
FORMAS CUA- 
DRÁTICAS 
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Las matrices simétricas son útiles, aunque no esenciales, para representar 
formas cuadráticas en notación matricial. Así, para la forma cuadrática 2x” + 
6xy — 7y? del ejemplo 2, el coeficiente del término de producto cruzado se podría 
separar en 5 + 1 o 4 + 2 y escribir 


2 5 : 
2x2 + 6xy- 7y?=[x y] Ñ 
Ll TU Y 


2.4 
212 +6xy—Ty?=[x y] Bl 
2 SY 


Sin embargo, las matrices simétricas producen en general los resultados más 
simples, de modo que siempre se usarán. Así, cuando una forma cuadrática se 
denote por x74x se entenderá que A es simétrica, aun cuando no se especifique. 


OBSERVACIÓN. Si se usa el hecho de que A es simétrica; es decir, 4 = 4%, en- 
tonces (4) se puede expresar en términos del producto interior euclidiano me- 
diante 





(5) 
Ejemplo 3 La siguiente expresión es una forma cuadrática en x,, X, y x3; 
AP dd da bss A e al 2 7 311 x 


a: 3. =S5H1% 


Nótese que los coeficientes de los términos al cuadrado aparecen sobre la diagonal 
principal de la matriz 3 X 3, y que cada uno de los coeficientes de los términos de 
producto cruzado están separados a la mitad y aparecen en las posiciones fuera 
de la diagonal como sigue: 


Coeficiente de A  — Posiciones en la matriz A 





El estudio de formas cuadráticas es un tema extenso que sólo se puede mencionar 
en esta sección. A continuación se presentan algunos problemas matemáticos 
importantes relacionados con las formas cuadráticas. 
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* Encontrar los valores máximo y mínimo de la forma cuadrática x“Ax si x 
está restringido de modo que 


Ixll= QÍ +x5 + 2 ms +12 y? = 1 


* ¿Qué condiciones debe satisfacer A para que una forma cuadrática cumpla 
la desigualdad x74x > 0 para todo x + 0? 

e Si xAx es una forma cuadrática con dos o tres variables y c es una 
constante, ¿qué perfil tiene la gráfica de la ecuación xXx Ax =c? 

e Si P es una matriz ortogonal, el cambio de variable x = Py convierte la 
forma cuadrática x%4x en (PyYA(Py) = y (PLAP)y. Pero PÍAP es una matriz 
simétrica si 4 lo es, de modo que y*(PZ4P)y es una nueva forma cuadrática con 
las variables de y. Es importante saber si P se puede elegir de modo que esta 
nueva forma cuadrática no contenga términos de producto cruzado. 


En esta sección se estudiarán los dos primeros problemas, y en las secciones 
siguientes se estudiarán los dos últimos. El siguiente teorema proporciona una 
solución al primer problema. La demostración se pospone hasta el final de la 
sección. 








Teorema 9.5,1. Sea A una matriz simétrica n x n cuyos eigenvalores en orden 
decreciente sond, 24, 2 >: 2 4,. Si x se restringe de modo que |x|] = 1 con 
respecto al producto interior euclidiano sobre R", entonces: 


ay A, =xYAx=A,. 








b) xÍAx=A , Si x es un eigenvector de A correspondiente a4,, y xÍ4x = A, Six 
es un eigenvector de A correspondiente a 4,. 





Por este teorema se concluye que sujeta a la restricción 
[lx] =67+x3+->+x9=1 


la forma cuadrática x”Ax tiene un valor máximo de A, (el eigenvalor más grande) 
y un valor mínimo de 4, (el eigenvalor más pequeño). 


Ejemplo 4 Encontrar los valores máximo y mínimo de la forma cuadrática 
xi +15 + 4x,x) 


sujeta a la restricción pe + x2 =1, y determinar los valores de x, y x, en que 
ocurren el máximo y el mínimo. 


Solución. La forma cuadrática se puede escribir como 


1 211: 
x1+x5 + 4x,x) =x Ax =[x, 6) A] 


La ecuación caracteristica de A es 


e e AS O AI ANA. + 


MATRICES 
POSITIVAS 
DEFINIDAS Y 
FORMAS 
CUADRÁTICAS 
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a Ed 
den(A1=4)=00|* [222342044190 


E 


Así, los eigenvalores de 4 son A = 3 y 4 = —1, que son los valores máximo y 
mínimo, respectivamente, de la forma cuadrática sujeta a la restricción. Para en- 
contrar los valores de x, y x, en que ocurren estos valores extremos es necesario 
encontrar los eigenvectores correspondientes a estos eigenvalores y luego normali- 
zarlos para satisfacer la condición x? +x3 =1. 

Se deja al lector demostrar que dos bases para los eigenespacios son 


a E 


Normalizando cada uno de estos eigenvectores se obtiene 


a+ |00%) 
1/V2 | =1V2 


Así, sujeto a la restricción x? +x4 =1, el valor máximo de la forma cuadrática es 4 


= 3, que ocurre si x, = 1/2, x, = 1/42; y el valor mínimo es = —1, que ocurre 


six, = 1/42 A 1/42 . Además, se puede obtener otras bases para los 
eigenespacios al multiplicar por —1 los vectores básicos anteriores. Así, el valor 


máximo, 4 = 3, también ocurre si Ao 1/42. A 1/42 y el valor mínimo, 


A =-—1, también ocurre six, = —1/W2, x,= 1/42. A 





Definición. Una forma cuadrática x74x se denomina positiva definida si xL4x > 
O para todo x % 0, y una matriz simétrica A se denomina matriz positiva 
definida si x74x es una forma cuadrática positiva definida. 






El siguiente teorema es el resultado principal sobre matrices positivas definidas. 





Demostración. Supóngase que A es positiva definida y sea A cualquier 
eigenvalor de A. Si x es un eigenvector de A correspondiente a 4, entonces x + 0 y 
Ax = Ax, de modo que 


O<x74x =x"21x =Ax'x = Alix? (6) 


donde ||x|| es la norma euclidiana de x. Como ||x][? > 0, se deduce que 4 > 0, qué es | 
lo que se quería demostrar. 


AA ci E le e A ARRIAGA A A A none... 
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Recíprocamente, supóngase que los eigenvalores de A son positivos. Se debe 
demostrar que x“4x > O para todo x % 0. Pero si x + 0, es posible normalizar x 
para obtener el vector y = x/||x]| con la propiedad de que |ly|j = 1. Ahora, por el 
teorema 9.5.1 se concluye que 


y Ay=2,>0 


donde 4, es el menor eigenvalor de 4. Así, 


TO ES e 7%, sn 
y as = (55) alñ5) Ap 29 


Multiplicando por ||x]|? se obtiene 
xAx>0 


que es lo que se quería demostrar. [] 


Ejemplo 5 En el ejemplo 1 de la sección 7.3 se demostró que la matriz simétrica 


4 zz 2 
Aa=|2 4 2 
Zz 2.9 


tiene eigenvalores A = 2 y Á = 8. Como éstos son positivos, la matriz 4 es positiva 
definida y para todo x +% 0 se tiene que 


x Ax = 4x7 + 4x3 + 4x3 + 4x,x, + 4x,x3+4x1,>0 A 


El siguiente objetivo es proporcionar un criterio que se pueda usar para 
determinar si una matriz simétrica es positiva definida sin necesidad de encontrar 
sus eigenvalores. Para esto será de utilidad introducir algo de terminología. Si 


Qu 4 41» 

da > 43, 
Á= Ñ 

41 Un Can 


es una matriz cuadrada, entonces las submatrices principales de A son las 
submatrices formadas a partir de los r primeros renglones y de las r primeras 
columnas de 4 parar=1,2,...,n. Estas submatrices son 


tii 4 dj 
Gi 4 
A¡=[a 1, 4,= dr dal ÁA3=| 4; 42 Q23l,-..> 


A e lr baaa 
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di 41 41, 

a “ay 42n 
A, =Á= j ; 

An 42 Aun 


Teorema 9.5.3. Una matriz simétrica A es positiva definida si y sólo si el 


determinante de toda submatriz principal es positivo. 





Se omite la demostración. 


Ejemplo 6 La matriz 


2 =1 m3 
A=| —1 Z 4 
==) 4 9 
es positiva definida, ya que 
2 -1 -3 
Z *l 
21=2, ¿a el 2 4|=1 
53 4 9 


todos son positivos. Así, se garantiza que los eigenvalores de A son positivos y que 
x"4x > 0 para todo x +0. A 


OBSERVACIÓN. Una matriz simétrica 4 y la forma cuadrática x“4x se deno- 
minan 


positiva semidefinida si x7Ax > O para todo x. 


negativa definida si xZ4x <0 para x + 0. 
negativa semidefinida si x7Ax < O para todo x. 
indefinida si x74x tiene valores tanto positivos como negativos. 


Los teoremas 9.5.2 y 9.5.3 se pueden modificar de manera evidente a fin de que 
sean válidos para los tres primeros tipos de matrices. Por ejemplo, una matriz si- 
métrica A es positiva semidefinida si y sólo si todos sus eigenvalores son no ne- 
gativos. También, A es positiva semidefinida si y sólo si todas sus submatrices 
principales tienen determinantes no negativos. 


OPCIONAL 





Demostración del teorema 9.5.1a. Como A es simétrica, por el teorema 7.3.1 se 
concluye que existe una base ortonormal para R” que consta de eigenvectores de 4. 


A erp a in 
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Supóngase que S = (v,, Va, . . . , Y, j es esa base, donde v, es el eigenvector 
correspondiente al eigenvalor A;,. Si ( , ) denota el producto interior euclidiano, 
entonces por el teorema 6.3.1 se concluye que para cualquier x en R” 


X= (AX, VW HA VIV FE vv, 


Por tanto, 


AX =(x, VNYAV, + (X, VA) AV) HH XV, AV, 
= AX, VA Y HA VS JA ++ VA, 
= AJA VIV HAL, VVS + 00 RA XV, 


Se concluye que los vectores de coordenadas para x y Ax con respecto a la base S 
son 


(0, == ((x, Vi), (x, v>) os (x, v,,)) 
(AX)s = (A (A, VW), AL Vd)... AX, Y, )) 


Así, por el teorema 6.3.2a y el hecho de que ||]x]| = 1 se obtiene 


lx? = (a, 99 + (a, 1,9 +20 +(x, v,)? = 1 
(A, AX) = AV AA Y Ax, y, 


Con estas dos ecuaciones y la fórmula (5) se puede demostrar que xÍAx < 4, como 
sigue. 


Xx Ax > (x, Áx) == A Xx, al Sh AXK, v,) AS A, A, Ya) 
<S Aa, Y ARA A VO + + A(x, v,) 
= Aj((a, 1) + (a, 2) + 00 + (x, v,)) 
= A, 


La demostración de que 4, x"Ax es semejante y se deja como ejercicio. 


Demostración de teorema 9.5.1b. Si x es un eigenvector de 4 correspondiente a 
A, y IIxl] = 1, entonces 


XAx =(x, Ax) =(x, 2x9 =4,(x, x) = Ay lIx[l* =2, 


De manera semejante, x"4Ax = 4, si |lx]| = 1 y x es un eigenvector de A 
correspondiente a4,. [] 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 9.5 


1. ¿Cuáles de las siguientes expresiones son formas cuadráticas? 
a) 1 — WOxy b) Sx?— 2x3 + 4x,x, Cc) 4x1 — 3x2 4x3 Sx,x; 


O EN PA ECM rs 
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d) 1? — 7x3 +x3 + 4x,Xx>X> €) x,X2 — 3x,X3 + 2X2X3 1) 176: +x, = 5% 
g) ÍA h) (1, — 13 +2(x, + 4x,) 

2. Expresar las siguientes formas cuadráticas en la notación matricial x"Ax, donde Á es 
una matriz simétrica. 
a) 31% + 7x3 b) 4x? — 9x3 — Óx,x) 0) 5x7 + 5x,x) d) —7x,x) 

3. Expresar la siguientes formas cuadráticas en la notación matricial x7Ax, donde A es 
una matriz simétrica. 


C) XX) + Xx X3 + X2X d) V2x? — V3x3 + 2V/2x,x, — 8V3x,Xy 


e) xP 3 13 x3+ 2x,x, — 10x,X4 + 4%3X2 


4. En cada inciso, encontrar una fórmula para la forma cuadrática en la que no aparezcan 


matrices. 
] 0 O lx 
| 2 —3 x 7 2 pix 
a) [x »1 I b) [x, 1 410] c) lx y z]0 -3  0]|[y 
e PAL 2 2 o o sl 
0 1 1 1iflx 
=2 1 5 po 
a 10 1t 1flx, 
d) [x, x, x3] 2 0 6]||x, e) [X Xx *X3 Xa] ¡1.0 1 
2.6 3 lx ds 
i A 11 1 0J]Lx 


$. En cada inciso, encontrar los valores máximo y mínimo de la forma cuadrática sujeta a 
la restricción xi + pl = | y determinar los valores de x, y x, en los que ocurren los 
valores máximo y mínimo. 

a) 5xi — x3 b) 7xi + 4x3 + x,X 0) 5x3 +2x3—x 1 dd) 2x7 +x2+3x,x) 

6. En cada inciso, hallar los valores máximo y minimo de la forma cuadrática sujeta a la 
restricción a + a + x3= 1 y determinar los valores de x,, x, y x, en los que ocurren 
los valores máximos y mínimos. 

a) 12+x3+ 2x2 — 2x,x, + 4x,x3 + 4x,x3 D) 2xi +13 +x3+2x,% + 2x,x, 
0) 3xi+ 2x2 + 3x2 + 2x,x, 


7. Mediante el teorema 9.5.2, determinar cuáles de las siguientes matrices son positivas 
definidas. 


23 5 —1 2 -2 
bal ola ola 


8. Con el teorema 9.5.3, determinar cuáles de las matrices del ejercicio 7 son positivas 


definidas. 
9. Usando el teorema 9.5.2, determinar cuáles de las siguientes matrices son positivas 
definidas. 
3 —] 0 O 1 1 1.2 1 
a) -1 2 -1 bf1 0 1 e) 2 1 1 
O —] 3 11.0 l 1 3 


PS a di o Lc TNA raid dd RA Dr o IP e A rt 
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10. Por medio del teorema 9.5.3, determinar cuáles de las matrices del ejercicio 9 son pos1- 
tivas definidas. 


11. En cada inciso, clasificar la forma cuadrática como positiva definida, positiva semide- 
finida, negativa definida, negativa semidefinida o indefinida. 


a) xi +x) b) —xi— 3x3 0) (a, — xP 


d) E (x; — Xz y e) e ps e f) AMAS 


12. En cada inciso, clasificar la matriz como positiva definida, positiva semidefinida, nega- 
tiva definida, negativa semidefinida o indefinida. 


3. 0.0 -5 0.0 6 71 
alo -2 0 bl 0.0.0 [17 9 2 
0. 0-1 0.01 LA 
== TS 0.0.0 100 
dal 7-3 9 e) [0 0.0 10 10 
8. 9 <l 0.00 0.0 1 


13. Sea x”4x una forma cuadrática en X,> po, - . .,x definir T.R” => R por T(x) = X"Ax. 
a) Demostrar que Tx + y) = 7(x) + 2x"Ay + T(y). b) Demostrar que 7(kx) = 2T(x). 
c) ¿Es T una transformación lineal? Explicar la respuesta. 


14. En cada inciso, encontrar los valores de k con los que la forma cuadrática es positiva 
definida. 
a) xi + kx3— 4x,x) Da los Ed A LI 
0) 3x7 +x3+2x3 + 2x,x3 + 2kx,x, 


15. Expresar la forma cuadrática (c,x, + c,x, +... + e,x,)* en notación matricial x"Ax, 
donde Á es simétrica. 


16. Sea x= (x,,x,... ,x,). En estadística, la cantidad 


E 
a E e E e 
A 


se denomina media de la muestra de x,,x,,...,X,, Y 


x 


z l SS E 2d 
si = A AS + e 
sq 


se denomina variancia de la muestra. 

a) Expresar la forma cuadrática s? en la notación matricial x74x, donde A es 
simétrica. 

b) ¿Es si una forma cuadrática positiva definida? Explicar la respuesta. 


17. Completar la demostración del teorema 9.5.1 probando que 4, < x'Ax si ||x]] = 1 yA, 
= x Ax si x es un eigenvector de 4 correspondiente ad. 
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CONICAS 
En esta sección se mostrará cómo eliminar, cambiando las variables, los términos 
de producto cruzado que hay en una forma cuadrática, y los resultados se usarán 
para estudiar las gráficas de secciones cónicas. 
DIAGONALIZA- Sea 
CION DE 
FORMAS a 11 a 12 4, X¡ 
CUADRÁTICAS a a Y 
ci e e lo e (1) 
Ant Um Gan Xy 


una forma cuadrática, donde 4 es una matriz simétrica. Por el teorema 7.3.1 se 


sabe que existe una matriz ortogonal P que diagonaliza a 4; es decir, 


A, 0 0 
A 0 
PTAP=D= 7 
0 0 A, 
donde 4,,14,,..., A, son los eigenvalores de 4. Si se hace 
Y1 
0 
al 
Y 
donde y,, y», - . - , y, son variables nuevas, y si en (1) se efectúa la sustitución x = 


Py, entonces se obtiene 


x "Ax = (Py AP y = y "P"APy = y"Dy 


Pero 
A 0 0 Y] 
0 A 0 
y Dy=[Y Ya > y.) As : És 
0 0 An ily,, 


=A1yi + Ay i++ Ay; 


A MO AA GO II A AAA A A e arto Y tao 
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que es una forma cuadrática sin términos de producto cruzado. 
En resumen, se tiene el siguiente resultado. 











Teorema 9.6.1. Sea x"4x una forma cuadrática en las variables o 
e donde Á es simétrica. Si P diagonaliza ortogonalmente a Á y si las nuevas 
variables y,, Y», . . . , y, están definidas por la ecuación x = Py, entonces al 
sustituir esta ecuación en xLAx se obtiene 


CAx=y Dy=A y] +A y5 Ho + Ay 





donde A. Az..... A, son los eigenvalores de Á y 


Se dice que la matriz P de este teorema diagonaliza ortogonalmente la forma 
cuadrática, o que reduce la forma cuadrática a una suma de cuadrados. 


Ejemplo 1 Encontrar un cambio de variable que reduzca la forma cuadrática 


E > pe — Ax,x, + 4x,x3 a una suma de cuadrados, y expresar la forma cuadrática 


en términos de las nuevas variables. 


Solución. La forma cuadrática se puede escribir como 
Er; A ll 2 0 2 HHx 


La ecuación característica de la matriz 3 X 3 es 
ASÍ 2 0 
2 A -21=24*-94=A(A+3X4-3)=0 
0 =2 A+l 
de modo que los eigenvalores son 4 = 0,4 = —3, 4 = 3, Se deja al lector demostrar 
que las bases ortonormales de los tres eigenespacios son 


> 
¡l 
SO 
toJh col cojo 
o 
1 
|] 
uu) 
| 
Goo win cujr= 
o 
$ 
uu) 
mija cojo col 


SECCIONES 
CÓNICAS 
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Así, la sustitución x = Py con que se eliminan los términos de producto cruzado es 


2 1 A 

X] 3 3 “73 Y] 
lll 2 2 

X1=13. “3 3 Y2 
2 2 1 

Xx 3 3 3 3 


o bien, de manera equivalente, 


2 1 2 
> da 0/6 de ds RO de 
o o 2 +2 
X2 = 3Y1 7 3Y2 7393 
2 2 1 
X3 = 3Y1 + 3Y2 + 393 


La nueva forma cuadrática es 


[yy yz y3][ 0 9 0 Y2 


o bien, de manera equivalente, 


-3y3+3y3 A 


OBSERVACIÓN. Hay otros métodos para eliminar los términos de producto 
cruzado de una forma cuadrática, pero no serán analizados aquí. Dos de los 
métodos, la reducción de Lagrange y la reducción de Kronecker se estudian en 
textos más avanzados. 


A continuación se aplicará lo aprendido hasta ahora sobre formas cuadráticas al 
estudio de ecuaciones de la forma 


ax? +2bxy+cy"+dx+ey+f=0 (2) 
donde a, b,..., f'son, todos, números reales y por lo menos uno de los números a, 
b, c es diferente de cero. Una ecuación de este tipo se denomina ecuación 
cuadrática en x y y, y 


ax? + 2bxy + cy? 


se denomina forma cuadrática asociada. 


Ejemplo 2 En la ecuación cuadrática 
3x4 Sxy—Ty?+2x+7=0 


las constantes en (2) son 


A A AA ri RI IA a de e e 
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Ejemplo 3 


Ecuación cuadrática Forma cuadrática asociada 


3 Say — 799 +2x+7=0 3x7 + Say — 7y 
41? —- Sy? +8y+ 9=0 TA 


.” 


xy+y=0 xy 





Las gráficas de ecuaciones cuadráticas en x y y se denominan cónicas 0 
secciones cónicas. Las cónicas más importantes son las elipses, circunferencias, 
hipérbolas y parábolas; estas curvas se denominan cónicas no degeneradas. Las 
demás cónicas se denominan degeneradas e incluyen los puntos simples y los 
pares de rectas (véase el ejercicio 15). 

Se dice que una cónica no degenerada está en posición normal con respecto 
a los ejes de coordenadas si su ecuación se puede expresar en una de las formas 


dadas en la figura 1. 








Gráfica 
y | 1 y 
2 2 (0, 1) (0, E) 
RA (—k, 0) | a x 
2 E — Rs ko, 
Ñ Elipse o (k, 0) 0) 
> ' O, =? 
circunferencia (0, 1) 0, —) 
k<l k=>1 k=] 
A, 
o (E, 0) CAD 
O IÓ 
Hipérbola 
po x? > 
bo ie a Bed 10) de) 
¡E 
Hipérbola 





Figura 1 (continúa en la página 565) 


e a e A A e PAE AA LALA AS PACA IR IRAN 
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y = kh 
Parábola 


k>0 k<0 


+ 
Pa] 


x= 


Parábola 


Figura 1 Kk>0 k<0 


E jemplo 4 La ecuación 


2 2 


2 2 
ps Les de la forma 75 +73 = ] conk=2,/1=3 


E|> 


Por tanto, su gráfica es una elipse en posición normal que corta el eje x en (—2, 0) 
y (2, 0) y al eje y en (0, —3) y (0, 3). 

La ecuación x? — 8y? = —16 se puede escribir de nuevo como y?/2 — x*/16 
= |, que es de la forma y?/k — x?/l = 1, conk= y2,1= 4. Por tanto, su gráfica es 


una hipérbola en posición normal que corta al eje yen (0, — yY2 y (0, Y2 ). 

La ecuación 5x? + 2y = 0 se puede volver a escribir como x? = — 5 y, que es 
de la forma x? = ky con k= —%. Como k < 0, su gráfica es una parábola en 
posición normal cuyas ramas se abren hacia abajo. A 


IMPORTANCIA Obsérvese que ninguna cónica en posición normal tiene término xy (es decir, 

DEL TÉRMINO término de producto cruzado) en su ecuación; la presencia de un término xy en 

DE PRODUCTO la ecuación de una cónica no degenerada indica que la cónica no está rotada en la 

CRUZADO posición normal y ha girado (figura 2a). También, ninguna cónica en posición 
normal tiene a la vez un término x” y un término x o un término y? y un término 
y. Si no hay término de producto cruzado, entonces la aparición de cualquiera de 
estas parejas en la ecuación de una cónica no degenerada:indica que la cónica está 
trasladada fuera de la posición normal (figura 2b). 
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Una técnica para identificar la gráfica de una cónica no degenerada que no 
esté en posición normal consiste en girar y trasladar los ejes de coordenadas xy a 
fin de obtener un sistema de coordenadas x'y' con respecto al cual la cónica esté en 
posición normal. Una vez hecho lo anterior, la ecuación de la cónica en el sistema 
x'y' es de una de las formas dadas en la figura 1, por lo que se puede identificar 
fácilmente. 


y y y 
x | x | x 
a) b) c) 


Figure 2 Rotación y traslación 


Ejemplo 5 Como la ecuación cuadrática 
2x* + y“ 12x-— 4y+18=0 


contiene términos x?, x, y? y y pero no contiene término de producto cruzado, su 
gráfica es una cónica que no está en la posición normal y se ha trasladado pero no 
ha girado. Esta cónica se puede colocar en posición normal trasladando de manera 
apropiada los ejes de coordenadas. Para lograrlo, primero se agrupan los términos 
x y y. Así, se obtiene 


(Qx*- 120) +(y*-—4y)+18=0 
o bien, 
2(x? — 6x) + (y* — 4y) = — 18 
Completando el cuadrado* en ambas expresiones entre paréntesis se obtiene 
2? —6x + 9) + (y? — 4y+4)= —-18+ 18+4 


o bien, 
Lx — 3 +(y 2) =4 (3) 





* Para completar al cuadrado una expresión de la forma + px se suma y resta la constante (p12y para 


obtener 
x* + px=x* + px + als a py 
Pp A E 2 2 2 


Figura 3 


ELIMINACIÓN 
DEL TÉRMINO 
DE PRODUCTO 
CRUZADO 
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Si los ejes de coordenadas se trasladan por medio de las ecuaciones de traslación 
x'=x-3, y =y-2 
entonces (3) se convierte en 
2x?+y?=4 


o bien, 


159) 


Xx pe 

2 + 
que es la ecuación de una elipse en posición normal en el sistema x'y'. Esta elipse 
se muestra en la figura 3. A 





A continuación se mostrará cómo identificar cónicas que no están en la posición 
normal por haber girado. Si en las matrices 1 X 1 se omiten los corchetes, enton- 
ces (2) se puede escribir en forma matricial como 


a bil x XxX 
C y y 


Xx Ax +Kx+f=0 


297, lo El K=[d e] 


Ahora, considérese una cónica C cuya ecuación en coordenadas xy es 


donde 


Ax +Kx+f=0 (4) 
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Se quiere girar los ejes de coordenadas xy de modo que la ecuación de la cónica en 


el nuevo sistema x'y' no contenga término de producto cruzado. Esto se puede 
lograr como se muestra enseguida. | 


Paso 1. Encontrar una matriz 
Pu LP 
P= 
Pa Pz22 
+ . .,. ó8 
que diagonalice ortogonalmente la forma cuadrática x*Ax. 
Paso 2. Intercambiar las columnas de P, en caso de ser necesario, para 


hacer det(P) = 1. Esto asegura que la transformación ortogonal 
de coordenadas 


A x' 
x=Px', esto es, | | =p! | (5) 
y y 


Paso 3. Para obtener la ecuación de C en el sistema x'y”, (5) se sustituye en | 
(4). Esto produce 


es una rotación. 


(PXYA(PxO)+K(PxO)+f=0 
o bien, 
AYMUPTAP 1 + (KPI + f=0 (6) 


Como P diagonaliza ortogonalmente a 4, 


A, 0 
Tap=|% 
di Ñ El 


donde A, y 4, son eigenvalores de 4. Así, (6) se puede volver a escribir como 
A, 0 pl Pu Pr] x 
E + [d a 
LJ Iñ 4 dl al E ! 


A? A y + dx +ey+f=0 


o bien, 


(donde d'= dp, , + ep,, y €' = dp,» + ep»»). Esta ecuación no contiene término 
de producto cruzado. 
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Este análisis se resume en el siguiente teorema. 


Teorema 9.6.2. (Teorema de los ejes principales para R?). Sea 





ax? +2bxy+cy"+dx+ey+f=0 







la ecuación de una cónica C, y sea 


x7Ax = ax? + 2bxy + cy” 









la forma cuadrática asociada. Entonces los ejes de coordenadas se pueden 
girar de modo que la ecuación de C en el nuevo sistema de coordenadas x y 
sea de la forma 







Ax? dy + d +ey +/1=0 





donde A, y 4, son los eigenvalores de A. La rotación se puede efectuar 
mediante la sustitución 







x=Px' 





donde P diagonaliza ortogonalmente a x"Ax y det(P) = 1. 





Ejemplo 6 Describir la cónica C cuya ecuación es 5x? — 4xy + 8y? — 3=0. 


Solución. La forma matricial de esta ecuación es 
x4x- 36=0 (7) 


donde 


La ecuación característica de 4 es 


+=) 2 


A 
det( AI — A) = det 
E a? 1-8 


[=a-oá-a)=0 


de modo que los eigenvalores de 4 son 4 = 4 y A = 9. Se deja para el lector de- 
mostrar que bases ortonormales para los eigenespacios son 


a [2/v5 Ca 1/5 
A=4: el, A=9: | 4d 
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Asi, 


pr pa 
|L1/V5  2/v5 


diagonaliza ortogonalmente a x“4x. Además, det(?) = 1, de modo que la 
transformación ortogonal de coordenadas 


CEP (8) 


es una rotación. Sustituyendo (8) en (7) se obtiene 


(PX A(Px")-36=0 
AYPAP KK -36=0 


Pp 
0 9 


esta ecuación puede escribirse como 


pq 14 O xl 
[x 1; 164 36=0 


4x2 +9y2-36=0 


Como 


e o 
ES A 
pS] 
9 4 


que es la ecuación de la elipse mostrada en la figura 4. En esa figura, los vectores 
v, y v, son los vectores columna de P. Á 





X 
Figura 4 9 
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Ejemplo 7 Describir la cónica C cuya ecuación es 


; 20 80 
5x* — 4xy + 8y > 


Solución. La forma matricial de esta ecuación es 


xX Ax +Kx+4=0 


| s 2 [ao 80 
a= | E y k- 7 =) 


donde 


e 
| v5 0 v5 
A 
V5  v5 


diagonaliza ortogonalmente a x“4x. Sustituyendo x = Px' en (9) se obtiene 


(PXOVA(PxXO) + K(Px)+4=0 


o bien, 
XYMPAP 1 +(KPIKX'+4=0 
Como 
a l 
prar= |! y y ke= [2 - vs v3 =[-8 
7 vV5  vV5]| 1 2 
V5  v5 


(10) se puede escribir como 


4x'? + 9y'? —8x' — 36y'+4=0 


(9) 


(10) 


(11D) 


Para que la cónica esté en posición normal es necesario trasladar los ejes x'y' 


Procediendo como en el ejemplo 5, (11) se vuelve a escribir como 
Ax? -2x") + A y *—4y)= -4 


Completando los cuadrados se obtiene 
Mx? —2x' + 1)+9Ay?— 4y'+4)= -4+4+36 
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Figura $ 


o bien, 


Ax! — 1 +% y -2y =36 (12) 


S1 los ejes de coordenadas se trasladan mediante las ecuaciones de traslación 
x=x -1, y”"=y -2 


entonces (12) se convierte en 


4x"2 + 9y"2=36 


o bien, 


m2 212 
0 yA ==) 
9 4 


que es la ecuación de la elipse mostrada en la figura 5. En esa figura, los vectores 
v, y y, son los vectores columna de P. Á 








EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 9.6 


1. En cada inciso, encontrar un cambio de variable que reduzca la forma cuadrática a una 
suma o diferencia de cuadrados, y expresar la forma cuadrática en términos de las 


nuevas variables. 
a) 2x7 + 2x3 — 2x,X2 


b) 51 + 2x5 +4x,x 0) 2x,x) d) —3x7+ 5x5 +21,» 
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2. En cada inciso, encontrar un cambio de variable que reduzca la forma cuadrática a una 
suma o diferencia de cuadrados, y expresar la forma cuadrática en términos de las 
nuevas variables. 

a) 3x9 + 4x3 + 5x3 + 4x,x7 — 4x2x; b) 2x? + 5x3 + 5x3 + 4x,x, — 4x,x3 — 8x2x3 


co) 517 +x3—x3+6x,x3 + 4x,x) d) 2x,x3 + 6x,x; 


3. Encontrar las formas cuadráticas asociadas a las siguientes ecuaciones cuadráticas. 


a) 2x?— 3xy + 4y* -7x+2v+7=0 b)x?—=xy+5x+8y-3=0 c) Sxy=8 
d) 4x? - 2y*=7 e) y? + 7x-8v-5=0 


4. Encontrar las matrices de las formas cuadráticas del ejercicio 3. 
5. Expresar cada una de las ecuaciones cuadráticas del ejercicio 3 en la forma matricial 
XxX Ax + Kx+/f$=0. 


6. Identificar las siguientes cónicas. 


a) 21? + 5y* =20 b) 4x? + 9y? =] c)x?-y?-8=0 d) 4y? — 5x? =20 
e) 1x?+y*-25=0 f) Ty -2x=0 6) =x=2p h) 3x — 11y? =0 
i)y=x?=0 )x*-3=-y? 


7. En cada inciso, la cónica estará en posición normal por medio de una traslación. 
Identificar la cónica y proporcionar su ecuación en el sistema de coordenadas tras- 
ladado. 


a) 9x? + 4y? — 36x — 24y+36=0 b) x? — 16y? + 8x + 128y = 256 
c) y? —8x-— 14y+49=0 d)x9+y?+6x— 10y+ 18=0 
e) 2x? — 3y? + 6x + 20y = —41 1) + 10x + 7y = -32 


8. Las siguientes cónicas no degeneradas están rotadas fuera de la posición normal y han 
girado. En cada inciso, girar los ejes de coordenadas para eliminar el término xy. Identificar 
la cónica y proporcionar su ecuación en el sistema de coordenadas que ha girado. 


a) 2x* — 4xy—y?+8=0 b)x?+2xy+ y +8x+y=0 
Cc) 5x* + 4xy + 5y?=9 d) 11x? + 24xy + 4y?— 15=0 


En los ejercicios del 9 a 14, trasladar y girar los ejes de coordenadas, en caso de ser nece- 
sario, a fin de que la cónica esté en posición normal. Identificar la cónica y proporcionar su 
ecuación en el sistema de coordenadas final. 


9. 9x* — 4xy + 6y? — 10x — 20y =5 10. 3x* — 8xv— 12y* — 30x — 64y =0 
11. 2x?— 4xy-— y? -4x—8y= —14 12. 211? + 6xy + 13y? — 114x + 34y + 73=0 
13. x*—6xy- 7y?+ 10x+2y+9=0 14. 4x? — 20xy + 25y? — 15x—6y=0 


15. La gráfica de una ecuación cuadrática en x y y puede, en ciertos casos, ser un punto, 
una recta o un par de rectas. Estas cónicas se denominan degeneradas. También es 
posible que ningún valor real de x y y satisfaga la ecuación. En estos casos la ecuación 
no tiene gráfica, se dice que representa una cónica imaginaria. Cada una de las 
siguientes expresiones representa una cónica de-generada o imaginaria. Cuando sea po- 
sible, trazar la gráfica. 

a) x*-y?=0 b)x?+3y9+7=0 c) 8x?+7y?=0 
d)x?—2xy+y?=0 e) 9%? +12xy+4y9-52=0 f)x?+y?-2x-4y=-S5 


o 
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9.7 SUPERFICIES CUÁDRICAS 


SUPERFICIES 
CUÁDRICAS 


En esta sección se aplicarán las técnicas de diagonalización obtenidas en la 
sección precedente a ecuaciones cuadráticas con tres variables, y los resultados 
se usarán para estudiar superficies cuádricas. 


Una ecuación de la forma 


ax? + by? + <z?+2dxy + 2exz +2fyz+gx+hy+ iz+j=0 (1) 


donde no todos los coeficientes a, b, . . . , f son cero se denomina ecuación 
cuadrática en x, y, y z; la expresión 


ax? + by? + cz* + 2dxy + 2exz + 2fyz 


se denomina forma cuadrática asociada. 
La ecuación (1) se puede escribir en forma matricial como 


a d ellx ba 
[lx y zljd b fllyl+lg A ¿ly|+=0 
e f cllz Z 
O 
xX Ax + Kx+j=0 
donde 
Y a d e 
x=| yl, A=|d b fl, K=lg h i] 
z O E 5 


Ejemplo 1 La forma cuadrática asociada con la ecuación cuadrática 


3x9 + 2y?— 2% + 4xy + 3x2 — 8Byz + 7x + 2y+ 32-7=0 
es 


3x4 2y — 224 4xy+3x2-8yz Á 


Las gráficas de ecuaciones cuadráticas con variables x, y y z se denominan 
cuádricas O superficies cuádricas. Las ecuaciones más simples de superficies 
cuádricas ocurren cuando estas superficies se colocan en ciertas posiciones 
normales con respecto a los ejes de coordenadas. En la figura 1 se muestran las 
seis superficies cuádricas básicas y las ecuaciones de estas superficies cuando éstas 
se colocan en las posiciones normales mostradas en la figura. Si una superficie 
cuádrica es cortada por un plano, entonces la curva de intersección se denomina 
traza del plano sobre la superficie. Para ayudar a conceptualizar las superficies 
cuádricas de la figura 1, se muestran y describen las trazas formadas por planos 
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paralelos a los planos de coordenadas. La presencia de uno o más términos de 
producto cruzado xy, xz y yz en la ecuación de una cuádrica indica que la cuádrica 
está fuera de la posición normal y se ha girado; la presencia de ambos términos x? 
y x, y? y yo z? y z en una cuádrica sin término de producto cruzado indica que la 
cuádrica está trasladada fuera de la posición normal. 


Figura 1 


Superficie Ecuación Superficie Ecuación 

























El trazo en el plano xy es un 
punto (el origen), y los trazos 
en los planos paralelos al 
plano xy son elipses. Los 
trazos en los planos yz y xz 
son pares de rectas que se 
cortan en el origen. Los trazos 
en los planos paralelos a éstos 
son hipérbolas. 


Los trazos en los planos de 
coordenadas son elipses, así 
como los trazos en los planos 
paralelos a los planos de 
coordenadas. 































El trazo en el plano xy es una El trazo en el plano xy es un 
elipse, así como los trazos en SINN: punto (el origen), y los trazos 
los planos paralelos al plano Nte el HS en los planos paralelos y por 


















xy. Los trazos en los planos o ALAN encima del plano xy son 

yz y xz son hipérbolas, asi Ñ A y CARAS elipses. Los trazos en los 

como los trazos en los planos NS planos yz y xz son parábolas, 

paralelos a éstos. AS s así como los trazos en los 
ASA planos paralelos a éstos. 






a 
x? y” Z 
— + ZE -—=-] 


2 2 2 
















Ma] 

























No hay trazo en el plano xy. 
En los planos paralelos al 
plano xy, que cortan la 
superficie, los trazos son 
elipses. En los planos yz y xz 
los trazos son hipérbolas, así 
como los trazos en los planos 
paralelos a éstos. 


El trazo en el plano xy es un 
par de rectas que se cortan en 
el origen. Los trazos en los 
planos paralelos al plano xy 
son hipérbolas. Las hipérbolas 
por encima del plano xy se 
abren en la dirección y, y las 
que están por abajo lo hacen 
en la dirección x. Los trazos 
en los planos yz y xz son 
parábolas, así como los trazos 
en los planos paralelos a éstos. 
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DE LOS 
TÉRMINOS DE 
PRODUCTO 
CRUZADO 


Ejemplo 2 Describir la superficie cuádrica cuya ecuación €s 
4x? + 36y? — 92? — 16x — 216y + 304 =0 
Solución. Al reagrupar los términos se obtiene 
Ax? — 4x) + 36( y? — 6y) — 92? = — 304 
Completando el cuadrado de los binomios entre paréntesis se obtiene 


Ax? — 4x + 4) + 36( y? — 6y + 9) — 92 = —- 304 + 16 + 324 





O 
Ax — 2Y + 36( y — 3) — 92? = 36 
O 
(x—2y ] pe 
E(P=3) ps 


Trasladando los ejes por medio de las ecuaciones de traslación 


O y =yp-3, Z77=2 


se obtiene 


que es la ecuación de un hiperboloide de una hoja. A 


El procedimiento para identificar cuádricas que están fuera de la posición normal 
y se han girado, es semejante al procedimiento para las cónicas. Sea O una super- 
ficie cuádrica cuya ecuación en coordenadas xyz es 


x Ax +Kx+j=0 (2) 
Se quiere girar los ejes de coordenadas xyz de modo que la ecuación de la cuádrica 


en el nuevo sistema de coordenadas x'y'z' no contenga términos de producto 
cruzado. Esto se puede efectuar como sigue: 





Encontrar una matriz P que diagonalice ortogonalmente a xÍ Ax. 







Paso 2. Intercambiar dos columnas de P, en caso de ser necesario, a fin de 
hacer det(P) = 1. Esto asegura que la transformación ortogonal de coor- 
denadas 


X X 
x=Px', esdecir, | y| =P] y |, (3) 


/ 





Z 






Z 
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es una rotación. 





Paso 3. Sustituir (3) en (2). Así se obtiene una ecuación para la cuádrica en 
coordenadas x'y'z' sin términos de producto cruzado. (La demostra- 
ción es semejante a la de las cónicas y se deja como ejercicio.) 






El siguiente teorema resume este análisis. 


Teorema 9.7.1. (Teorema de los ejes principales para R3). Sea 
ax? + by9+c27+2dxy +2exz2+2fy2+gx+hy+iz+j=0 
la ecuación de una cuádrica O, y sea 
x"Ax = ax? + by? +c2* + 2dxy + 2exz + 2fyz 


la forma cuadrática asociada. Los ejes de coordenadas se pueden girar de 
modo que la ecuación de O en el sistema de coordenadas x'y'z' sea de la forma 


AER Ay Ada? go + hy + Pz + j=0 


donde 4,,4, y A, son los eigenvalores de A. La rotación se puede efectuar por 
medio de la sustitución 


x=Px 





donde P diagonaliza ortogonalmente a x1Ax y deK(P) = 1. 


Ejemplo 3 Describir la superficie cuádrica cuya ecuación es 
4x? + 4y? + 42? + 4xy + 4xz + 4y2-3=0 
Solución. La forma matricial de la ecuación cuadrática anterior es 
xAx-3=0 (4) 


donde 
4 2 2 
A=Z 4:23 
2.2 4 


Como se muestra en el ejemplo 1 de la sección 7.3, los eigenvalores de A son 4 = 2 
y 4 = 8, y A es diagonalizada ortogonalmente por la matriz 
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1/42 -—1/V6 1/V3 
P=| 1/42 -1/V6 1/vV3 
0 2/V6 1/V3 


donde los dos primeros vectores columna en P son eigenvectores correspondientes 
ad = 2 y el tercer vector columna es un eigenvector correspondiente a A = 8. 
Como det(P) = 1 (comprobar), la transformación ortogonal de coordenadas x 
= Px' es una rotación. Sustituyendo esta expresión en (4) se obtiene 
(PXyA(Px)-3=0 


o bien, de manera equivalente, 


AYUPAP KR -3=0 (5) 
Pero 
2.0 0 
PAP=|10 2 0 
0.0 8 


o bien, 
2x2 + 29482? =3 


La ecuación anterior se puede volver a escribir como 


09) 


es ” 


oral 
3/2" 342. 378 


1] 





que es la ecuación de un elipsoide. Á 


EJERCICIOS DE LA SECCION 9.7 


1. Encontrar las formas cuadráticas asociadas con las siguientes ecuaciones cuadráticas 


a) 10 +2y 922 +4xy—5Syz+ 7x +2 = b) 3x7 + 72% + 2xy-— 3xz + 4yz-— 3x=4 
C)xv+xz+yz3=1 d) x? + y? —-3= 
e) 32 + 3xz — 14y+9=0 1) 22 +2xz2+ y 9+2x-—y+32=0 


2. Encontrar las matrices de las formas cuadráticas del ejercicio 1. 
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3. Expresar cada una de las ecuaciones cuadráticas dadas en el ejercicio 1 en la forma 
matricial x74x + Kx+j=0. 


4. Identificar las siguientes cuádricas. 
a) 36x? + 9y? + 42?-36=0 b) 2x? + 6y? — 32? = 18 c) 6x? — 3y? - 22? -6=0 
d) 9? + 4y?-2*=0 e) 16x? + y? = 162 1) 7 -3y+2= 
g)12+y?9+2%=25 
S. En cada inciso, determinar las ecuaciones de traslación que colocan la cuádrica en 
posición normal. 
a) 9x? + 36y? + 42? — 18x — 144y — 242 + 153 =0 b) 6x? + 3y? — 22? + 12x — 18y- 82 = -7 
0) 31? —- 3y? — 2? + 42x+ 144=0 d) 4x? + 9y? — 2? — 54y — 507 = 544 
e) x? + 16y? + 2x - 32y — 16z- 15=0 f) 7x?— 3y? + 126x + 72y +2 + 135=0 
g) 12 + y9+2-2x+ 4y— 62 = 11 
6. En cada inciso, encontrar una rotación x = Px' que elimina los términos de producto 
cruzado. Identificar la cuádrica y escribir su ecuación en el sistema xyz". 
a) 21? + 3y? + 232? + 72xz + 150=0 b) 4x? + 4y? + 42? + 4xy + 4dxz + 4yz2-5=0 
c) 144x* + 100y? + 812? — 216xz — 540x — 7207 =0 d) 2xy+z=0 
En los ejercicios del 7 al 10, trasladar y girar los ejes de coordenadas a fin de colocar la 
cuádrica en posición normal. Identificar la cuádrica y escribir su ecuación en el sistema de 
coordenadas final. 


1. 2xy + 2x3 + 212 =0x =0y -42=:-9 

8. 712? + 7y? + 102? — 2xy — 4xz + 4yz — 12x + 12y + 602 = 24 
9. 2xy-— 6x+ 10y+2-31=0 

10. 2x? + 2y? + 52? — 4xy — 2x2 + 2yz + 10x — 26y - 22=0 


11. Demostrar el teorema 9.7.1. 





9.8 COMPARACIÓN DE PROCEDIMIENTOS PARA RESOLVER 
SISTEMAS LINEALES 





En esta sección se analizarán algunos aspectos prácticos para resolver sistemas 
de ecuaciones lineales, invertir matrices y encontrar eigenvalores. Aunque ya 
antes se analizaron métodos para efectuar estos cálculos, los métodos no son 
aplicables directamente a la solución por computadora de problemas en gran 
escala que se presentan en aplicaciones del mundo real. 





CONTEO DE Debido a que las computadoras están limitadas en el número de cifras decimales 
OPERACIONES que pueden manejar, redondean o truncan casi todas las cantidades numéricas. Por 
- ejemplo, una computadora diseñada para almacenar ocho cifras decimales puede 
registrar = como .66666667 (redondeado) o como .66666666 (truncado). En cual- 

quier caso se introduce un error denominado error por redondeo. 
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Método 


Las consideraciones prácticas principales al resolver problemas de álgebra 
lineal en computadoras digitales son reducir el tiempo de computadora (y así el 
costo) necesario para obtener la solución y disminuir inexactitudes debidas a 
errores por redondeo. Así, un buen algoritmo de cómputo usa el menor número de 
operaciones posible y efectúa tales operaciones de modo que reduce el efecto de errores 
por redondeo. 

En este texto se han estudiado cuatro métodos para resolver un sistema 
lineal, 4x = b, de n ecuaciones con n incógnitas: 





Eliminación de Gauss con retrosustitución, 
. Eliminación de Gauss-Jordan. 

. Calculando 47?. obtener x= 47 ?b. y 

La regla de Cramer. 







de (e Nh ma 


Para comparar estos métodos como herramientas de cómputo es necesario 
saber cuántas operaciones aritméticas requiere cada uno. En una computadora 
moderna grande, los tiempos de ejecución representativos en microsegundos (1 
microsegundo = 1076 segundos) para las operaciones aritméticas básicas son 


Multiplicación = 1.0 microsegundo 
División 3.0 microsegundos 
Adición 0.5 microsegundos 
Sustracción = 0.5 microsegundos 


tl 


En este análisis se agruparán las divisiones y las multiplicaciones (tiempo medio 
de ejecución = 2.0 microsegundos), y también se agruparán las sumas y las 
sustracciones (tiempo medio de ejecución = 0.5 microsegundos). Las 
multiplicaciones o divisiones se denominarán "multiplicaciones", y las adiciones y 
sustracciones, "adiciones". 

En la tabla 1 se muestra el número de operaciones necesarias para resolver 
un sistema lineal 4x = b de » ecuaciones con » incógnitas aplicando cada uno de 
los métodos analizados en el texto, así como el número de operaciones necesarias 
para invertir a A o para calcular su determinante por reducción de renglones. 


TABLA 1 Conteo de operaciones para una matriz invertible An X n 


Número de multiplicaciones 


Resolver Ax = b por eliminación de Gauss-Jordan 


Resolver 4x = b por eliminación gaussiana 


Encontrar 4) reduciendo 


[411] a[/1 47] 


Resolver Ax = b como 
x=A"'b 


Encontrar det(4) por reducción de renglones 
Resolver Ax = b por la regla de Cramer 
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Obsérvese que los métodos de eliminación de Gauss-Jordan y de eliminación 
gaussiana proporcionados en el texto poseen el mismo conteo de operaciones. No 
es difícil entender por qué esto es así. Ambos métodos empiezan con la reducción 
de la matriz aumentada a la forma escalonada por renglones. Esto se denomina 
fase hacia adelante o pase hacia delante. Luego la solución se termina por 
retrosustitución en la eliminación gaussiana y continuando la reducción hasta la 
forma escalonada reducida en la eliminación de Gauss-Jordan. Esto se denomina 
fase hacia atrás o pase hacia atrás. Resulta que el número de operaciones 
necesarias para la fase hacia adelante es el mismo, sin importar que se use 
retrosustitución o la reducción se continúe hasta llegar a la forma escalonada 
reducida. Así, los métodos de eliminación gaussiana y de eliminación de Gauss- 
Jordan proporcionados en el texto poseen el mismo conteo de operaciones. 


OBSERVACIÓN. Existe una variante común de la eliminación de Gauss-Jordan, menos 
eficaz que la presentada en el texto. En el método del texto, la matriz aumentada 
primero se expresa en forma escalonada reducida mediante la introducción de ceros 
abajo de los unos principales; luego, la reducción se completa mediante la introduc- 
ción de ceros arriba de los unos principales. Un procedimiento opcional es introducir 
ceros abajo y arriba de un 1 principal una vez obtenido éste. El método requiere 


3 3 2 
n al n” n ai 
adiciones y S ME > multiplicaciones 


2 


Mi=x 


que son valores mayores que los aquí obtenidos para toda n > 3. 


Para ilustrar cómo se calculan los resultados de la tabla 1, se obtendrá el 
conteo de operaciones para la eliminación de Gauss-Jordan. Para llevar a cabo este 
análisis se requieren las siguientes fórmulas de la suma de los 1 primeros enteros 
positivos y la suma de los cuadrados de los n primeros enteros positivos: 


A E A 


AE A PR a, Q 
6 ) 





En los ejercicios se analizan métodos de obtención de estas fórmulas. También se 
requieren las fórmulas para la suma de los 1 — 1 primeros enteros positivos y la 
suma de los cuadrados de los 1 — 1 primeros enteros positivos. Las fórmulas se 
pueden obtener sustituyendo n — 1 por n en (1) y (2). 






_(n— Dn 
2 
o ES D(ZA E 1) 


6 






as eL) (3) 


j 
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Sea Ax = b un sistema de n ecuaciones lineales con rn incógnitas, y supóngase que 
A es invertible, de modo que el sistema tiene una solución única. También 
supóngase, para simplificar las cosas, que para escribir la matriz aumentada |4 | 
b] en forma escalonada reducida no se requiere ningún intercambio de renglones. 
Esta hipótesis se justifica por el hecho de que los intercambios de renglones se 
efectúan como registro de operaciones en una computadora y requieren mucho 
menos tiempo que las operaciones aritméticas. 

Como no se requiere ningún intercambio de renglones, el primer paso en el 
proceso de eliminación de Gauss-Jordan es introducir un 1 principal en el primer 
renglón multiplicando los elementos de este renglón por el recíproco del elemento de 
la izquierda en el renglón. Este paso se representa de manera esquemática como sigue: 





O O E EE < 

e... -... ...0 

e. ..—... 09 3 | $ X denota una cantidad que se calculará 
O denota una cantidad que no se calcula 
| El tamaño de la matriz es n X (n+ 1) 

e... .-.-.-. ..0 
] 

.. . . .-.- . .. 


Obsérvese que el 1 principal simplemente se registra y que no requiere cálculos; 
sólo es necesario calcular los 1 elementos restantes en el primer renglón. 


A continuación se presenta una descripción esquemática de los pasos y el núme- 
ro de operaciones necesarias para reducir [4 | b] a forma escalonada por renglones. 


Paso 1 E O A A ES 
e... e. -. 0. 0,0 
|] 
o. . . -. 0 0:0 EEE 
. a multiplicaciones 
E 0 adiciones 
l nl 
. . 0 e ... 
.. . e ... 
Paso la ]|o e. o. ..'¡e n multiplicaciones/renglón 
0 xXx x Xx xx n adiciones/renglón 
0 xXx x Xx x n — 1 renglones que requieren 
l : no. cálculos 
E e A 
O xXx Xx A AA AA 
' n(n — 1) multiplicaciones 
0) Xx Xx A AR n(n — 1) adiciones 
Paso 2 ]eo e o .,.e 
E O Xx Xx X 
t 
e e > > a n — 1 multiplicación 
0 á O adiciones 
o. 
0... . ... 
0 e e 0 
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Paso 2a lo. < .. e ¡ 0 n — 1 multiplicaciones/renglón 
0 1 0 o 0 | e n — 1 adiciones/renglón 
0.0 > X n — 2 renglones que requieren 

E cálculos 
0 0 > xXx Xx! _— 
(n — 1)G1 — 2) multiplicaciones 

0.0 *x A ES (n — 1Kn — 2) adiciones 

Paso 3 1. e e e | 0 
0 1 0 o. .,9o 
0.01 ES 0 ás n — 2 multiplicaciones 
NS | : 0 adiciones 
0 0 e. ... 
0 0e e. ... 

Paso 3a Ie... e. .,. n — 2 multiplicaciones/renglón 
0 1 0 e. ..,.0 n — 2 adiciones/renglón 
0 0 1 o . ¡e n — 3 renglones que requieren 
a qe cálculos 
0.0 0 XX | X (n — 2)(n — 3) multiplicaciones 
0.000 Xx ' Xx (n — 2Xn — 3) adiciones 

Paso 1... . e | 07 

(n — 1) 0 10 e. .'.. 
0.0 1 .-* 1 > 2 multiplicaciones 
ES | 0 adiciones 
0.0.0 Ll XIX 
0.0.0 e. ... 

Paso 1. e. 0 ¡ 0 2 multiplicaciones/renglór: 

(n—- ia |o 1 +.e o. ..e. 2 adiciones/renglón 
0 0.1 $ 1 renglones que requieren 
a ai cálculos 
0.0 0 Il .:0 2 multiplicaciones 
0 0.0 0 x | Xx 2 adiciones 

Paso n 1... o. 0 | o 
0 1 e oe .,.e 
0.0 1 e ! . 1 multiplicación 
El E : 0 adiciones 
0 0 0 l .¡. 
0.0.0 001: 


PA A Ma RAE a A UN lic Pb e a le mod 0 e 
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Así, el número de operaciones necesarias para completar pasos consecutivos es 


como sigue: 
Pasos 1 y la 
Multiplicaciones: n + n(n — 1) =n” 
Adiciones: nn) =n*—n 
Pasos 2 y 2a 
Multiplicaciones: (1 — 1) + (1 — 1 Kn — 2) = (n — 1) 
Adiciones (a — Dm—2)=(1n- 1 -(n- 1) 
Pasos 3 y 3a 
Multiplicaciones: (1 — 2) + (n — 2)J(n — 3) = (n — 2y 


Adiciones: (n — 2 Mn — 3) = (n— 2 — (n-2) 


Pasos (1 — 1) y (n — Da 
Multiplicaciones: 4 (= 2*) 


Adiciones: 2 (=2*-2) 
Paso n 

Multiplicaciones: | (= 1*) 

Adiciones: 0 (=1*-1) 


Por consiguiente, el número total de operaciones necesarias para expresar [4 
¡| b] en forma escalonada reducida es 


Multiplicaciones: n?*+ (2-1 +(n-2 +++ 1? 
Adiciones: [n?+ (a — 1 + (1-2 +: +12] 
—[n+(n=1)+(1=2)+-:-+1] 


o bien, aplicando las fórmulas (1) y (2), 


| e a nn + 1)Qn +1) rn nn y 
ia A a 5 
Multiplicaciones: 6 EN (5) 
e + D)GOn+1 +1 7 
Adiciones: eos DICO An dE, 1 (6) 
6 2 310.3 


Así se completa el conteo de operaciones para la fase hacia adelante. Para la fase 
hacia atrás es necesario escribir la forma escalonada de [4 | b] en forma escalo- 
nada reducida mediante la introducción de ceros por arriba de los 1 principales. A 
continuación se muestran las operaciones: 


A AAA AAA ANETO A SS 
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Paso 1 |... e 0;x 
0 1 e e. 0:x 
0 d e 0 1 A n — 1 multiplicaciones 
e MEE n — 1 adiciones 
0.00 Lo tx 
0.0.0 0 110 

Paso e... 0 0:x 
0 1.04 0 01 x 
0 0 1 0.0 1 X n — 2 multiplicaciones 
A: a 1 E n — 2 adiciones 
0.0.0 1.010 
0.0.0 0 1:0 

Paso le 0 --- 0. 0;>x 

(1 — 2) A 
0-4: 1 0 O: sl 2 multiplicaciones 
e a Ea 2 adiciones 
0.0.0 100) 
0.0.0 001 

Paso 10.0 0.0:>x 

=D lo 10 0 010 
0 0 1 0 0,6 
E A 1 multiplicación 
0.0.0 101 
0.0.0 0 11 


Así, el número de operaciones necesarias para la fase hacia atrás es 


Multiplicaciones: (n— 1) + (n—2)+-::*+2+1 
Adiciones: M=DEE0=24+*242 1 


o bien, aplicando la fórmula (3), 





a (n— Dn n  n 
Multipl So 1 
ultiplicaciones Z No (7) 

NN n—Dn nn n 
diciones: > 773 (8) 


Asi, por (5), (6), (7) y (8), el conteo total de operaciones para la eliminación de 
Gauss-Jordan es 
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Multiplicaci : pe dl non Sa (9) 
ultiplicaciones: | +=3+2 > j 
3 2 3 pe 
Adiciones: EE le E 0, AE (10) 
ES E Ce E AS 


En aplicaciones prácticas no es raro encontrar sistemas lineales de miles de 
ecuaciones con miles de incógnitas. Así, la tabla 1 reviste especial importancia 
para grandes valores de 1. Un hecho verdadero para polinomios es que para 
grandes valores de la variable, un polinomio puede ser bien aproximado por su 
término de grado más alto; es decir, si a, + 0, entonces 


F para x grande 


ASPAS + ax qx 
(ejercicio 12). Así, para grandes valores de nx, el conteo de operaciones en la tabla 
l se puede aproximar como se muestra en la tabla 2. 

Por la tabla 2 se deduce que cuando n es grande los mejores métodos para 
resolver Ax = b son la eliminación gaussiana y la eliminación de Gauss-Jordan. El 
método de multiplicar por 47 ?es bastante peor que los anteriores (requiere el triple 
de operaciones), y el método más ineficaz de los cuatro es la regla de Cramer. 


TABLA 2 Conteo aproximado de operaciones para una matriz invertible n x n 
con n grande 





Número de | Número de 


Método ed a 
adiciones multiplicaciones 


Resolver Ax = b por eliminación de Gauss- 
Jordan 


Resolver 4x = b por eliminación gaussiana 


Encontrar 47? reduciendo [4 | 7] a [7 | 4]? 


Resolver Ax = b como x = 47 1b 


Encontrar det(4) por reducción de renglones 


Resolver Ax = b por la regla de Cramer 
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OBSERVACIÓN. En la observación a continuación de la tabla 1 se mencionó que 
si la eliminación de Gauss-Jordan se efectúa mediante la introducción de ceros 
arriba y abajo de los unos principales tan pronto como se obtienen éstos, entonces 
el conteo de operaciones es 


3 a ; 
e y da multiplicaciones 
—-—>— adi pS 


Así, para n grande este procedimiento requiere = n?/2 operaciones, que es 50% 
mayor que las 1?/3 multiplicaciones necesarias para efectuar el método presentado 
en el texto. Lo mismo se cumple para las adiciones. 

Es razonable preguntar si se pueden crear otros métodos para resolver 
sistemas lineales que pudieran requerir significativamente menos operaciones que 
las = n3/3 adiciones y multiplicaciones necesarias en la eliminación gaussiana y 
en la eliminación de Gauss-Jordan. La respuesta es un "sí” categórico. En años 
recientes se han creado métodos que requieren = Cn% multiplicaciones, donde q es 
ligeramente mayor que 2.5. Sin embargo, estos métodos tienen poco valor 
práctico, ya que su programación es complicada, la constante C' es muy grande y el 
número de adiciones necesarias es excesivo. En pocas palabras, en la actualidad no 
existe ningún método práctico para resolver sistemas lineales generales que mejore 
significativamente el conteo de operaciones de la eliminación gaussiana y del 
método de eliminación de Gauss-Jordan presentado en el texto. 


EJERCICIOS DE LA SECCION 9.8 


1. Encontrar el número de adiciones y multiplicaciones necesarias para calcular AB si A 
es una matriz m X n y B es una matriz n X p. 


2. Usando los resultados del ejercicio 1, encontrar el número de adiciones y 
multiplicaciones necesarias para calcular AR por multiplicación directa si A es una 


matriz n X n. 


3. Suponiendo que Á es una matriz n X n, usar las fórmulas de la tabla 1 para determinar 
el número de operaciones necesarias para efectuar los procedimientos de la tabla 3. 


Encontrar 47 | reduciendo 4iNa[! 47) 


Resolver Ax = b como x = 47*b 


Encontrar det(4) por reducción de renglones 


Resolver Ax = b por la regla de Cramer 
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4. Suponiendo un tiempo de ejecución en computadora de 2.0 microsegundos para las 
multiplicaciones y de 0.5 microsegundos para las adiciones, usar los resultados del 
ejercicio 3 para escribir los tiempos de ejecución en segundos necesarios para efectuar 
los procedimientos de la tabla 4. 







Tabla 4 






Tiempo de 
ejecución 


Tiempo de 
ejecución 


Tiempo de 
ejecución 


Tiempo de 
ejecución 

















Resolver Ax = b por eliminación de 
Gauss-Jordan 










Resolver Ax = b por eliminación 
gaussiana 












Encontrar 47 | reduciendo [4 |/] a 
[147] 


Resolver Ax = b como 





5. Obtener la fórmula 


n(n +1) 
A E EN 
[Sugerencia Sea S =1+2+3+... + mn. Escribir los términos de $, en orden 


invertido y sumar las dos expresiones para $, .] 
6. Usando el resultado del ejercicio 5, demostrar que 


(m— Dn 


o (A) ia 


7. Obtener la fórmula 
EE E AE 
6 


realizando los pasos siguientes. 
a) Demostrar que (k + 1 — 1? =3 1 +3k+ 1. 
b) Demostrar que 


[2 - 13] + [32-23] + (44 -3] +: +[(M+1?-n?*]=(n+ 1-1 
c) Aplicando a) a cada término del miembro izquierdo de b), demostrar que 
(+19 1=3[12+224+ 3244 ]4+3[1+2+3 +: +n]+n 


d) Resolver la ecuación del inciso c) para 1? +22 +3?+.... + nm”, usar el resultado del 
ejercicio 5 y luego simplificar. 


8. Usando el resultado del ejercicio 7, demostrar que 


(n — l)nQn — 1) 


124 224+ 32 +---+(n- 1) = 6 


10 ds AITANA AA 


9.9 Descomposiciones LU / 589 


9. Sea R la forma escalonada de una matriz invertible n X n. Demostrar que para resolver 
el sistema lineal Rx = b por retrosustitución se requieren 


(58) 


hn 


n SS 
— —-— multiplicaciones 
Zo 2 

nn E 

—-> adiciones 
zz 


10. Demostrar que para reducir una matriz invertible de n X n a 1, aplicando el método del 
texto se requieren 


multiplicaciones 
adiciones 


[Nota. Supóngase que no se requiere ningún intercambio de renglones. ] 


11. Considérese la variante de la eliminación de Gauss-Jordan en que se introducen ceros 
arriba y abajo de un 1 principal tan pronto como se obtiene éste, y sea 4 es una matriz 
invertible n X n. Demostrar que para resolver un sistema lineal Ax = b usando esta 
versión de la eliminación de Gauss-Jordan se requieren 


multiplicaciones 


adiciones 


(Vota. Supóngase que no se requiere ningún intercambio de renglones. ] 


12. (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Demostrar que si p(x)=4,+4,x+...+ a 
donde a, 4 0, entonces 


lím 22 - 


a O 





l 


[Nota. Este resultado justifica la aproximación a +4/x+...+ ax =s ak para x 
grande.] 





9.9 DESCOMPOSICIONES LU 





Con la eliminación gaussiana y la eliminación de Gauss-Jordan se resuelve un 
sistema lineal operando sistemáticamente sobre la matriz aumentada. En esta 
sección se analizará un método diferente basado en la factorización de la matriz 
de coeficientes en un producto de dos matrices: una triangular inferior y otra 
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SOLUCIÓN DE 
SISTEMAS 
LINEALES POR 
FACTORIZA- 
CIÓN 


de coeficientes en un producto de dos matrices: una triangular inferior y otra 
triangular superior. Este método es adecuado para computadoras digitales y 
constituye una base para muchos programas de cómputo prácticos. 





Se procederá en dos partes. Primero se mostrará cómo un sistema lineal Ax = b se 
puede resolver fácilmente una vez que A se factoriza en un producto de dos 
matrices: una triangular inferior y otra triangular superior. Luego se mostrará cómo 
obtener la factorización. 

Si una matriz Á n X n se puede factorizar en un producto de matrices n X n 
como 


A=LU 
donde £ es triangular inferior y U es triangular superior, entonces el sistema lineal 
Ax = b se puede resolver como sigue: 
Paso 1. Volver a escribir el sistema Ax = b como 
LUx =b (1) 
Definir una nueva matriz y de n X 1 por 


Ux = y (2) 


Usar (2) para volver a escribir (1) como Ly = b y resolver este sis- 
tema para y. 


Sustituir y en (2) y despejar x. 





Aunque este procedimiento reemplaza el problema de resolver el simple sistema 
Ax = b por el problema de resolver los dos sistemas Ly = b y Ux = y, éstos se 
resuelven fácilmente porque las matrices de coeficientes son triangulares. El 
siguiente ejemplo ilustra este procedimiento. 


Ejemplo 1 Después, en esta sección se obtendrá la factorización 


2 6 2 2 0 Ci 3 1 
Ed. 8 O |=]| 3 ] 0140 1 3 
4 9 2 q FLO 04 


Usando este resultado y el método antes descrito, resolver el sistema 


2 6 2H x; 2 
+= 9 0llx[=f2 (3) 
4 9 211 x3 3 


* En 1979, los Argonne National Laboratories desarrollaron una importante biblioteca, denominada 
LINPAK, de programas de álgebra lineal independientes de la máquina. Muchos de los programas de tal 
biblioteca están basados en los métodos que se analizan en esta sección. 


Pri AO RA UA 
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Solución. (3) se vuelve a escribir como 


p) 0 01 3 1phx, 2 
— 3 1 ollo 1 3|lx|=|2 (4) 
7 710 0 1llx 3 


Como se especifica en el paso 2 anterior, y,, y, y yz se definen por la ecuación 


1.3 1]f[1x y 
oO 1 3 X)» ¡> Y) (5) 
0 0 1 Xz Y3 


de modo que (3) se puede volver a escribir como 
2 0 01 y, 2 
e l 0ll»I|=]|2 
4 -3 71 », 3 


o bien, de manera equivalente, 
2y y =2 
=3Y1+ Ya =L 
dy, — 3y, + 7y3=3 
El procedimiento para resolver este sistema es semejante a la retrosustitución, 


excepto que las ecuaciones se resuelven de arriba hacia abajo, en vez de abajo 
hacia arriba. Este procedimiento, denominado sustitución hacia adelante, produce 


Y=b y=3  y3=2 
(comprobar). Sustituyendo estos valores en (5) se obtiene el sistema lineal 


13 1Hx 1 
0 1 3||x,|=]|5 
0 0 1]lx 2 
o bien, de manera equivalente, 
+3 + x3=l 
x3=2 
Resolviendo este sistema por retrosustitución se obtiene la solución 


Xx, =2, x=-=-l, x3=2 


(comprobar). Á 
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DESCOMPOSI- 
CIONES LU 


Ahora que ya se ha visto cómo un sistema lineal de » ecuaciones en n incógnitas 
se puede resolver factorizando la matriz de coeficientes, se volverá al problema de 
obtener la factorización. Para originar el método, supóngase que una matriz 4 n X 
n se ha reducido a una forma escalonada U mediante una sucesión de operaciones 
elementales en los renglones. Por el teorema 1.5.1, cada una de estas operaciones 
se puede efectuar multiplicando por la izquierda por una matriz elemental 


apropiada. Así, es posible encontrar matrices elementales £,, £,, ..., Ez tales que 
Por el teorema 1.5.2, E,, £,, . . ., E, son invertibles, de modo que es posible 


multiplicar sucesivamente por la izquierda ambos miembros de la ecuación (6) por 
TA a 
para obtener 
HAE SES AE (7) 
En el ejercicio 5 se ayudará al lector a demostrar que la matriz £ definida por 
LS ERES SE (8) 


es triangular inferior en el supuesto de que para reducir A a U no se efectúe ningún in- 
tercambio de renglones. Suponiendo que este es el caso, sustituyendo (8) en (7) se 
obtiene 


4A= LU 


que es una factorización de 4 en un producto de una matriz triangular inferior y 
una matriz triangular superior. 
El siguiente teorema resume el resultado anterior. 










Teorema 9.9.1. Si A es una matriz cuadrada que se puede reducir a una forma 
escalonada U sin aplicar ningún intercambio de renglones, entonces Á se 
puede factorizar como A = LU, donde L es una matriz triangular inferior. 


Definición. Una factorización de una matriz cuadrada 4 como A = £U, donde 


L es triangular inferior y U es triangular superior, se denomina descomposición 
LU o descomposición triangular de A: 





Ejemplo 2 Encontrar una descomposición LU de 


2.6 2 
AER es 0 
4. 9 21 


Solución. Para obtener una descomposición LU, A = LU, A se reducirá a una 
forma escalonada UY, y luego £ se calculará a partir de (8). Los pasos son: 
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Matriz elemental que 





Reducción a la corresponde a la operación Inversa de la matriz 
forma escalonada en los renglones elemental 
2 6 2 
de AS 0 
3 9 Z 
3.0.0 2.0.0 
Paso 1 E¡=|0 1 0 E¡'=|0 1 0 
0 0 1 0 0 1 
l 3 1 
=O 0 0 
4 9 2 
1.0.0 1.0.0 
Paso 2 E,=13 10 E,'=|-3 10 
0 0 1 0 0 1 
l 3 | 
0 l 3 
4 9 Z 
1.0.0 1.0.0 
Paso 3 E,=| 0.1.0 E “=|0 1-0 
4 0 1] 4 0 1 
l 3 l 
0 l 3 
0 +=. <=2 
1.0.0 l 0 0 
Paso 4 FE¿=|0 1 0 E 0 1 0 
0 3 1 0. =3 1 
l 3 l 
0 l 3 
0 0 7 
1.0.0 1.0.0 
Paso 5 E¿=|0 1 0 E*=|0 1 0 
0.05 0 0 7 
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PROCEDIMIEN- 
TO PARA 
ENCONTRAR 
DESCOMPO- 
SICIONES LU 


Asi, 
1 3 1 
U=j0 1 3 
O 0 1 
y, por (8), 
2.0.0 10 01 0 Of[pl1 0. 01 0 0 
L[=|0 1 0O[| -3 1 00 1 OJO 1  0O[f0 1 0 
0 0 1 0 0 1/4 O I1j¡0 -3 10 O 7 
2.0 0 
=| -3 1 0 
4 —3 7 
de modo que 
2 e 2 2.0 01 3 1 
+A. =8 O|=|-3 1 OJO 1] 3 
4.9. 2 4 -3 TINO 0 1 


es una descomposición ZU de A. A 


Como se muestra en este ejemplo, casi todo el trabajo para obtener una 
descomposición LU se invierte en el cálculo de £. Sin embargo, todo este trabajo 
se puede eliminar llevando un registro cuidadoso de las operaciones usadas para 
reducir 4 a U. Como se supone que no se requiere ningún intercambio de ren- 
glones para reducir 4 a U, entonces sólo se realizan dos tipos de operaciones: la 
multiplicación de un renglón por una constante diferente de cero y la adición de un 
múltiplo de un renglón a otro renglón. La primera operación se usa para introducir 
los unos principales y la segunda para introducir ceros abajo de los unos 
principales. 


En el ejemplo 2 los multiplicadores necesarios para introducir los unos 
principales en renglones consecutivos son: 


5 para el primer renglón 
l para el segundo renglón 


2 para el tercer renglón 


Obsérvese que los elementos diagonales sucesivos en L eran precisamente los 
recíprocos de los multiplicadores (figura 1). 


Figura 1 


Figure 2 
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2D 0 0 
L=|-3 6D. 
A ES O) 


Luego, obsérvese que para introducir ceros por abajo del 1 principal en el primer 
renglón se realizaron las siguientes operaciones: 


sumar 3 veces el primer renglón al segundo renglón 
sumar —4 veces el primer renglón al tercer renglón 


y para introducir el cero por abajo del 1 principal en el segundo renglón se efectuó 
la siguiente operación 


sumar 3 veces el segundo renglón al tercer renglón 


Ahora se observa que en cada posición abajo de la diagonal principal de £ (en tipo 
negro) el elemento es el negativo del multiplicador en la operación con que se 
introdujo el cero en esa posición en U (figura 2). 


En resumen, se tiene el siguiente procedimiento para obtener una 
descomposición LU de upa matriz cuadrada 4, en el supuesto de que A se pueda 
reducir a la forma escalonada sin efectuar ningún intercambio de renglones. 








Reducir 4 a una forma escalonada U sin efectuar ningún intercambio 

de renglones y sin perder de vists los multiplicadores usados para in- 

troducir los unos principales y de los multiplicadores usados para 

introducir los ceros abajo de los unos principales. 

Paso 2. En cada posición a lo largo de la diagonal principal de Z escribir el 
recíproco del multiplicador con que se introdujo el uno principal en 
esa posición de U. 

Paso 3. En cada posición por abajo de la diagonal principal de L escribir el 

negativo del multiplicador usado para introducir el cero en esa 

posición de U. 

Formar la descomposición A = LU, 













Ejemplo 3 Encontrar una descomposición LU de 


6 =2 0 
A=|9 —1 1 
3 Z 3 
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Solución. Se empezará por reducir Á a forma escalonada sin perder de vista a los 


multiplicadores. 
6 -2 0 
O 3 1 
3 Y 3 
DD -1 0]<— multiplicador =+ 
9 ml l 
3 7 Ro 
lo -—3 0 
(0) 2 | |¿—— multiplicador = —9 
(O) 8  5j<— multiplicador =—3 
Lo 00 
0 (1. ¿|——multiplicador =3 
Ú 8 5 
lo -3 0 
0. 1. 4 
o 0 | ¡—— multiplicador = —8 
ll -—¿ 0 
0 1 1 Aquí no se efectúa ninguna operación 
a real, dado que en el tercer renglón ya 
0 0 O <-—— multiplicador = 1 | existe un 1 principal. 





Al construir £ a partir de los multiplicadores se obtiene la descomposición LU. 


6 0 0]/1 5 
A=LU=|9 2 00 ] 
3.38 1]|[0 0 


— Nr E 
> 


Esta sección concluye con un breve análisis de dos preguntas fundamentales 
sobre las descomposiciones LU: 





Ya se sabe que si una matriz cuadrada 4 se puede reducir a la forma 
escalonada sin aplicar ningún intercambio de renglones, entonces 4 tiene una 
descomposición LU. En general, si para escribir 4 en forma escalonada se requiere 
intercambiar renglones, entonces no existe ninguna descomposición LU de 4. Sin 
embargo, en esos casos es posible factorizar A en la forma 


A =PLU 
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donde L es triangular inferior, U es triangular superior y P es la matriz que se 
obtiene al intercambiar los renglones de 7, de forma idónea (ver el ejercicio 17). 

Cuando no hay restricciones adicionales, las descomposiciones ZU no son 
únicas. Por ejemplo, si 


A =LU= bo: L> 0 0 l U>z 


y los elementos diagonales de Z son diferentes de cero, entonces es posible 
desplazar los elementos diagonales del factor izquierdo al factor derecho 
escribiendo 


1 0 0 
bi 1.0 hy 0 0 l Uy uz 
A = bi 0 lao 0 0 1 433 
bi ka 1 0 0 Ek3[0 0 l 
ho ba, 
l 0 0 
AN 1 0 ba Li 1 43 
= |! 0 > l,2423 
bs E 1 0 0 l33 


que es otra descomposición triangular de 4. 


EJERCICIOS DE LA SECCION 9.9 


1. Usar el método del ejemplo 1 y la descomposición LU 


Lo SL llo 


para resolver el sistema 
3x, —6x,=0 


2. Usar el método del ejemplo 1 y la descomposición LU 


3-6 -3 3 0. 07f1 -2 -1 
2.0 6|=| 2 4 ollo 1. 2 
-4 7 4] [-4 -1 2fjo 0. 1] 


para resolver el sistema 
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3x, 6x3 = -—3 


En los ejercicios del 3 al 10, encontrar una descomposición LU de la matriz de coeficientes; 
luego, usar el método del ejemplo 1 para resolver el sistema 


A AS A AS 


2 a 4 =3 112 =6 [| x, 0 
5, 0 -2 2lHx|=|-2 6. tl -—2 2Hx,|= 7 
==] 5 2H x 6 | 0 l lla FE] 
5 S 10Hx, 0 =l 3  -4|lx, =6 
TAE == 9 Hs =p 8. 3 10 —10fpx»|=]| -3 
0 4  26|lx3 4 =24 =d 11 Pax, 9 
| 0 | 0dHx, 5 2 =4 0 0lx 8 
2 Y 6 || x, e l e. da 0 lx, 0 
al 0 il 3 Ad ==. =-5 llo 1711 
0 0 ] SA Lx, 7 0 0 2  11|Lx, 0 
11. Sea 

2 LL. 

A=|-2 —1 2 

2 1 0 


a) Encontrar una descomposición LU de A. 

b) Expresar A en la forma A = L,DU,, donde L, es una matriz triangular inferior con 
unos en la diagonal principal, U, es una matriz triangular superior y D es una 
matriz diagonal. 

c) Expresar Á en la forma 4 = £,U,, donde £, es una matriz triangular inferior con 
unos en la diagonal principal y U, es una matriz triangular superior. 


12. Demostrar que la matriz 


13. Sea 


a) Demostrar: S1 4 X% 0 entonces Á tiene una descomposición LU única con unos en la 
diagonal principal de /.. 
b) Encontrar la descomposición £U descrita en el inciso a). 


a Ma Ea ir a a A 0 E E DUST PETER SAC BAR EIIAA To IRONIA 2 
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14. Sea Ax = b un sistema lineal de n ecuaciones con n incógnitas, y supóngase que Á es 
una matriz invertible que se puede escribir en forma escalonada sin efectuar ningún 
intercambio de renglones. ¿Cuántas adiciones y cuántas multiplicaciones son nece- 
sarias para resolver el sistema aplicando el método del ejemplo 1? [Vota. Contar las 
sustracciones como adiciones y las divisiones como multiplicaciones. | 


15. a) Demostrar: Si L, y L, son matrices triangulares inferiores n X n, entonces también 
L,L, es triangular inferior. 

b) El resultado del inciso a) es un caso especial de un resultado general que establece 
que el producto de un número finito de matrices triangulares inferiores es triangular 
inferior. Usando este hecho, demostrar que la matriz L en (8) es triangular inferior. 
[Sugerencia. Véase el ejercicio 27 de la sección 2.4.] 


16. Usando el resultado del ejercicio 15b), demostrar que el producto de un número finito 
de matrices triangulares superiores es triangular superior, [Sugerencia. Considerar las 
transpuestas. ] 


17. Demostrar: Si A es cualquier matriz n X n, entonces A se puede factorizar como Á = 
PLU, donde £ es triangular inferior, U es triangular superior y P se puede obtener 
intercambiando en forma adecuada los renglones de /_. (Sugerencia. Sea U la forma 
escalonada de A y efectuar primero todos los intercambios de renglones necesarios en 
la reducción de 4 a U.] 


18. Factorizar 


y 0 
A=|3 —]1 | 
0 2 l 


como A = PLU, donde P se obtiene a partir de /, al intercambiar de manera apropiada 
los renglones, £ es triangular inferior y U es triangular superior. 


A A A A A  _ OE 


is li 0 AA A a A O RS A A e A A A A IA 





A A 


CAPÍTULO / O 


ESPACIOS 
VECTORIALES 
COMPLEJOS 





10.1 NÚMEROS COMPLEJOS 





Hasta el momento sólo se han considerado espacios vectoriales para los cuales 
los escalares son números reales. Sin embargo, en muchas aplicaciones impor- 
tantes de vectores es aconsejable dejar que los escalares sean números com- 
plejos. Un espacio vectorial que permite escalares complejos se denomina espa- 
cio vectorial complejo, y uno que sólo permite escalares reales se denomina 
espacio vectorial real. Una ventaja de permitir escalares complejos es que todas 
las matrices con elementos escalares complejos tienen eigenvalores, lo cual no es 
cierto si solamente se permiten escalares reales. Por ejemplo, la matriz 


Sd 
ÁA= 
5 2 
tiene al polinomio característico 
AR 1 
det(Al — A) = det =1 + 
et( )=det| $ 1-> A+ 1 


de modo que la ecuación característica, 4? + 1=0, no tiene soluciones reales y 
por tanto carece de eigenvalores. 

En las tres primeras secciones de este capitulo se repasarán algunas de las 
propiedades básicas de los números complejos, y en secciones ulteriores se ana- 
lizarán espacios vectoriales complejos. 





601 
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NÚMEROS 
COMPLEJOS 


Como x” => 0 para todo número real x, la ecuación 


no tiene soluciones reales. Para manejar este problema, los matemáticos del siglo 
XVIII introdujeron el número "imaginario" 


¡=V= 
que se supone tiene la propiedad 
B=(V-1?=-1 


pero que de otra forma podía considerarse como un número real. Expresiones de la 
forma 
a + bi 


donde a y b son números reales reciben el nombre de "números complejos", los 
cuales se operan según las reglas normales de la aritmética, con la propiedad 
adicional de que ¡2 = —1. 

A principios de siglo XIX se aceptaba que un número complejo 


a + bi 
se considerará como otro símbolo para el par ordenado 

(a, b) 
de números reales y que las operaciones de adición, sustracción, multiplicación y divi- 
sión se definieran sobre estos pares ordenados de modo que se cumplieran las leyes co- 


nocidas de la aritmética y además ¡? = —1. Este enfoque es el que se seguirá en el 
texto. 





Ejemplo 1 A continuación se presentan algunos ejemplos de números complejos 
en ambas notaciones: 


Notación equivalente 





Para facilitar las cosas, los tres últimos números complejos en general se abrevia- 
rán como 


Figura 1 


Figura 2 


EL PLANO 
COMPLEJO 
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O+i=1, 2 +01 =2, 4 + (-2)=4-2i A 


Geométricamente, un número complejo se puede considerar como un punto 
o un vector en el plano xy (figura 1). 








Un número complejo se puede considerar como un punto o un vector. 


Ejemplo 2 En la figura 2a algunos números complejos se muestran como puntos y 
en la figura 2b, como vectores. Á 




















a) b) 


Algunas veces es conveniente usar una sola letra, como z, para denotar un número 
complejo. Así, se podría escribir 


z=a->+bi 


El número real a se denomina parte real de z y el número real b, parte imaginaria 
de 7. Estos números se denotan por Re(z) e Im(2), respectivamente. Por tanto, 


Re(4-31)=4 e Im(4 — 31) = -3 


Cuando los números complejos se representan geométricamente en un 
sistema de coordenadas xy, el eje x, el eje y y el plano se denominan eje real, eje 
imaginario y plano complejo, respectivamente (figura 3). 


A O A A . 
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A Eje imaginario 

(Parte 
imaginaria 
de 2) 


do pz = 4 + bi 
| 





| Eje real 
A 
Figura 3 (Parte real de 2) 
OPERACIONES Así como se define que dos vectores en R? son iguales si tienen las mismas com- 
CON NUMEROS ponentes, también dos números complejos son iguales si tanto sus partes reales 
COMPLEJOS como sus partes imaginarias son iguales: 


Definición. Dos números complejos a + bi y c + di son iguales, lo que se es- 
cribe como 


a+ bi=c=w di, 


sia=cyb=d. 





S1 b = 0, entonces el número complejo a + bi se reduce a a + 0i, que se 
escribe simplemente como a. Así, para cualquier número real a, 


a=a +0 


de modo que los números reales se pueden considerar como números complejos 
cuya parte imaginaria es cero. Geométricamente, los números reales corresponden 
a puntos sobre el eje real. Si se tiene a = 0, entonces a + bi se reduce a O + bi, que 
en general se escribe como bi. Estos números complejos, que corresponden a 
puntos sobre el eje imaginario, se denominan números imaginarios puros. 

Así como la adición de vectores en R? se realiza sumando las componentes 
correspondientes de los vectores, también la adición de números complejos se 
realiza sumando las partes y las imaginarias: 


(a + bi) + [e + di) = [la + c) + (b + d) (1) 


Las operaciones de sustracción y multiplicación por un número real también son 
semejantes a las operaciones vectoriales correspondientes en R”: 


la + bi) — [c+ di) = (a — c) + (b — di (2) 
k(a + bi) = (ka) + (kb), k real (3) 


Debido a que las operaciones de adición, sustracción y multiplicación de un 
número complejo por un número real son semejantes a las operaciones correspon- 


E ARNO A SAN rl ii 
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dientes para vectores en R?, las interpretaciones geométricas conocidas de estas 
operaciones se cumplen para números complejos (figura 4). 

Por la expresión (3) se deduce que (—1)z + z = 0 (comprobar), de modo que 
(— 1)z se denota por —z y se denomina negativo de 2. 


Ejemplo 3 Siz, =4 — Siyz,= —1 + 6i, encontrar Z, +Z,,Z, — Zy, 32, Y —22. 
Solución. 


2 +z=(4-5i)+(-1+6)=(4- D+(-5+6)=3+i 
az. =(4-5Si)-(-1+6)=(4+ )+(-5-6)i=5- 11li 
3z, = 344 — 5i)= 12 -— 15i 
zz =(-D)z=(-IE1+6)=1-6í A 





Suma de dos números complejos. Diferencia de dos números complejos. 





(R>0) (R<O) 


Figura 4 Producto de un números complejo z y un número real k. 


Hasta ahora se ha encontrado un paralelismo entre los números complejos y 
los vectores en R?. Sin embargo, a continuación se definirá la multiplicación de 
números complejos, una operación que no tiene análogo vectorial en R?. Para 
originar la definición, se desarrollará el producto 


(a + bie + di) 
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siguiendo las reglas algebraicas de costumbre, pero considerando a ¿2 como —1. 
Asi, se obtiene 


(a + bie + di) = ac + bdi? + adi + bei 
= (ac — bd) + (ad + bc)i 


lo cual sugiere la siguiente definición: 


| la + bie + di) = (ac — bd) + (ad + be)i | (4) 


Ejemplo 4 
(3+21(4+ 51) =(3:4-2-5)+(3:5+2-:4) 
= 2 4 231 
(1-14 31) = [4-2 (HI 3]1+ 16063 + 10) 
=5-— 14: 


¡“=(0+ X0+ 56) =(0:0-1:1)+(0-1+1-0i=-1 A 


Se deja como ejercicio comprobar las siguientes reglas de aritmética com- 
pleja: 


21 +22=2,+2; 
2127 — 2221 
Z 1 +F(22+23)= (2, +2,)+23 
Z1(2223) = (2,2223 


Z (22 + 23) = 2/22 + 2,23 


O+z=z 
zZ+(-2)=0 
232 


Estas reglas permiten multiplicar números complejos sin necesidad de apli- 
car directamente la fórmula (4). Siguiendo el procedimiento usado para originar 
esta fórmula, basta multiplicar cada término de a + bi por cada término de c + di, 
hacer ¡2 = —1 y simplificar. 


Ejemplo 5 


(3+2004+1)= 12 + 314 81+212=12+ 11-2=10+11li 
(5 -10Q +30) = 10+ 15/-¿-314=104+ 14+5= + 141 
¡1 + DO — 21) = (1 -2i+ 14-212) =843-1)=3-ié=1+3 A 
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OBSERVACIÓN. A diferencia de los números reales, en los números complejos no 
existe ordenamiento según el tamaño. Así, los símbolos de orden <, <, > y no se 
usan con números complejos. 

Ahora que ya se han definido la adición, la sustracción y la multiplicación 
de números complejos, es posible sumar, restar y multiplicar matrices con elemen- 
tos complejos y multiplicar una matriz por un número complejo. Sin entrar en de- 
talles, se observa que las operaciones y terminología matriciales analizadas en el 
capítulo 1 se cumplen sin ningún cambio para matrices con elementos complejos. 


Ejemplo 6 Si 


_ 1 — 1 B= i l— ij 
Ej de y edi 4 
entonces 
Pa, 12 Par e] 
A+B= o A=B= 
Ec Made 
] sa a 
he e e y Í 1 
i+i% 4i—i =1+i 1+4 
AB = pr malo i l-¡¿ 
lI+i 4-1 20 4 
=| ¡+ (-1):Q-31) 1-(1-D+(-0)4 
(1+D0:i+(4-0:Q-30 (1+D:(1-D+(4-i)4 
(3: 1 — Si Ñ 
4-13i 18-4i 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 10.1 


1. 


En cada inciso, graficar el punto y trazar el vector que corresponde al número complejo 


dado. 
a) 2 +31. 


reales. 


y y. 


b) 4. 


a) x-—Iiy= -2+31 


a) 2, +2, 


b) 2, 


c)-3=2i  d)-Si 


. Expresar cada número complejo del ejercicio 1 como un par ordenado de números 


. En cada inciso, usar la información proporcionada para encontrar los números reales x 


D) AF PY+AA=yi=3+ 1 


. Dado que z, = 1 — 2: y z, = 4 + 51, encontrar 


— 2» c) 4z, d) —z, e) 3z, + 42, £) 22, — éz, 


. En cada inciso, resolver para z. 


a) 2 +(l-1)=3+2i — b) -S2=5+10 0) (i—-2+(Q2-30)=-2+7 
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6. En cada inciso, trazar los vectores 2,, Za = 


a) 2 =3+12=1+4 b) 2, = -2+2i z,=4+51i 


Z,+2,Y2, 2 


7. En cada inciso, trazar los vectores z y kz. 
a)2=1+5k=2 b)2= -3-4i, k= -2 c)2=4+61 k=3 


8. En cada inciso, encontrar los números reales k, y k, que satisfagan la ecuación 
a) ki+ k(0+1)=3-2i db) k,Q +31) + kx(1 — 41) = 7 + Si 


9. En cada inciso, encontrar z,Z,, ES y ze 


a) 2 =3, 22=1-i b) 2, =4+61, z22=2-— 31 c) 2, =3(Q2 + 40), 2, = 30 — Si) 


10. Dado que z, =2 — 51 yz,=—1 — ¿, encontrar 


a) 2, — 2/2) b) (2, + 3z,) [Al + z,)]' d) 12" vai 


En los ejercicios del 11 al 13, efectuar los cálculos y expresar el resultado en la forma a + 
bi. 


11. (1 +24 — 61) 12. Q-DG + 4-21) 

13. (1 — 3/) 14. (1 +75) — 344 + 21) 

15. [(Q+08+20P 16. (V2+5)-¿VW2QU + Vi) 
A 18.3 =20* 09 +21 

19. Sea 


js ld pl 2 2* 
EN TS y =p Y 


Encontrar 
a) A+ 31B b) B4 c) AB d) B- 4? 


20. Sea 


Encontrar 


a) A(BC) b) (BC)A e) (CA)JB? dd) (1L+1X4B)+(3 — 40)A 


21. Demostrar que 
a) Im(iz) = Re(z).  b)Re(iz)= — Im(z). 
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22. En cada inciso, resolver la ecuación aplicando la fórmula cuadrática y comprobar los 
resultados sustituyendo las soluciones en la ecuación dada. 


a) 22 +224+2=0 b)z2-z+1=0 
23. a) Demostrar que si n es un entero positivo, entonces los únicos valores posibles de 1” 


son 1, —1, ¿y —i. 


b) Encontrar 12502. (Sugerencia. El valor de ¿? se puede determinar a partir del residuo 
cuando n se divide entre 4.] 


24. Demostrar: Si 2,2, = 0, entonces 2, = Do 2 O. 


25. Usar el resultado del ejercicio 24 para demostrar lo siguiente: Si zz, = 2z, y 2% 0, 


entonces 2 = Z, 


26. Demostrar que para los números complejos z,, Z, y 2, 
a) 2,+2=2+2z, D) 2, +(2+23)=(2,+2,)+2; 


27. Demostrar que para los números complejos Z,, Z, Y Z, 


a) 2,22 = 222; b) 2,(2,23) = (2,22)23 


28. Demostrar que z,(z, + z,) = 2,2, + z,z, para los números complejos z,, Z, Y Zy. 


F . r El . . xk 
29. En mecánica cuántica, las matrices de Dirac son 


1 0 0 0 0 0 0 1 
0 1 0 0 0 0 1 0 
B = ; a, = : 
0 O —i 0 0 l 0 0 
0 0 O —]1 1 0 0 0 
0 0 O  —i 0 0 l 0 
0 0 ¡ 0 0 0 O —1 
a. = , Q.= 
á O  — 0 0 - ] 0 0 0 
¿0 0 0 O —1 0 0 


a) Demostrar que 6” =%%=al=0a=1 
b) Dos matrices A y B se denominan anticonmutativas sí AB = — BA. Demostrar que 
dos matrices de Dirac cualesquiera son anticonmutativas. 





*Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) físico teórico inglés que instrumentó una nueva forma 
de mecánica cuántica y una teoría que predijo el "espín" de electrón y la existencia de una partícula 
atómica fundamental denominada positrón. En 1933 fue galardonado con el premio Nobel de física 
y en 1939, con la medalla de oro de la Royal Society. 
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10.2 MÓDULO; CONJUGADO COMPLEJO; DIVISIÓN 





El objetivo principal en esta sección es definir la división de números complejos. 


CONJUGADOS Se empezará con algunas ideas preliminares. 
COMPLEJOS z = a + bi es cualquier número complejo, entonces el conjugado de z, deno- 
tado por z, (que se lee como "z barra"), se define como 


z=a-— bi 


En palabras, z se obtiene invirtiendo el signo de la parte imaginaria de z. 
Geométricamente, z es la reflexión de z con respecto al eje real (figura 1). 





Figura 1 
Ejemplo 1 
z2=3+21i 2=3-2i 
z= —4-?2i 2= —-4+201 
z=i z=—i 
z=4 2=4 A 
OBSERVACIÓN. El último renglón del ejemplo 1 ilustra el hecho de que un 
número real es igual a su conjugado. Para ser precisos, se puede demostrar 
(ejercicio 22) que z= z si y sólo si z es un número real. 
Si un número complejo z se considera como un vector en R?, entonces la norma o 
longitud de vector se denomina módulo (o valor absoluto) de z. En pocas palabras: 
MÓDULO Definición. El módulo de un número complejo z = a + bi, denotado por |z| , se 


define como 


lz| = Y a? + p? (1 





rt CR RARA RJ HIS ASISTAN ARRANCA EA RS ARA RR 


DIVISIÓN DE 
NÚMEROS 
COMPLEJOS 
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Si b =0, entonces z = a es un número real, y 
ld = Wa +0? = Ya = la] 


de modo que el módulo de un número real es simplemente su valor absoluto. Así, 
el módulo de z también se llama valor absoluto de z. 


Ejemplo 2 Encontrar z si [2| = 3 — 41. 
Solución. Por (1) con a=3 y b= -4, |z| = V6y +(4)? =425=5. A 


El siguiente teorema establece una relación básica entre z y lz|. 


Teorema 10.2.1. Para cualquier número complejo z, 


za = la 





Demostración. —Siz=a+ bi, entonces 


a? — abi + bai — b?j? 
a? +b*= iz? ( 


zz = (a + biNa — bi) 


A continuación se abordará la división de números complejos. El objetivo es 
definir la división como la inversa de la multiplicación. Así, si z, + 0, entonces la 
definición de z = z,/z, debe ser tal que 


21 = Zo2 (2) 


El procedimiento será demostrar que (2) tiene una solución única para z si z, 4 0, 
y luego z,/z, se definirá como este valor de z. Igual que con los números reales, no 
se permite la división entre cero. 


Teorema 10.2.2. Si z, * 0, entonces la ecuación (2) tiene una solución 
única, que es 


1 





Demostración. Sean 2 =x + 1y,Z2, =x, + 1y, y 2, = x, + iy,. Entonces (2) se 
puede escribir como 


Xx + 1y] = (2 + 1y2)! + 1y) 


e 
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o bien 
xy + ly, = (Xx — pay) + (yx + x) y) 


o bien, igualando las partes reales e imaginarias, 


o 


YX FX Y SE Y 


da ME X1 4 
Y» Aly] 4) 


Como z, = x, + ¿p, % 0, se concluye que x, y y, no son cero a la vez, de modo que 


o bien, 


E 
=x 
y» Xx A de 


w pa 








Asi, por la regla de Cramer (teorema 2.4.3), el sistema (4) tiene la solución única. 














Xx TY 
Xx , 
PE e Al XA EY MX EY 
Ss = AZ En : 
Xx» —Y x3 + y, 2] 
Y2 X2 
E E 
y= y2 Y AAA YA A 
Be =12 2 - - 
o =P x2 + Y2 za] 
Y X2 





Por tanto, 
| 
Z=x+Ily= lz, |? (5 + Y1Y2) + YA —x192)| 

2 - 
1 : 

= EP (1, + iy), — 1y2) 
22 

"pr 0 


Así, para z, % 0 se define 


(5) 
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OBSERVACIÓN. Para recordar esta fórmula, multiplicar por z , el numerador y el 
denominador de z,/Z,: 





21 ZiZ2 ZiZz3 1 
— = —— = —_2= mr £ ¡25 
Za 222 [zo] la, | 
Ejemplo 3 Expresar 
3 +43; 
1 — 2 


en la forma a + bi. 


Solución. Por (5),conz,=3+4i¡yz,=1-— 21, 





AN NA 
1 E 
1-2; [1242 a 


l 
Ne 3+101)= [+21 


Otra solución. Así como en la observación precedente, el numerador y el 
denominador se multiplican por el conjugado del denominador: 


3+4 3+4; 1+2 -5+4+10 
[Y == AAA KA == SK == 1426 A 
1-2 1-2; 1+21 5 





Los sistemas de ecuaciones lineales con coeficientes complejos se presentan 
en varias aplicaciones. Sin entrar en detalles, se observa que los resultados sobre 
sistemas lineales estudiados en los capítulos 1 y 2 se cumplen sin cambio para 
sistemas con coeficientes complejos. 


Ejemplo 4 Aplicando la regla de Cramer, resolver 


ix+2y=1-2 
4x—iy= —12+3i 


E) » 
Solución. reo to Lo 
| 1-2 i : - 
LARA 2023 
¡ 2! ¡(—i)—2(4) 2 





A 
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e 4 =1+3 - (OC1430 40120) _ 7474, 
E (0-24) 7 
q 








Así, la soluciónesx=!,y=1-—i¡ A 


PROPIEDADES DE Esta sección concluye con la enumeración de algunas propiedades del conjugado 
LOS NUMEROS complejo que serán de utilidad en secciones ulteriores. 
COMPLEJOS 


Teorema 10.2,3, Para números complejos cualesquiera 2, Z, Y Z, 


a) Z; 2 +2=2) +2) 
Dz, =2, a Z) =2 — 2, 
C) 2122 = Z1Z, 

d) (2,/22) =2,/Z> 


e) 2=z 





Se demostrará el inciso a) y lo demás se deja como ejercicio. 
Demostración de a). Sean z, = a, +b,iyz,= a, + b,i; entonces 


2, +2) = (a, +07) + (b, + b)i 

= (a, +4,)— (b; + b,)i 
(a, — bi) + (a, — bai) 
=Z,+2> [|] 


OBSERVACIÓN. Es posible ampliar el inciso a) del teorema 10.2.3 a n términos y 
el inciso c) a n factores. En pocas palabras, 


a A A e 


n 


RAN 
EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 10.2 
1. En cada inciso hallar z . 
a 2=2+711 b)z= -3 — $ c) z= 51 d) z= —i e)z= -9 z=0 


2. En cada inciso encontrar |z|. 
a) z=i b)z= -—7T7i c)z= -—3-—4i d 2=1+i e)z2=-8 Dz=0 


ca o AT NAAA A AA UA ROS ÓN RRA INES PA AAA PODRIAS COMARCA RARE RASTAS ACES DNA 
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3. Comprobar que z z = [z/? para 
a7=2-4 —bz=-3+5i e) z=V2- V2i 


4. Dado que z, = 1 — Si y z, = 3 + 4í, encontrar 
a) z,/2, b) 21/2) c) 21/Za d) (21/22) e) 21/lz,| f) lz,/z,| 


5. En cada inciso, encontrar 1/z. 


az=i  bz=1-5 )2=3 


6. Dado que z, =1+iyz,=1 — 21, encontrar 
a) 2; = (2) b) A e) 2i- (E) da 
Za Z) Z) iZ, 


En los ejercicios del 7 al 14, realizar los cálculos y expresar el resultado en la forma a + bi. 








pe PEN 8. E ES 9. a 
+i d-DGB+1) (3 + 4iy 
10 o 11 Ya 12 
"(3 +41) (10631) 3-21 +1) 
13. ¡ 1-2 2+16 


E 14, A NA e 
d -D0 - 200 +21) 3+4i Si 
15. En cada inciso, resolver para z. 


a) iz=2-i  b)(4-30Z=i 


16. Aplicar el teorema 10.2.3 para demostrar las siguientes identidades: 
a) z+ 5i=2z-— Si b) iz= —iz is 


17. En cada inciso, trazar el conjunto de puntos en el plano complejo que satisfacen la 
ecuación. 


a) lzl = 2 b) lz — (1 +5) = 1 o) lz — il=l+:¿l d) Im(z + ¿) = 3 
18. En cada inciso, trazar el conjunto de puntos en el plano complejo que satisfacen la(s) 
condición (condiciones) dada(s). 
a) Iz+ il <= 1 b) 1<ki<2 c) [2z — 41] < 1 d) ll <lz+¿ 
19. Dado que z = x + ¿y, encontrar 
a) Re(iz) b) Im(iz) c) Re(iz) d) Im(iz) 
20. a) Dernostrar que si n es un entero positivo, entonces los únicos valores posibles de 


(1/1 son 1, —l, ¿y —1. 
b) Calcular (1/1)2%%. [Sugerencia. Véase el ejercicio 23(b) de la sección 10.1.] 


A A A A IAS A A A A A a 
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21. Demostrar: 
1 a l a 
a) ns +2) = Re(z) b) ye — 2) = IÍm(z) 


22. Demostrar: z= z si y sólo si z es un número real. 


23. Dado que z, =x, + 1y, y z, =x, + 1p,, encontrar 


a) Re( 3) b) mf) 
25 La 


24. Demostrar: Si (z)? = 2?, entonces z es real o imaginario puro. 


25. Demostrar que z|=|z |. 
26. Demostrar: 


a) 2, —2,= as Z> b) 2,2, = 212) c) (2,/2,) =2//2) d) z=z 


27. a) Demostrar que 2% = (z Y 


b) Demostrar que si 1 es un entero positivo, entonces 2” =(z )”. 
c) ¿Es verdadero el resultado del inciso b) si 1 es un entero negativo? Explicar la 
respuesta. 


En los ejercicios del 28 al 31, resolver el sistema de ecuaciones lineales aplicando la regla 
de Cramer. 


28. ix, — ix = —-2 29. x,+x,=2 
2x, +x=i Xx, — Xo = 21 

30. x, +x2+x3=3 31. ix, +3 +(1+05x= —i 
Xx) +x A =2 +2 Xx + di, + 3x, = —2i 
Xx, 7Xx3+x3=-l xy + Xx, + x=0 


En los ejercicios 32 y 33, resolver el sistema de ecuaciones lineales por eliminación de 
Gauss-Jordan. 


=1 =1-i|px 2 ANNA 0 
32. a 33. | As 
=L +1 —2 Xx 0 =1 +1 ] X2 0 
34. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales por eliminación de Gauss-Jordan. 
Xx Des de =00 


—=x,y +H(l — ix, + 2x3 =0 
2x, +(-1+20x,- 3ix =0 
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35. En cada inciso, aplicar la fórmula del teorema 1.4.5 para calcular la inversa de la 
matriz y comprobar el resultado demostrando que 447? =4"'4 =1. 


ii =2 L y 
mi] oe 


36. Sea p(x) = a, + a,x+a,x* +... +a,x" un polinomio en el que los coeficientes a, 4,, 


A, - 4, SON reales. Demostrar que si z es una solución de la ecuación p(x) = 0, 


entonces también z lo es. 
37. Demostrar: Para cualquier número complejo z, ¡Re(z)| < [z| e [Im(z)] < |z.. 
38. Demostrar que 


[Re(2)| + Im(2) 
v2 


[Sugerencia. Sea z = x + iy y aplicar el hecho de que (lx| — lvl? > 0.] 


< lzl 


39. En cada inciso aplicar el método del ejemplo 4 de la sección 1.5 para encontrar 47! y 
comprobar el resultado demostrando que 447! =47!4 =1. 


1 1+i 0 io 0 —i 
a4A=| 0. 1d bb4=| 0. 1 -—1-4i 
== de 2 De 3 





10.3 FORMA POLAR; TEOREMA DE DE MOIVRE 


En esta sección se analizará una forma para representar números complejos 
usando propiedades trigonométricas. El trabajo efectuado conducirá a una 
Jórmula fundamental para potencias de números complejos y a un método para 
encontrar raíces n-ésimas de números complejos. 


FORMA POLAR — Siz=x + iy es un número complejo diferente de cero, r = lz| y O mide el ángulo 


DE UN NÚMERO entre el eje real positivo y el vector z, entonces, como se sugiere en la figura 1, 
COMPLEJO 





x=rcosé8 


Figura 1 
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ARGUMENTO DE 
UN NÚMERO 
COMPLEJO 


x=rcos O 


0) 





y =rsen0 


de modo que z = x + ¡y se puede escribir como 


z=rcos 0+ ir send 


| z=r(cos 0 + ¡sen 0) | (2) 


Esta expresión se denomina forma polar de 7. 


o bien, como 


El ángulo 6 se denomina argumento de z y se denota por 
O= arg z 
El argumento de z no está determinado de manera única porque se puede sumar o 
restar a O cualquier múltiplo de 271 para obtener otro valor del argumento. Sin 
embargo, sólo existe un valor del argumento en radianes que satisface 
=—TE0S 7 


Esta expresión se llama argumento principal de z y se denota por 


0 = Arg z 


Ejemplo 1 Expresar los siguientes números complejos en forma polar usando sus 
argumentos principales: 


(a) 2=1+V3i b z=-1-i 
Solución de a). El valor de r es 
r=| = VB +(V3?=V4=2 
y comox=1yy= 4/3, por (1) se infiere que 


1l1=2c0s O 
v3 = 2 sen0 


Figura 2 


INTERPRETA- 
CIÓN 
GEOMÉTRICA 
DE LA 
MULTIPLICA- 
CIÓN Y LA 
DIVISIÓN 
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así, cos O = 1/2 y sen O = 43 /2. El único valor de O que satisface estas relaciones 
y cumple el requisito — x <0 < x es O = 2/3 (= 60”) (véase la figura 2a). 
Entonces, una forma polar de z es 


e 
2 E sir” 


Solución de b). El valor de r es 


r= |] =VW(-1*+(-1D?= v2 








y como x= —1 y y = —1, por (1) se deduce que 


-1=V2cos 8 

—1=V2senó 
de modo que cos O = —1/ 2 y sen 0 = —1/v/2. El único valor de que satisface 
estas relaciones y cumple el requisito — x < 0 < mes 0 = —37/4 (= -135%) 


(figura 25). Por tanto, una forma polar de z es 








—3 — 3 
= 2 cos + isen y) A 


A continuación se mostrará cómo se pueden usar las formas polares para obtener 
interpretaciones geométricas de la multiplicación y la división de números com- 
plejos. Sean 


z, =ri(cos 0, + í senó),) y z, = rAÁcos 0, + ¡ senB,) 
Multiplicando, se obtiene 


E 


2,2, =r,r,[(cos-0, cos 0, — sen 0, Sen6,) + ¡i(senó, cos 6, + cos 6, sen 0, )] 


A 0 A o E cl Rc o NI DA A A di 
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Recordando las identidades trigonométricas 


cos(6, + 6,) = cos 6, cos 6, — sen 6, sen 0, 
sen(09, + 6,) = sen 6, cos 9, + cos 6, sen 6, 


2,2, = r¡ra[ cos(0, + 0,) + isen(0, + 0,)] (3) 


que es una forma polar del número complejo con módulo r,r, y argumento 
0, + 0,. Así, se ha demostrado que 


Se obtiene 


lz,za] =|2,] lz,] (4) 


arg(z,2,)= arg 2, + arg 2) 


(¿Por qué?) 


En palabras, el producto de dos números complejos se obtiene al multiplicar 
sus módulos y sumar sus argumentos (figura 3). 








Figura 3 | Producto de dos números complejos. 


Se deja como ejercicio demostrar que si z, * 0, entonces 


2 =“Loos(8, — 0,) + i sen(0, — 0,)) (5) 


22 2 





a partir de lo cual se concluye que 


O SRAM PATADA O UT a api a . 
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21 
argl — | = arg z, — arg 2, 
2) 


En palabras, el cociente de dos números complejos se obtiene al dividir sus 
módulos y restar sus argumentos (en el orden adecuado). 


Ejemplo 2 Sean 
2 =1+V3i y 2) =V3+i 


Las formas polares de estos números complejos son 


TT TT e 
z¡=2 (co 3 + ¡sen >) / 


To. TT 
zp =2 A 


(comprobar), de modo que por (3) 


TT TT 
zz, =4| cos 36 + 1 sen a 


To TT 
=4[ cos F+isenT. =4[0+1] = 41 


y por (5) 


Pa TA a ] 
2 — 1 A AA — 
56 6.2702 


Como comprobación, 7,2, y 2,/z, se calcularán directamente sin usar las formas 
polares de z, y z,: 


2,2, = (1 + V3IV3 +0)=(V3 - V3)+(3+ Di=4i 
E OS O ON ll 
Za VW3+i V3-i 4 Nes 
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lo cual concuerda con el resultado previo. A 


El número complejo ¡ tiene módulo 1 y argumento 7/2 = (90%), por 
tanto, el producto íz tiene el mismo módulo que z, pero su argumento es 90% mayor 
que el de z. En resumen, al multiplicar z por i gira en sentido contrario a las 
manecillas del reloj por un ángulo de 90* (figura 4). 





Figura 4 


FÓRMULA DE Si n es un entero positivo y z = r(cos O + i sen 0 ), entonces por la fórmula (3), 
DE MOIVRE 
2"=2-2-2---2=r”[cos(0+ 0+-:::+0)+ isen(0+ 0+-: + +0)] 
A pr ROO po id a pc a a) 


n factores n términos n términos 


o bien, 


z” =r"(cos n0 + ¡sen n0) (6) 


Además, siz 4 0, se define z7” = 1/z”. 
En el caso especial en que r = 1, se tiene z = cos 6 + ¡ sen 6, de modo que (6) 
se convierte en 





(cos 6 + í send)” = cos 10 + í senn0 (1 
“. . F . A 

expresión que se denomina fórmula de De Moivre. Aunque (7) se obtuvo supo- 

niendo que » es un entero positivo, en los ejercicios se demostrará que esta fórmu- 

la es válida para todos los enteros +». 





*Abraham De Moivre (1667-1754) matemático francés que realizó importantes contribuciones a 
probabilidad, estadística y trigonometria. Desarrolló el concepto de eventos estadísticamente independientes, 
escribió un tratado fundamental sobre probabilidad y ayudó a transformar la tigonometría de una rama de 
la geometría a una rama del análisis a través del empleo de Jos números complejos. A pesar de su 
importante trabajo, a duras penas se las arreglaba para vivir como tutor y asesor sobre juegos y seguros. 


DETERMINA- 
CIÓN DE LAS 
RAICES 
n-ÉSIMAS 
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A continuación se mostrará cómo usar la fórmula de De Moivre para obtener 
raíces de números complejos. Si n es un entero positivo y si z es cualquier 
número complejo, entonces la raíz n-ésima de z se define como cualquier nú- 
mero complejo w que cumple la ecuación 


=zZ (8) 


Una raíz n-ésima de z se denota por z1”. Si z % 0, entonces las fórmulas 
para las raíces n-ésimas de z se pueden obtener como sigue. Sean 


w= p(cos a + ¡sen a) y z = r(cos 0 + ¡ sen 0) 
Si se supone que w satisface (3), entonces por (7) se concluye que 


p"(cos na + ¡sen na) = r(cos 0 + i sen 0) (9) 


Al comparar los módulos de los dos miembros se observa que p” = r o bien, que 
p=Vr 


donde Yr denota la n-ésima raíz real positiva de r. Además, para que en (9) se 
cumplan las igualdades cos na: = cos 9 y sen na = sen €, los ángulos na y O deben 
ser iguales o diferir por un múltiplo de 27. Es decir, 


na = 0 + 2krr, k=0, +1, +2,... 


Así, los valores de w = p (cos a + i sen a) que satisfacen (3) están dados por 


, O 2k 2 
07 cos (222) sison[ 2922) | EA A e 
A R An RA 


Aunque hay muchos valores de k, se puede demostrar (ejercicio 16) que k = 0, 1, 
2, ..., mn — 1 producen valores distintos de w que satisfacen (8), y que todas las 
demás elecciones de k producen réplicas de esos valores. En consecuencia, existen 
exactamente n diferentes raíces n-ésimas de z = r(cos O + ¡ sen 6), y están dadas 
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Figura 5 


Ejemplo 3 Encontrar las raíces cúbicas de —8. 


Solución. Como —8 está sobre el eje real negativo se puede usar 0 = xx como 
argumento. Además, r = |z| =|—8| = 8, de modo que una forma polar de —8 es 


—8 = 8(cos 71 + ¿sen 71) 


Por (10) con n = 3 se deduce que 


2k 2k 
(-8)U3 6 cos(T+ 27) dE is 2422) | £k=0,1,2 


Así, las raíces cúbicas de —8 son 


v3 
2(00s F+ ¡sen ) = (52) - l1+V3i 


2 Z 
2(cos TT + isen Tr) = 2(-1)= -2 
Sr Sr 1 V3 
2 — + i —|=2|--=—i¿)=1- 
cos (5 í sen 2) É > V3i A 


Como se muestra en la figura 5, las tres raíces cúbicas de —8 obtenidas en el 
ejemplo 3 son equidistantes, ya que están separadas por una distancia de 71/3 
radianes (= 120%) sobre la circunferencia de radio 2 con centro en el origen. Este 
hecho no es fortuito. En general, por la fórmula (10) se concluye que las raíces n- 


ésimas de z están sobre la circunferencia de radio Yr(= r/|2)) y son equidistantes, 


separadas por una distancia de 2 7x/n radianes. (¿Puede el lector darse cuenta de 
por qué esto es así?) Así, una vez que se ha determinado una raíz n-ésima de z, las 
demás n — 1 raíces se pueden generar si esta raíz se hace girar sucesivamente en 
incrementos de 2 7x/n radianes. 











Las raíces cúbicas de —8. 


A A Gi 


Figura 6 


EXPONENTES 
COMPLEJOS 
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Ejemplo 4 Encontrar las raíces cuartas de 1. 


Solución. Se podría aplicar la fórmula ¡1:.1), Et. vez de ello, se observa que w = 1 
es una raíz cuarta de 1, de modo que las tres raíces restantes se pueden generar si 
esta raíz se hace girar en incrementos de 2 7x/4 = x/2 radianes (= 90%). En la 
figura 6 se observa que las raíces cuartas de 1 son 


Y A A 





Las raíces cuartas de 1. 


Esta sección concluye con algunos comentarios sobre notación. 
En estudios más detallados de números complejos se definen los exponentes 
complejos y se demuestra que 


donde e es un número real irracional definido aproximadamente por e = 
2.71828. .. (Para quienes ya estudiaron Cálculo, en el ejercicio 18 se proporciona 
una demostración de este hecho.) 
Por la expresión (11) se concluye que la forma polar 
z= r(cos 0 + i sen 0) 


se puede escribir de manera más breve como 


z= re! (12) 


Ejemplo 5 En el ejemplo 1 se demostró que 
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¡+ V3i=2(00s T+ ¡sen ?) 


Por (12), la expresión anterior también puede escribirse como 
14 V3¡=28'7/% A 


Es posible demostrar que los exponentes complejos obedecen las mismas 
reglas que los exponentes reales, de modo que si 


a =Ren y za =r,e 


son números complejos diferentes de cero, entonces 


e 10, +10, — (0, + 6») 
2127 = 1 rye =p pernil 
z Pro. EN 
sd = A pit 10, = 1 ¿ 10, — 6») 
La 19 P> 


Pero estas son justamente las fórmulas (3) y (5) escritas en otra notación. 

Por último, se obtendrá una fórmula útil para expresar z en notación polar. 
Si 

z = re'*=r(cos 0 + sen 0) 
entonces 
z = rí(cos 0 — i sen 0) (13) 
Recordando las identidades trigonométricas 
sení(— 0) = —sen 6 y cosí — 6) =co0s O 
la expresión (13) se puede volver a escribir como 
z = r[cos(— 0) + isen(— 0)] = re 9 


o bien, de manera equivalente, 
A (14) 


En el caso especial en que + = 1, la forma polar de z es z = eló y (14) produce la 
fórmula 


e0= pil (15) 
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EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 10.3 


1. En cada inciso, encontrar el argumento principal de z. 


a)z=1 bz=i c)z=-i dd z=1+i e)z2=-1+V3i fz=1-i 


2. En cada inciso hallar el valor de 0 = arg(1 — v3i ) que satisface la condición dada. 
| TT 117 
a) 0<0= 27 DB). =TEoD ET c) a 


3. En cada inciso expresar el número complejo en forma polar usando su argumento principal. 
a) 2: b) -4 e) 5+51 d) -6+6V3i e) -3-3i f) 243 — 21 
4. Dado que z, = 2(cos ze/4 + ¡ sen se/4) y z, = 3(cos T/6 + í sen 7/6) obtener una forma 
polar de 


2 21 
2 


S. Expresar z, =1,2,=1 — V3i yz5 /3 + ¡ en forma polar y aplicar los resultados para 
encontrar z,z,/z,. Comprobar los resultados efectuando los cálculos sin usar formas po- 
lares. 


6. Usar la fórmula (6) para hallar 


6 
3 1+D% 0D) (2) a A 


7. En cada inciso, encontrar todas las raíces y trazarlas como vectores en el plano complejo. 
YEN AAVV YEMA DO. EN: 1 E8s+8v3] 
8. Usar el método del ejemplo 4 para encontrar todas las raíces cúbicas de 1. 
9. Usar el método del ejemplo 4 para hallar las raíces sextas de 1. 
10. Obtener las raíces cuadradas de 1 + ¡ y expresar los resultados en forma polar. 
11. En cada inciso encontrar las soluciones de la ecuación. 


a) 2*-16=0 b)zP=-4 


12. Calcular cuatro soluciones de la ecuación z*+ 8 = 0 y con los resultados, factorizar 2? + 
8 en dos factores cuadráticos con coeficientes reales. 


13. En el texto se demostró que al multiplicar z por i, z gira en sentido contrario a las 
manecillas del reloj por un ángulo de 90%. ¿Cuál es el efecto geométrico de dividir z 
entre 1? 
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14. En cada inciso, usando (6), calcular la potencia indicada. 
a) (1 +54 b) (-2V3 +21)? 
15. En cada inciso, encontrar Re(z) e Im(z). 
y e bii=to? c) Z= V2e"i?? d) 7 = -—3e?2”! 


16. a) Demostrar que todos los valores de ¿1 en la fórmula (10) son diferentes. 
b) Demostrar que los valores enteros de k distintos de k=0,1,2,...,n — 1 producen 
valores de z1'” que son réplicas de los producidos por la fórmula (10). 


17. Demostrar que la fórmula (7) es válida si n = 0 o » es un entero negativo. 


18. (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Para demostrar la fórmula (11), recuérdese la 
serie de Maclaurin para e”: 


2 y” 


Xx 
e=lexr ++ oo ++ .0- 
2) n! 


a) Sustituyendo x = ¡0 en esta serie y simplificando, obtener la fórmula 
| er e e en e y 
pro ( te) rio Eh 


b) Usando el resultado del inciso a), obtener (11). 


19. Obtener la fórmula (5). 





10.4 ESPACIOS VECTORIALES COMPLEJOS 


En esta sección se obtendrán las propiedades básicas de los espacios vectoriales 
complejos y se analizarán algunas formas en que difieren de las propiedades de 
los espacios vectoriales reales. Sin embargo, antes de continuar el lector debe 
repasar la definición de espacio vectorial complejo dada al principio de la 


sección 5.1. 
PROPIEDADES En espacios vectoriales complejos, las combinaciones lineales se definen 
BÁSICAS DE LOS exactamente como en los espacios vectoriales reales, excepto que los escalares son 
ESPACIOS complejos. En pocas palabras, un vector w se denomina combinación lineal de los 
VECTORIALES vectores v,, V,, - . . , Vy Si Se puede expresar en la forma 


COMPLEJOS 


W=kV) +kvV>+:0 c+, 


y 


donde X,,Xk,,.... k, son números complejos. 





A A ARA IIA A A ARA ARAN ARO 
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Los conceptos de independencia lineal, conjunto generador, base, dimen- 
sión y subespacio permanecen sin ningún cambio para espacios vectoriales com- 
plejos, y los teoremas obtenidos en el capítulo 5 siguen siendo válidos. 

El espacio vectorial real más importante es R”, que es el espacio de n-adas 
de números reales, donde la adición y la multiplicación escalar se efectúan por 
coordenadas. El espacio vectorial complejo más importante es C”, que es el espa- 
cio de n-adas de números complejos, donde la adición y la multiplicación escalar 
se efectúan por coordenadas. Un vector u en C” se puede escribir en notación 
vectorial 


U=(4,, 4), ...,u,) 
o en notación matricial 
Y; 
ea 
u=| 
Uy 
donde 
4, =0 +bj¡, us =4,+bai, ..., u, = 4, +Db,i 


Ejemplo 1 Si 


u=(11+5-2 y  v=(Q+i1l-13+21) 


entonces 


u+v=(,1+5-2)+(Q+51-13+2)=(Q+2i,2, 1 +21) 


iu= ¡(, 1+1 -2)=(14,¿+1% -21)=(-1,-1+5-20 A 
En C”, así como en R”, los vectores 
e, =(1,0,0,...,0), e,=(0,1,0,..., 0), ., €e,=(0,0,0,...,1) 


forman una base. Esta se denomina base estándar para C”. Como en esta base hay 
n vectores, C” es un espacio vectorial n dimensional. 


OBSERVACIÓN. No se debe confundir el número complejo ¡ = y-1 con el vector i 


= (1, 0, 0) de la base estándar para R? (véase el ejemple 3 de la sección 3.4). El 
número complejo ¡ siempre se escribirá en cursivas y el vector i, en negritas. 
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Ejemplo 2 En el ejemplo 3 de la sección 5.1 se definió el espacio vectorial M,,,, de 
matrices m X n con elementos reales. El análogo complejo de este espacio es el 
espacio vectorial de matrices con elementos complejos y las operaciones de adición 
de matrices y multiplicación escalar. Este espacio se denomina complejo M,,,.. A 


Ejemplo 3 Si (0) y f,() son funciones con valores reales de la variable x, 
entonces la expresión 


FX) = fx) + if2) 


se denomina función con valores complejos de la variable x. Algunos ejemplos 
son 


O =2x+ ix? y g(r) = 2 senx + ¡cos x (1) 


Sea Y el conjunto de las funciones con valores complejos que están definidas sobre 
la recta. Si f = 0) + 00) y 8 = 2,0) + ig,00) son funciones como las 
mencionadas y k es cualquier número complejo, entonces la función suma fÍ + g y 
el múltiplo escalar kf se definen por 


(f+ 0) = [109 + 8,69] + 11/60 + g260)] 
(DG) = $00) + ikf20) 


En palabras, para formar f + g se suman, respectivamente, las partes reales y las 
partes imaginarias de f y g. Para formar Af se multiplican las partes real e 
imaginaria de f por k. Por ejemplo, si f = Ax) y g = g(x) son las funciones en (1), 
entonces 


(£+ 900) = Qx + 2 sen x) + iu? + cos x) 
(DO) =2xi+ x= —x+2xi 


Se puede demostrar que Y junto con las operaciones establecidas es un espacio 
vectorial complejo. Se trata del análogo complejo del espacio vectorial F(— 0, 00) 
de funciones con valores reales analizado en el ejemplo 4 de la sección 5.1. A 


Ejemplo 4 (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Si lx) = f,(c) + if,(<) es una 
función con valores complejos de la variable real x, entonces se dice que f es 
continua si f,(0) y f(x) son continuas. Se deja como ejercicio demostrar que el 
conjunto de todas las funciones continuas con valores complejos de una vanable 
real x es un subespacio del espacio vectorial de todas las funciones con valo- 
res complejos de x. Este espacio es el análogo complejo del espacio vectorial 





PRODUCTOS 
INTERIORES 
EUCLIDIANOS 
COMPLEJOS 
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C(— 0, o) analizado en el ejemplo 7 de la sección 5.2 y se denomina com- 
plejo C(—o, 0). Un ejemplo bastante relacionado es el complejo Cla, b], el 
espacio vectorial de todas las funciones con valores complejos que son continuas 
sobre el intervalo cerrado [a, b]. A 


Recuérdese que en R” el producto interior euclidiano de dos vectores 
U=(4,, 47, ..., 4,) y V=(0. Uri 0) 
se definió como 


U-V=24/0; + 40) +: e: +uU (2) 


n 


y que la norma (o longitud) euclidiana de u se definió como 


lall= (1 -94= Via +4 +- +1 (3) 


n 


Desafortunadamente, estas definiciones no son apropiadas para vectores en C”. 
Por ejemplo, si (3) se aplicase al vector u = (í, 1) en C?, se obtendría 


lu = +? +1=V0=0 


de modo que u sería un vector diferente de cero con longitud cero, situación a 
todas luces contradictoria. 


Para extender correctamente los conceptos de norma, distancia y ángulo a C” es 
necesario modificar un poco el producto interior. 


Definición. Si u = (4,, 4), ...,4,) y V= (Y, Va - - - , V,) son vectores en C”, 
entonces su producto interior euclidiano complejo u + y se define por 





donde Y >V,>0» Y, SON los conjugados de v,, Y», - .., Y, 


OBSERVACIÓN. —Nótese que el producto interior euclidiano de vectores en C” es 
un número complejo, mientras que el producto interior euclidiano de vectores en 
RP es un número real. 


Ejemplo 5 El producto interior euclidiano complejo de los vectores 
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es 


En el teorema 4.1.2 se mencionaron las cuatro propiedades principales del 
producto interior euclidiano sobre R”. El siguiente teorema es el resultado 


correspondiente 


Teorema 10.4. 


u=(-52,1+3) y v=(1-i50, 1 +31) 


uv = (Dd =0D+(Q0) + (1 + 300 + 37) 
= (DO +D+ 00) + (1 +30 — 31) 
=i-¡124+1-9?=11-¡¿A 


para el producto interior euclidiano complejo sobre C?. 


complejo, entonces: 


a) u-v=v-u 


b) (U+V)-W=U-W+v-w 


c) (ku)-v=k 


d) v-v= 0. Además, v:v=0 si y sólo si 


Obsérvese 


ejercicio. 


Demostración de a). Sean u = (4,, u,, 


de modo que 


A Y A ATA 


(u - v) 
y=0, 





la diferencia entre el inciso a) de este teorema y el inciso a) del 
teorema 4.1.2. Se demostrarán los incisos a) y d) y los demás se dejan como 


UN Vo 


D, 


U-V=4,0, +40) + cc +u 


”n 


YU =0,/8, + 04) +**> +04, 


n 


UU, + UU) +: ** + Unll,, 

0,4) E Uy) A DU [Teorema 10.2.3, incisos a) y c)] 
D4, + 04) +: +08, [Teorema 10.2.3, inciso e)] 

4/0, + 4707 +> 00 + UU, 


A oia 


1. Siu, v y w son vectores en C% y k es cualquier número 


. , V,). Entonces 


NORMA Y 
DISTANCIA EN 
c* 
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Demostración de d.. 
V «y = v¡U, EN UU) o U,U,, == lo, |? + lu,|* A lo, |? => 0 


Además, la igualdad se cumple si y sólo si |v,] = |v,| = + * * = lv, Pero esto es 


=0. 
cierto si y sólo si v, = v,=***=v, =0, es decir, si y sólo si v=0. [] 


OBSERVACIÓN. Se deja como ejercicio demostrar que 
u-(kv)=k(u- v) 

para vectores en C”. Hacer la comparación con la fórmula correspondiente 
u- (kv) =k(u- v) 


para vectores en R”. 


Por analogía con (3), la norma euclidiana (o longitud euclidiana) de un vector u 
= (u,, 4», . . ., 4, ) en C” se define por 


lo = (1-02 (ap + ler + lap 





y la distancia euclidiana entre los puntos u = (Uy, Uy. UY VU (Va 
v, ) se define por 


le, — v,|? AE laz, => va] AS [1e, NN pais 





Ejemplo 6 Siu = (i, 1+1, 3) y v=( - 1, 4, 47), entonces 


lul|= Y (1? +]1 +4? +/3P = V1 +2+9=vV12 =2V3 





du, v) = VWli- (1014 4 +) — 21 + |3 — 4]? 


= VI|-1+2i2+]-1 +? +13 — 41? = V15+2+25=V32=4V2 A 


El espacio vectorial complejo C” con la norma y el producto interior antes defini- 
dos se denomina espacio n euclidiano complejo. 
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EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 10.4 
1. Sean u = (21, 0, — 1,3), v=(-1,1,1+¿, —1)yw=(1 +1, —i, —1 +22, 0). Encontrar 
a) u—v b) ¡v+2w C) =W+vV d) Xu — (1 +) e) —iv+2iw f) 2v — (u + ww) 


2. Sean u, v y w los vectores del ejercicio 1. Encontrar el vector x que satisface 


U—V+I¿x=21x +. 


3. Sean u, = (1 — 1, 2, 0), u, = Qi l1+i 1) y u, = (0, 2í, 2 — ¿). Encontrar escalares c 


c, y Cy tales que cu, + cu, + c,4, = (3 + 1,3 +21, 3 — 41). 


y> 


4. Demostrar que no existen escalares c y c, tales que 


€ 
PA A A a E al Ms NS EA AA 
5. Encontrar la norma euclidiana de y si 
a) v = (1, í) b) v=(1 +15 31,1) c) v= (21,0, 2i+ 1, —1) d) v=(—1,1,1,3, 3 +41) 
6. Sean u = (31, 0, —1), v =(0, 3 + 41, —2¿) y w= (1 +1, 21, 0). Encontrar 
: l ] 
IS | 


7. Demostrar que si y es un vector diferente de cero en C”, entonces (1/||v|[)v tiene norma 
euclidiana 1. 


8. Encontrar todos los escalares k tales que ]|kv|] = 1, donde v = (3:, 41). 


9, Encontrar el producto interior euclidiano u * y si 


a) u =(—¿ 31), v = Gi, 21) 
byu=G-41,24+i —6í), v=(1+1,2-—1, 4) 
c)u=(1-31+127 3), y =(4 +61 —51, =1+1,1) 


En los ejercicios 10 y 11 se proporciona un conjunto de objetos junto con las operaciones 
de adición y multiplicación escalar. Determinar cuáles conjuntos son espacios vectoriales 


complejos bajo las operaciones dadas. Para los que no lo sean, mencionar todos los axiomas 
que no se cumplen. 


10. El conjunto de todas las ternas de números complejos (z,, z,, 2,) con las opera- 
ciones 


(Z,, 225 23) + (21, d5s z3) => (z, me Zi 22 pe Z>» 23 + 23) 


K(Z 1) 22, 23) = (kz, kz», kz) 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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El conjunto de todas las matrices complejas de 2 X 2 de la forma 


con las operaciones matriciales normales de adición y multiplicación escalar. 


¿Es R” un subespacio de C”? Explicar la respuesta. 


Aplicando el teorema 5.2.1, determinar cuáles de los siguientes conjuntos son subes- 
pacios de C?. 

a) Todos los vectores de la forma (z, O, 0). 

b) Todos los vectores de la forma (2, i, 1). 

c) Todos los vectores de la forma (2,, 2, 23), donde Z, 
d) Todos los vectores de la forma (z,, z,, Z,), donde z, = Zz 


= 2, +2, 


¡+2 +1. 


Aplicando el teorema 5.2.1, determinar cuáles de los siguientes conjuntos son subes- 
pacios del complejo M,,: 
a) Todas las matrices complejas de la forma 


Zi 22 
2 Za 


donde z, y z., son reales. 
b) Todas las matrices complejas de la forma 


Zi 2, 
Z3 Za 


donde 22 > 0. 


c) Todas las matrices complejas A 2 X 2 tales que (4) = A, donde “A es la matriz 
cuyos elementos son los conjugados de los elementos correspondientes de A. 


Aplicando el teorema 5.2.1, determinar cuáles de los siguientes conjuntos son sub- 
espacios del espacio vectorial de las funciones con valores complejos de la variable 
real x: 

a) Todas las f tales que (1) = 0. 

b) Todas las ftales que FO) =1. _ 

c) Todas las f tales que f—)= FG0) 

d) Todas las f de la forma k, + k, e**, donde k, y k, son números complejos. 


¿Cuáles de los siguientes vectores son una combinación lineal de u = (i, —i, 31) y v = 
Qi, 41, 0)? 

a) (Bi, 31, 31) b) (41, 2i, 61) c) (3, Si, 61) d) (0, 0, 0) 

Expresar cada uno de los siguientes vectores como una combinación lineal de u= (1,0, 
—=¿i0),v=(1+1,1,1-— 2) yw=(0, í, 2). 

a) (1,1,1) b) (i, 0, —¿) c) (0, 0, 0) 4) (251,1 +1) 


En cada inciso, determinar si los vectores dados generan a C?. 
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a) 11 =(8,1,0), v, =(Qi 21, 0), v, =(31, 0, 0) 
Dv, =(1+12-153+1)0), v1=Q+320, 1-1) 
e) Y, =(1,0, —0), v=(1+141,1-28), v,=(0, 5, 2) 
d) v,=(1,50), v,=(0, —¿, 1), v,=(1,0, 1) 
19. Determinar cuáles de las siguientes funciones están en el espacio generado por 


f= e" y g=e 


a) cos x b) sen x c) cos x + 3isen x 


20. Explicar por qué los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes. 
(Resolver este problema por inspección.) 


au =(l-12:15) y u=(1+ —1)enC? 
b)u, =(l, —2), uy, =Q+2% —1), u, = (4, 0)enC* 


¿31 1 3 ' 
Cc) A= A B= 2 y [mn el complejo M,, 
21. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores en C? son linealmente independientes? 


2) 4,=(1-51,0,m=(2,1+50), u,=(1+1,50) 
b)u,=(1,0, 1), ua, =(1+1,1,1—20), u,=(0,1, 2) 
c) u, = (1, 020); u), = (0, 1,5, u,=(—i, 3 — 41, 3) 


22. Sea Y el espacio vectorial de todas las funciones con valores complejos de la variable 

real x. Demostrar que los siguientes vectores son linealmente dependientes. 
f=3+3ic0s 2x, g =sen' x + ¿cos? x, h = cos? x — ¿sen? x 

23. Explicar por qué los siguientes conjuntos de vectores no son bases para los espacios 
vectoriales indicados. (Resolver este problema por inspección.) 
a) u, =(í, 27), u, =(0, 32), uz = (1, 71) para C* 
b)u, =(-1+10,2—7), u,=(1, —¿, 1 +1) para C? 

24. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores son bases para C“? 
a) (Qi, —1¿), (41, 0) b0+121) (+11) 
c) (0, 0), (1+£ 1-1) d) Q-31,05, B+21, —1) 

25. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de vectores son bases para C?? 


2,00, (110), (11D (1,0, =D. (1+1L1=2N, (0,12) 
6) (,0,2-0), (0,1,0), (=1, —1-4i, 3) 4d) (110,0, Q-¿1,2 +0), (0, 31, 31) 


En los ejercicios del 26 al 29, determinar la dimensión y una base para el espacio solución 
del sistema. 


26. xy +H(1+27x,=0 27. 2x, =(1+2x,=0 
(1-=)x, + 2x,=0 a E 0 x,=0 
28. x,+ (Qi), =0 29. x,+ ix 2ix3+ x1,4=0 
x> + 3ix,=0 IO + de, =21x, =0 


ix, + (Q+21x, + 31x, =0 
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30. Demostrar: Si u y y son vectores en el espacio n euclidiano complejo, entonces 
u - (kv) = k(u - v) 


31. a) Demostrar el inciso b) del teorema 10.4.1. 
b) Demostrar el inciso c) del teorema 10.4.1. 


32. (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Demostrar que el complejo C(—o, wo) es un 
subespacio del espacio vectorial de funciones con valores complejos de una variable 
real. 


33. Establecer la identidad 
amv = luce Pla — vi? la io? la — ao 
4 4 4 4 


para vectores en el espacio n euclidiano complejo. 





10.5 ESPACIOS COMPLEJOS CON PRODUCTO INTERIOR 





En la sección 6.1 se definió el concepto de producto interior sobre un espacio 
vectorial real usando como axiomas las propiedades básicas del producto interior 
euclidiano sobre R”. En esta sección se definirán productos interiores sobre espa- 
cios vectoriales complejos usando como axiomas las propiedades del producto 
interior euclidiano sobre C”. 





ESPACIOS La siguiente definición es originada por el teorema 10.4.1. 

UNITARIOS 
Definición. Un producto interior sobre un espacio vectorial complejo V es 
una función que asocia un número complejo (u, v) a cada par de vectores u y y 
en Y de modo que los siguientes axiomas se cumplen para los vectores u, v y 
w en / y los escalares k. 


1) (u, v) = (v,u) 

2) (U + v, w) =(u, w)+(v, w) 

3) (ku, v) = k(u, v) 

4) (v,v)=0 y (v,v)=0 siysólosi v=0 





Un espacio vectorial complejo con un producto interior se llama espacio con pro- 
ducto interior complejo o espacio unitario. 

Las siguientes propiedades adicionales se deducen de inmediato a partir de 
los cuatro axiomas de producto interior: 
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(19) (0, v)=(v,0)=0 
(11) (ua, y + w)=(u, v) + (u, w) 
(111) (u, kv) = k(u, v) 


Como sólo iii) difiere de los resultados correspondientes para productos inte- 


riores reales, se demostrará y las otras demostraciones se dejan como ejercicio. 


(u, kv) = (kv, u) [Axioma 1] 
= k(v, u) [Axioma 3] 
= kív, u) [Propiedad de los conjugados] 
= k(u, v) [Axioma 1] 


Ejemplo 1 Sean u= (4;, 47, ...,4,) Y V=(V¡, Va, . - . , Y,) vectores en C”. Por el 
teorema 10.4.1, el producto interior euclidiano (u, vw) = u + vy = 
4] 4 V,] +42, +..+u4,v, satisface todos los axiomas de producto interior. A 


Ejemplo 2 Si 


4 4) 01 0 
U Ss uz ua y ás Uy Uy 
son matrices cualesquiera 2 X 2 con elementos complejos, entonces la siguiente 
fórmula define un producto interior complejo sobre el complejo M,, (comprobar): 


qe V> => 4; U, AN UU, + UU) Ss UyUy 


Por ejemplo, si 


entonces 


(0, Y) =(01) + (— 5) + (000) + (1 + Q1) 
= (01) + (3) + (DO) + (1 + 21) 
=0+:2+0-2;- 21? 
=1-2i A 
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Ejemplo 3 (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Si lx) = f(x) + if,(%) es una 


función con valores complejos de la variable real x y si f,(<) y f¿(x) son continuas 
sobre [a, b], entonces 


b b b b 
| fc) dx = | [00 + 20) ] dx = f f(x) dx + if Fox) dx 


En palabras, la integral de fx) es la integral de la parte real de f más i veces la 
integral de la parte imaginaria de /. 

Se deja como ejercicio demostrar que si las funciones Í = f, (%) + if(x) y g = 
g10:) + ig,() son vectores en el complejo Cla, 5], entonces la siguiente fórmula 
define un producto interior sobre el complejo Cla, 5]: 


b 
(Lg) = É [f/6) + £269 12,00) + ig205)] dx 
b 
5 f [$160 + 1260 JLlg,00) — ¿ig200)] dx 
b b 
A f [£1602,100 + f202260] dx + ¡| [£260206) — f/6220)] dx A 


En espacios con producto interior complejo, así como en espacios con pro- 
ducto interior real, la norma (o longitud) de un vector u se define por 


y la distancia entre dos vectores u y v se define por 


d(u, v) = [ju — v| 


Se puede demostrar que con estas definiciones los teoremas 6.2.2 y 6.2.3 siguen 
siendo verdaderos en espacios con producto interior complejo (ejercicio 35). 


Ejemplo 4 Siu= (u,, 4), ...,4,) y V=(V¡, Vz, . . - , V,) son vectores en C” con el 
producto interior euclidiano, entonces 


Jul =(u, u)2= Y lu P + luz? +> >> + Ju, 


d(u, v) = [lu — vi] = (u — y, u — v)? 
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CONJUNTOS 
ORTOGONALES 


Obsérvese que estas expresiones son justamente las fórmulas para la norma y la 
distancia euclidianas analizadas en la sección 10.4. A 


Ejemplo 5 (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Si el complejo C[O, 271] tiene 
el producto interior del ejemplo 3 y si f = e*”*, donde m es cualquier entero, 
entonces con auxilio de la fórmula (15) de la sección 10.3 se obtiene 


27 162 
[fl =(f, 1)? = ] AE as 
0 


27 1/2 
po ] e Xp imx ae dias 
0 


Las definiciones de conceptos como vectores ortogonales, conjunto ortogonal, 
conjunto ortonormal y base ortonormal se aplican sin cambio a espacios unita- 
rios. Además, el teorema 6.2.4, los teoremas de la sección 6.3 y el teorema 6.5.4 
aún son válidos en espacios con producto interior complejo, y el proceso de 
Gram-Schmidt se puede usar para convertir una base cualesquiera de un espacio 
con producto interior en una base ortonormal. 


277 1/2 
| de =V2T A 


Ejemplo 6 Los vectores 
u=(i, 1) y y = (1,1) 
en C? son ortogonales con respecto al producto interior euclidiano, ya que 


e v=010+060 =00)+0X=)=0 A 


Ejemplo 7 Considérese el espacio vectorial C? con el producto interior euclidiano. 
Aplicar el proceso de Gram-Schmidt para transformar los vectores básicos u, = 
(i, 1, D), u, = (0, ¿, 1), uz = (0, O, ¿), en una base ortonormal. 

Solución. 


Paso 1. v,=4,=(1, 1,1) 


a _ (ua, vi) 
Paso 2. Voy = Uy Proy y, 4) — u) — lv pp? Yi 
1 


05 in a 
e > ri .. dl 
(0, 2, 1) ÓN 30323 


l 
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Paso 3. Vz = U;x —proy W, uy = Uy — o: po y DA E po v> 
+ A 


(0,005 (6 40= +20 


td 
= (o, -q31) 


a O lo 1 
Y, = (3, 1, 1), v), = 235393 ] v3 =|0, 2731 


forma una base ortogonal para C3. Las normas de estos vectores son 


Ilv,l|= V3, lvl] = ZA [Ival| = el 


de modo que una base ortonormal para C? es 





A el a 
ala) [val a) 
LA A 
slo 5) úl 


Ejemplo 8 (Para quienes ya estudiaron Cálculo). Sea el complejo C[O, 277] con 
el producto interior del ejemplo 3, y sea W el conjunto de vectores en C[0, 271] de 
la forma 


e" = cos mx + ¡sen mx 


donde ,n es un entero. El conjunto W es ortogonal porque si 


son vectores distintos en W, entonces 


27 27 27 
exp ix dx = | e Xp ix dx = [ e Kk=Dx dx 
0 0 


a =| 


0 
277 


27 
=| cos(k—1)xdx + i| sen (k — l)x dx 
0 0 


A A A o. 
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= q Sen ( dx Í E ¡08 dx 
= (0) - (0) =0 


Si se normaliza cada vector del conjunto ortogonal W, se obtiene un conjunto 
ortonormal. Pero en el ejemplo 5 se demostró que cada vector en W tiene norma 
277. de modo que los vectores 





forman un conjunto ortonormal en el complejo C[0, 277]. A 





EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 10.5 


l. Sean u = (u,, u,) y v = (v,, v,). Demostrar que (u, v) = 3u, 3 Y, +24,v, define un 


producto interior sobre C?. 


2. Calcular (u, v) usando el producto interior del ejercicio 1. 
a) u=(2 =D, v=(-5,31) b)u=(0,0), v=(1 47-51) 


c)u=(1+71-ií) v=(1-1,1+1) d) u =(3í, -1 +21), v=(31, —1+9j) 
3. Sean u = (u,, 4,) y v = (v,, v,). Demostrar que 
(1, v) =4,0, + (1 + uo) + (1 — ¿uv, + 34,0, 
define un producto interior sobre C?. 
4. Calcular (u, v) usando el producto interior del ejercicio 3. 
a) u= (2 — 1), v=(-—1,31) b) u=(0, 0), v=(l—1i, 7 — Si) 


)u=(1+1=D, v=(l-¿1+1) d) u= (3, -1+20), v=(Bi, —1 +21) 


5. Sean u = (u,, u,) y v = (v,, v,). Determinar cuáles de las siguientes expresiones son 
productos interiores sobre C?. Para las que no lo sean, enumerar los axiomas que no se 


cumplen. 
a) (u, V)=4,0, b) (U, V)= 4,0, — 420) c) (u, v) = lu, “lu, 1? + [u,/?lo,!” 
d) (u, v)= 240, + iu 1, + lud, + 24,0, €) (u, v) = 24,0, + ¡u,U) — iuzU, + 24,0, 


IN A TA PAI a O Lar sir 


A A A AE ” a RS 
A AP 


oe] 


No 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 
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. Usando el producto interior del ejemplo 2, encontrar (U, V) si 


De =i  1+i a TL E 
lies y la 


. Sean u = (4,, 4), 43) Y V= (9), Y) V3). ¿(U, V) = uv, +u7v, +u3v,— iv, define un pro- 


ducto interior sobre C?? En caso negativo, enumerar todos los axiomas que no se cum- 
plen. | 


. Sea V el espacio vectorial de las funciones con valores complejos de la variable real x, 


y sean £= f(x) + f(x) y g = 2, (1) + ig,(x) vectores en Y. ¿La expresión 
(6 8) = (410) + ¿£.(0)(81(0) + ig,(0) 


define un producto interior sobre Y? En caso negativo, enumerar todos los axiomas que 
no se cumplen. 


. Sea C? con el producto interior del ejercicio 1. Encontrar ||w]| si 


a) w= (— 1,31) by w=(l-—i1+1i) c) w= (0, 2 — i) d) w= (0, 0) 
Para cada vector del ejercicio 9, usando el producto interior euclidiano encontrar |w]|. 


Usando el producto interior del ejercicio 3, encontrar ||w]| si 
a) w=(l, —1) b) w=(l-—11+1i) c) w = (3 — 41, 0) d) w= (0, 0) 


Usando el producto interior del ejemplo 2, encontrar |/4]| s1 
Y =i “Ti b) A =P DAR 
a == =— 
6i 2 e 


Sea C? con el producto interior del ejercicio 1. Encontrar 4(x, y) si 
a) x=(1,1) y=(G, —1) b) x=(1-1,3+25), y =(l +1 3) 


Repetir las instrucciones del ejercicio 13 usando el producto interior euclidiano sobre C?. 
Repetir las instrucciones del ejercicio 13 usando el producto interior del ejercicio 3. 


Sea el complejo M,, con el producto interior del ejemplo 2. Encontrar d(A, B) si 


E Si — Si 0 
Á — fem 
cd a 2 5 E Zi ha 


ZE de de 
b Á= = 
E e] A l | 


Sea C? con el producto interior euclidiano. ¿Para qué valores complejos de k los 
vectores u y y son ortogonales? 


a) u= (21, 1, 31), v = (1, 6í, k) b) u=(k,k, 1+0, v= (1, —1, 1 —1) 


A AA TIA A ll ... 
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18. Sea M,, con el producto interior del ejemplo 2. Determinar cuáles de las siguientes 


ES: 


20. 


21. 


22: 


23: 


24. 


matrices son ortogonales a 


a o] 0.0 O 1 
a) Pies a sl R E: sl É 4 2) 5 y 


Sea C? con el producto interior euclidiano. Demostrar que para todos los valores de O 
| O O | 
el vector x = e'? E —á 5) tiene norma 1 y es ortogonal a (1, ¿,0) y a(0, í, —1). 


Sea C? con el producto interior euclidiano. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos son 
ortonormales? 


Sea C* con el producto interior euclidiano. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos son 
ortonormales? 


¡ i i Í i Í [ 
a) Ta y 0, 2), (=> -5). (0.5) 
ES W2) XV3 V3  vV3 vV2 Na 
0) LS sE E) (2 el o) 
Ve Ve  vV6) XV2  vV2 
Sea 
Í ¿ ] 2 31 ] 
x= jr y y = A 
VS NS v30 V30 
Demostrar que (x, y] es un conjunto ortonormal si C? tiene el producto interior 
(u, v) = 340, + 24,0, 
pero no es ortonormal si C* tiene el producto interior euclidiano. 
Demostrar que 
u, =(1,0,0,0), u=(—1,0,21, 5), uy =(Qi 31, 21, —21), €u=(-1, 21, —1, 1) 


es un conjunto ortogonal en C? con el producto interior euclidiano. Normalizando cada 
uno de estos vectores, obtener un conjunto ortonormal. 


Sea C* con el producto interior euclidiano. Usando el proceso de Gram-Schmudt, 
transformar la base (u,, u,) en una base ortonormal. 


a) uy =(, 30), u=(Qi 2) — b)u =(0), u,= (3 Si) 


2 de El 2d 
pies 21.4 (2,1. 
) (3 5). (2,5 


i i ¡ Í i i i i 
dei (E. 2) (2) o) (5.3) vy2 +) A 


pd ia sI a Vi rs IL LITO rmac ml Elo 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 
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Sea C? con el producto interior euclidiano. Usando el proceso de Gram-Schmidt, 
transformar la base (u,, u,, uz) en una base ortonormal. 
2) u =D, m=(-1,5,0), 4,=(,2,1) — b)u,=(6,0,0), u,= (Gi 7i, —21), 4, =(0,41, i) 


Sea C* con el producto interior euclidiano. Usando el proceso de Gram-Schmidt, 
transformar la base (u,, u,, uz, u,¿) en una base ortonormal. 
u,=(0,25,1,0), u=(i —1,0,0), um =(1,2i,0, —¿), u=(6,0, 51) 


Sea C3 con el producto interior euclidiano. Encontrar una base ortonormal para el 
subespacio generado por (0, i, 1 — ¿) y (—1,0, 1 +1). 


Sea C? con el producto interior euclidiano. Expresar w = (—i, 21, 6í, 0) en la forma w = 
w, + w,, donde el vector w, está en el espacio W generado por u, = (—1, 0, i, 21) y u) = 
(0, ¿, 0, 1), y w, es ortogonal a W. 


a) Demostrar: Si k es un número complejo y (u, v) es un producto interior sobre un es- 
pacio vectorial complejo, entonces (u — kv, u — kv) = (u, u) — k(u, v) — 
k(u,v)+kk(v,v). 

b) Usando el resultado del inciso a), demostrar que 0 < (u, u) — k(u, v) — 
ku, v) + kk(v, v). 

Demostrar que si u y y son vectores en un espacio con producto interior complejo, entonces 


Ku, v)? < (u, uy, v) 


Este resultado, denominado desigualdad de Cauchy-Schwarz para espacios con 
producto interior complejo, difiere de su análogo real (teorema 6.2.1) en que es nece- 
sario incluir un signo de valor absoluto en el miembro izquierdo. [Sugerencia. Sea k = 
(u, v)/(v, v) en la desigualdad del ejercicio 29b).] 


Demostrar: Si u = (UU u,) y Y = (v,, Va - - - » Y, ) Son vectores en C”, entonces 
0, + 70, +>>++24,0,) < (1,0 + lu + +++ lu, o 1? + lu? + - >> + Jo, y? 


Esta es la versión compleja de la desigualdad de Cauchy analizada en el ejemplo 1 de 
la sección 6.2. [Sugerencia. Usar el ejercicio 30.] 


Demostrar que en la desigualdad de Cauchy-Schwarz para espacios vectoriales 
complejos la igualdad se cumple sí y sólo si u y y son linealmente independientes. 


Demostrar que sí (u, v) es un producto interior sobre un espacio vectorial complejo, 
entonces 


(0, v)=(v,0)=0 


Demostrar que si (u, v) es un producto interior sobre un espacio vectorial complejo, 
entonces 
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33: 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


(a, v+w)=(u, v)>+(u, w) 


Los teoremas 6.2.2 y 6.2.3 siguen siendo verdaderos en espacios con producto interior 
complejo. En cada inciso, demostrar que así es. 

a) Teorema 6.2.2a. b) Teorema 6.2.2b. c) Teorema 6.2.2c. d) Teorema 6.2.2d. 

b) Teorema 6.2.3a. f) Teorema 6.2.3b. g) Teorema 6.2.3c. h) Teorema 6.2.3d. 


En el ejemplo 7 se demostró que los vectores 


Í l Í 211 j Í ¡ 
1 a a E Y Tr pa j> Ny 0, a 
(rs) a) .( 2) 
forman una base ortonormal para C?. Usando el teorema 6.3.1, expresaru=(1 — ¿,1+ 
i, 1) como una combinación lineal de estos vectores. 


Demostrar que si u y y son vectores en un espacio con producto interior complejo, en- 
tonces 


V | 
(u, vo = luv] gl — v]P + la + iv — ¿a — iv 


Demostrar: Si (v,, Y», . . - , Y, ) es una base ortonormal para un espacio Y con producto 
interior complejo y si u y v son vectores cualesquiera en V, entonces 


QU, W) = (M2) VW, V,) + (UL VW, V2) + 000 +(u, Y XW, Vr) 


[Sugerencia. Aplicando el teorema 6.3.1, expresar u y w como combinaciones lineales 
de los vectores básicos. ] 


(Para quienes ya estudiaron Cálculo). Demostrar que si f= f(x) + ix) y 8 = 8,01) + 


ig (x) son vectores en el complejo Cla, b], entonces la fórmula 


b 
(£ g)= | [f 60) + ¿£20) 8100 + ig2(0) ] dx 
define un producto interior complejo sobre Ca, b]. 
(Para quienes ya estudiaron Cálculo). 


a) Sean f =f,(0) + i£/00) y g = 8,(x) + ig,(x) vectores en C[O, 1), que tiene el producto 
interior 


1 
6 e) = / [£,/60 + ¿£6) g,60) + 18,00) ] dx 
Demostrar que los vectores 


forman un conjunto ortogonal. 
b) Obtener un conjunto ortonormal normalizando los vectores del inciso a). 


—_ 
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10.6 MATRICES UNITARIAS, NORMALES Y HERMITIANAS 





MATRICES 
UNITARIAS 


Para matrices con elementos reales, las matrices ortogonales (47! = 4%) y las 
matrices simétricas (4 = Al) desempeñaron un papel importante en el problema 
de diagonalización ortogonal (sección 7.3). Para matrices con elementos com- 
plejos, las matrices ortogonales y simétricas son relativamente poco importantes; 
son reemplazadas por dos nuevas clases de matrices, la matrices unitarias y her- 
mitianas, que se analizarán en esta sección. 


Si Á es una matriz con elementos complejos, entonces la transpuesta conjugada 
de 4, que se denota por 4, se define como 


donde A es la matriz cuyos elementos son los conjugados complejos de los ele- 


mentos correspondientes en 4 y 4. es la transpuesta de Y. 


Ejemplo 1 $i 


entonces 


de modo que 


¿=ftel y 3NIA 
0 e 
Las propiedades básicas de la operación conjugada transpuesta son seme- 
jantes a las de la transpuesta: 


Teorema 10.6.1. Si A y B son matrices con elementos complejos y k es cual- 
quier número complejo, entonces: 


a) (4*)* = 4 


b) (A+ B)* =A* + B* 
O) (kA)* = k4* 
dy) (ABY* = B*A* 





Las demostraciones se dejan como ejercicios. 

Recuérdese que una matriz con elementos reales se denomina ortogonal 
si 471 =A7. Los análogos complejos de las matrices ortogonales se llaman matri- 
ces unitarias, y se definen como sigue: 
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Definición. Una matriz cuadrada A con elementos complejos se denomina 
unitaria si 


* 


A71=A 





El siguiente teorema es similar al teorema 6.5.1. 


Teorema 10.6.2. Si A es una matriz n X n con elementos complejos, entonces 
las siguientes proposiciones son equivalentes. 


a) A es unitaria. 


b) Los vectores renglón de A forman un conjunto ortonormal en C” con el 
producto interior euclidiano. 

c) Los vectores columna de A forman un conjunto ortonormal en C* con el 
producto interior euclidiano. 





Ejemplo 2 Los vectores renglón de la matriz 











l+i¿ l + 

, 2 2 
e 1 
l=i —1+1/ de 

2 2 


son 











Con respecto al producto interior euclidiano sobre C”, se tiene 
























































e 1+¿|2 Ñ 1+]3|2 E e 
a 2 2 237 
lis l a [te ale dl 
P5>!| = > 
y AAA 
1+¿ l=i l+ —=1+: 
E INR 2 
A I+ ¿1 ff 181 A 1 +] —1- 
XxX 2 2 2 2 


DIAGONALIZA- 
CIÓN UNITARIA 


MATRICES 
HERMITIANAS 
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de modo que los vectores renglón forman un conjunto ortonormal en C2. Así, A es 
unitaria y 
l=f?  1+i 
2 2 
(2) 
l=¿i —-1-1 
2 2 


El lector debe comprobar que la matriz (2) es la inversa de la matriz (1) probando 
que 44* =AA=1 A 


Recuérdese que una matriz cuadrada A con elementos reales se llama diagona- 
lizable ortogonalmente si hay una matriz ortogonal P tal que P714P (= PAP) sea 
diagonal. Para matrices complejas se tiene un concepto análogo. 






Definición. Una matriz cuadrada A con elementos complejos se denomina dia- 
gonalizable unitariamente si existe una matriz unitaria P tal que P714P (= 
PYAP) es diagonal; se dice que la matriz P diagonaliza unitariamente a A. 






Hay dos preguntas a considerar: 


e ¿Qué matrices son diagonalizables unitariamente? 
* ¿Cómo determinar una matriz unitaria P a fin de efectuar la diagonaliza- 
ción? 


Antes de responder estas preguntas se observa que las definiciones ya pro- 
porcionadas de los conceptos eigenvector, eigenvalor, eigenespacio, ecuación 
característica y polinomio característico se cumplen sin cambio en espacios vec- 
toriales complejos. 


En la sección 7.3 se vio que las matrices desempeñaban un papel fundamental en 
el problema de diagonalizar ortogonalmente una matriz con elementos reales. Los 
análogos complejos más naturales de las matrices simétricas reales son las ma- 
trices hermitianas*, que se definen como sigue: 


Definición. Una matriz cuadrada 4 con elementos complejos se denomina 
hermitiana si 


Á 





*Charles Hermite (1822-1901) matemático francés que realizó contribuciones fundamentales al álgebra, a 
la teoría de matrices y a varias ramas del análisis. Es conocido por usar integrales para resolveruna 
ecuación polinómica general de quinto grado. También demostró que el número e (la base de los logaritmos 
naturales) no es raíz de ninguna ecuación polinómica con coeficientes racionales. 
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Figura 1 


MATRICES 
NORMALES 


Ejemplo 3 Si 


l ¡ l+¿ 
A=l| —] =5 2-i 
li 2+1( 3 
entonces 
l =i 1-1 
Á= i =5 2+1 
l1+i 2-1 3 
de modo que 
l l lI+: 
A*=A =| -i -5 2-il=A 
li 2+1 3 


lo cual significa que 4 es hermitiana. Á 


Es fácil reconocer las matrices hermitianas por inspección: los elementos 
de la diagonal principal son números reales (ejercicio 17), y la "imagen especular" de 
cada elemento de la diagonal principal es su conjugado complejo (figura 1). 





Las matrices hermitianas poseen muchas propiedades, aunque no todas, de las 
matrices simétricas reales. Por ejemplo, así como las matrices simétricas reales 
son diagonalizables ortogonalmente, se verá que las matrices hermitianas son dia- 
gonalizables unitariamente. Sin embargo, a pesar de que las matrices simétricas 
reales son las únicas matrices con elementos reales que se pueden diagonalizar 
ortogonalmente (teorema 7.3.1), las matrices hermitianas no constituyen toda la 
clase de matrices diagonalizables unitariamente; es decir, existen matrices diago- 
nalizables unitariamente que no son hermitianas. Para explicar por qué es así se 
necesita la siguiente definición: 


Definición. Una matriz cuadrada A con elementos complejos se denomina 
normal si 


AA* = AFA 





PROCEDI- 
MIENTO DE 
DIAGONALI- 
ZACIÓN 
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Ejemplo 4 Toda matriz hermitiana A es normal, ya que A4* = A4 = A*A, y toda 
matriz unitaria A es normal, ya que 44* =/=4*4. Á 


Los dos teoremas siguientes son los análogos complejos de los teoremas 
7.3.1 y 7.3.2. Se omiten las demostraciones. 


Teorema 10.6.3. Si A es una matriz cuadrada con elementos complejos, 
entonces las siguientes proposiciones son equivalentes: 


a) A es diagonalizable unitariamente. 
by) A contiene un conjunto ortonormal de n eigenvectores. 
c) 4Aes normal. 


Teorema 10.6.4, Si 4 es una matriz normal, entonces los eigenvectores de 
eigenespacios diferentes de A son ortogonales. 





El teorema 10.6.3 establece que una matriz cuadrada A con elementos 
complejos es diagonalizable unitariamente si y sólo si es normal. El teorema 
10.6.4 será crucial para obtener una matriz que diagonalice unitariamente una 
matriz normal. 


En la sección 7.3 se vio que una matriz simétrica A es diagonalizada ortogonal- 
mente por cualquier matriz ortogonal cuyos vectores columna sean eigenvectores 
de 4. De manera semejante, una matriz normal A es diagonalizada por cualquier 
matriz unitaria cuyos vectores columna sean eigenvectores de 4. El procedimiento 
para diagonalizar una matriz normal es como sigue: 








Encontrar una base para cada eigenespacio de A. 

Paso 2. Aplicar el proceso de Gram-Schmidt a cada una de estas bases a fin 
de obtener una base ortonormal para cada eigenespacio. 

Paso 3. Formar la matriz P cuyas columnas son los vectores básicos obteni- 

dos en el paso 2. Esta matriz diagonaliza unitariamente a 4. 







La justificación de ese procedimiento debe ser evidente. El teorema 10.6.4 
asegura que eigenvectores de eigenespacios diferentes son ortogonales, y la aplica- 
ción del proceso de Gram-Schmidt asegura que los eigenvectores del mismo eigen- 
espacio son ortonormales. Así, todo el conjunto de eigenvectores obtenido con este 
procedimiento es ortonormal. El teorema 10.6.3 asegura que este conjunto orto- 
normal de eigenvectores es una base. 


Ejemplo 5 La matriz 
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es diagonalizable unitariamente porque es hermitiana y, por tanto, es normal. En- 
contrar una matriz P que diagonalice unitariamente a A. 


Solución. El polinomio característico de A es 


A-2 -1-i 


dera det 1-3 


| =(A-2(4-3)-2=24-54+4 
de modo que la ecuación característica es 


4—51+4=(A- 1MA-4)=0 


y los eigenvalores sonA4 =1yA4=4, 
Por definición, 


es un eigenvector de 4 correspondiente a A si y sólo si x es una solución no trivial 


de 
A=2 -1-—ilf% 0 
alejo) a) 


Para encontrar eigenvectores correspondientes aÁ = 1, este valor se sustituye 


en (3): 
— 1 al a IN 
=1+i =2 X2 0 
Resolviendo este sistema por eliminación de Gauss-Jordan se obtiene (comprobar) 


xXx =(—1-i)s, XA) 8 


Así, los eigenvectores de 4 correspondientes a Á = 1 son los vectores diferentes de 
cero en C? de la forma 
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Por tanto, este eigenespacio es unidimensional con base 


a (4) 


En este caso el proceso de Gram-Schmidt es de un solo paso; la normalización de 
este vector. Como 


lol = V=1=P+H1P=V2+1=v3 


el vector 





u v3 
PS 
l 


es una base ortonormal del eigenespacio correspondiente aA = 1. 
Para encontrar los eigenvectores correspondientes a A = 4, este valor se sustituye 


en (3): 
2 a y 0 A Y 
—=1+ 1 xl j0 


Resolviendo este sistema por eliminación de Gauss-Jordan se obtiene (comprobar) 


+1 
Xy = 5) S, Xx) =5S 


de modo que los eigenvectores de A correspondientes a A = 4 son los vectores 
diferentes de cero en C? de la forma 
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EIGENVALORES 
DE MATRICES 
HERMITIANAS Y 
SIMÉTRICAS 


Aplicando el proceso de Gram-Schmidt (es decir, normalizando este vector) se 
obtiene 


p — a pS 
al 


Por tanto, 








diagonaliza a A y 


En el teorema 7.3.2 se estableció que los eigenvalores de una matriz simétrica con 
elementos reales son números reales. Este importante resultado es un corolario del 
siguiente teorema más general. 


Teorema 10.6.5. Los eigenvalores de una matriz hermitiana son números 
reales. 


Demostración. Sid es un eigenvalor y v es un eigenvector correspondiente de 
una matriz hermitiana A n X n, entonces 


Av =AÁv 


Multiplicando por la izquierda cada miembro de esta ecuación por el conjugado 
transpuesto de y se obtiene 


v*Av = v*(Av) = Av*vy (5) 


, , * * 
Se demostrará que ambas matrices v Av y v v 1 X 1 tienen elementos reales, de 
modo que por (5) se concluirá que debe ser un número real. 


Tanto v*4vy como v*v son hermitianas, ya que 


(VEA) = vA*(v*)* = y*4v 


A A A A A A A MN A te in 
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(v*v)* = v*(v*)* = y*y 


Como las matrices hermitianas tienen elementos reales sobre la diagonal principal 
+ k a ; 

y como v Av y v vson 1 X l, se concluye que estas matrices tienen elementos 

reales, con lo cual se completa la demostración. [] 


Teorema 10.6.6. Los eigenvalores de una matriz simétrica con elementos 


reales son números reales. 





Demostración. Sea A una matriz simétrica con elementos reales. Debido a que 
los elementos de A son reales, se concluye que 


A=A 
Pero esto indica que A es hermitiana, ya que 
A*=(AY =A47=A 


Así, por el teorema 10.6.5, 4 tiene eigenvalores reales. [] 


EJERCICIOS DE LA SECCION 10.6 


. . * 
1. En cada inciso, encontrar A . 


e Es DE e 14 
a A=| 4  3+i bA=|4 5-7 -i 
S+i 0 po 3 1 
a a a 
c) A=[7i 0 -31] 0)4=| q AR A 
41 “4 4 


2. ¿Cuáles de las matrices siguientes son hermitianas? 


Oi lo 14 ii e A AA 
al. b) c) E d) lI+i 0 3 e) 10 
1 2 Esc >= =E- 0 


3. Encontrar k, | y m de modo que A sea una matriz hermitiana . 


O -—- O 
Oo 


—1 k =j 
A=13-$i 0 m 
[ 2+4i 2 
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4. Aplicando el teorema 10.6.2, determinar cuáles de las siguientes matrices son unita- 














rias. 
0 . SEA 
EA vo  V6  v3 
0 2 2 l+ +: 
a) h | b) v2 v2 c d) 0 ts pee 
01 ) ] ¡A A E V6 Y? 
v2 v2 A Í E 
vV2  V6  V3 
5. En cada inciso, comprobar que la matriz es unitaria y encontrar su inversa. 
l + J 
3 l l l 7 | 2 2 
a E a —=(V3 +1 —2(-1V3) 
3 vV2  v2 2V2 212 ¡ ] 
a) b) c) dl == 
| 4 I+i 14 | va ida 3. VY3 
CR 4 A PS 1 po 
5 2 Pd 242 IO 3+i 43+3i 
2ZNES.-- 2/15 


6. Demostrar que la matriz 
] e' 0 Bo 10 
v2 ¡eto —ieg7*? 
es unitaria para todo valor real de 0. 


En los ejercicios del 7 al 12, encontrar una matriz unitaria P que diagonalice a A y deter- 
minar P7 AP. 


4 a y 6 22 
Á= 8. A=]| 9. A= 
1 7 5 ¡ 3 Pa] 4 


¿ J 
2 A A 
: o A | v2  v2 
0 3+ i 
, %i 11. 4=|0 — 1 =1+ 12. 4 = 7 Z 0 
O —1-i¿ 0 
¡ 
— 0 2 
V2 


13. Demostrar que los eigenvalores de la matriz simétrica 
1 4: 
A= 
4 3 
no son reales. ¿Este hecho viola el teorema 10.6.67 


14. Encontrar una matriz 2 X 2 que sea hermitiana y unitaria y cuyos elementos no sean 
todos números reales. 


A i a ; ES, Ese nes a 2 al a E ; A 
A A A A A A le nal la rl rl Pl Cl Y A a A A RR e le A A Va ii a aia la der Pra lA ia ls AMA A Ai iii PCIA a lar co lec la ic di il AR ld Pi 0 cl Lar a ic li rar e CF lll e ii li A 


pi a 





EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS 


1. 


- Demostrar: Si 4 es una matriz n X n con elementos complejos, entonces dei 2 = 
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det( A). [Sugerencia. Primero demostrar que los productos eioroocio o: 2 s1gno 


son los conjugados de los productos elementales de Á con sign y 


. a) Aplicando el resultado del ejercicio 15, demostrar que si A es una matriz n X n con 


elementos complejos, entonces det(4*) = det(A). 


b) Demostrar: Si A es hermitiana, entonces det(4) es real. 
c) Demostrar: Si A es unitaria, entonces [det(4)| = 1. 


. Demostrar que los elementos sobre la diagonal principal de una matriz hermitiana son 


números reales. 


Sean 
Gi Gr 43 bi bir bi 
AÁ=( 4, 4% 43 y B=|lb3 ba ba 
da za Az bz b32 dy 


matrices con elementos complejos. Demostrar que 
a) (4*)* = A b) (4 + B)* = 4* 4 B* Cc) (k4)* = k4* d) (4B)* = B*A* 


. : ; 2 xo q, Xk 
. Demostrar: Si 4 es invertible, entonces también A” lo es, en cuyo caso (4)! =(471)". 
. A , , 2 * : ; 
. Demostrar que si Á es una matriz unitaria, entonces también 4 es unitaria. 


. Demostrar que una matriz 1 x n con elementos complejos es unitaria s1 y sólo si sus 


renglones forman un conjunto ortonormal en C” con el producto interior euclidiano. 


. Usando los ejercicios 20 y 21, demostrar que una matriz n X n es unitaria si y sólo si 


sus columnas forman un conjunto ortonormal en C” con el producto interior euclidiano. 


. Demostrar: Si 4 = A, entonces para todo vector x en C”, el elemento en la matriz 


x Ax del x les real. 


. Seand y u eigenvalores distintos de una matriz hermitiana A. 


a) Demostrar que si x es un elgenvector correspondiente a A y y es un elgenvector 
correspondiente a , entonces x “Ay = Ax” y yx “Ay = 173 y. 
b) Demostrar el teorema 10.6.4. [Sugerencia Restar las ecuaciones en el inciso a).] 


Sean u = (4,,4>,...,U,) y V= - (0), Ur. .> . 0, ) vectores en C”, y sean 

u=(u4,,u4,... 0) y =— 

a) Demostrar: u-v=u-+ 
on 


b) Demostrar: u y v s eras s1 y sólo sí U y y son ortogonales. 
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2. Demostrar que si la matriz 


EN 


es diferente de cero, entonces es invertible. 


3. Encontrar una base para el espacio solución del sistema 


4. Demostrar: Si a y b son números complejos tales que |a!? + |b!* = 1 y si O es un número 
real, entonces 


a b 
Á= a 
—e'*bh e'*a 


es una matriz unitaria. 


5. Encontrar los eigenvalores de la matriz 


] 
l 0 +14 
w 


donde = e+11/3 


6. a) Demostrar que si z es un número complejo diferente de 1, entonces 


Lezr+zóo o +2*= 


Sugerencia. Sea S la suma del miembro izquierdo de la ecuación y considérese la 
cantidad $ — zó. 
b) Usando el resultado del inciso a), demostrar que si 2" = l yz X 1, entonces 1 + z + 
2+ o q ya! =0 
c) Usando el resultado del inciso a), obtener la identidad trigonométrica de Lagrange 
1 sen[(n + 3)6] 


l + cos 8 + cos 28 SS 2sen(0/2) 


para 0<9<27. [ Sugerencia. Sea z = cos Ó + i sen 0.] 
7. Sea w = e212. Demostrar que los vectores y, = (1/43) Cd E (1/43) (1, 0,0 


Div = 13) (1, 2, w*) forman un conjunto ortonormal en C?. [Sugerencia Usar 
el inciso b) del ejercicio 6.] 


sn ADERNIATS ISA A MES aa ad DOS E E ARI TERA AA A ANA A A A A A A A A A A A A A A A A A A ta 


8. 


10. 
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Demostrar que si U es una matriz unitaria n X n y |z,|= |z,= >: =|z | = 1, entonces 
el producto 


2, 0.0 --- 0 
0 2 0 --- 0 
0.0.0. z 


también es unitario. 


. Supóngase que A =-A. 


a) Demostrar que ¡A es hermitiana. 
b) Demostrar que 4 es diagonalizable unitariamente y que tiene elgenvalores imagina- 
r10S puros. 


a) Demostrar que el conjunto de números complejos con las operaciones 


(a+ bi+(e+di)=(a+c)+(b+d)i y k(a + bi) = ka + kbi 


donde k es un número real, es un espacio vectorial real. 
b) ¿Cuál es la dimensión de este espacio? 





EE TARA IP TUTTI A OA 
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EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 1.1 (Página 27) 
l. a), c), f) 2. a), b), c) 


Lado amb] mir der obre ds 
y=fÍ XxX) =S Xx) =YF w=q 
X3= 1 X3=85 x=r 
Xa = y=s 
z=!f 
3 -2 —]1 2 0 2 l 
4 a 14 5 3 by|3 —1 l 
7 3 2 6 1 0 
1 2 O —1 1 ] 10.0 1 
c) ¡0 3 | 0 —1 2 dj0 1.0 2 
0 0 1 7 0 l 0 0 1 3 
5. a) 2x, =0 —b)3x, =2x= 5 Cc) lx +2x%+ 1-3» 5 
3x, — 4x,=0 Tx + x.+4x,=-3 x, +2x, + 4x, = 1 
x)=1 —=2x+ x= 
] j 7 d) x, = 7 
X> = —2 
X3 = 3 
X= 4 


Ni 
| 
mia 


6.a) x-— 2y=5 b) Sea x = £, entonces £ —y = 5. Al despejar y se obtiene y = +: 


8. k = 6: infinidad de soluciones 
k % 6: no hay soluciones 


Ningún valor de k produce una solución. 
9.a) Las rectas no tienen punto de intersección común. b) Las rectas se intersecan exactamente en un punto. 


c) Las tres rectas coinciden. 
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'RCICIOS DE LA SECCIÓN 1.2 (Página 41) 


1. 2,b)0,4),A),0,)) 2. 28)b)d) 3. a) Ambas b) Ninguna de las dos  c) Ambas 


d) Escalonada e) Ninguna de las dos  f) Ambas 


4) x= -3,x=0U,x=?7 

0) 1, =71+8B, x= 34142, x= -t-5,x,=f 

0) 11 = 6531-2178, = 447, x= —St+8,x5=1 
d) laconsisiente 


y1=-37x=->8:=5 

b) xy = 131 10,x,=138%-—5S,x = -14+2,x.=t 

0) x= —7s+ 21-11) x=35,x3 = -3t—4,x.= -—344+9, x5=1 
d) Inconsistente 


91=3x=13=2 bx =-+-%Hx=%+-%x=! 
C)x=t—1,y=25,z=s,w=1f  d) Inconsistente 


a) Inconsistente b)x=-4x.=2x3=7 c0)x1,=3+2,x,=!1 


y 8 E 3 E 2 1 cas e 
d) AG EE ES, Y 10 A OS 2 LL W=8S 


a) 1 =2-1tx=5-27%t,x,=1  b) Inconsistente 
c) u= —2s— 31 —6,U=s, w= =i-2Lx=t+3,y=1 


a), Cc), d) 13, ax, =0,x,=0,x3=0 
D) X= —5, X= —1—85,x¿=45,x4=! 
Cc) w=tx=-t£y=tz2=0 
a) La única solución es la trivial db) u=7s— 51, u= —6s + 4f, w= 25, x = 21 
c) La Úruca solución es la trivial 
== “1,£=0,£= tf =2 16. a) x=3a-—¿b, y = —30 +ób 
b) x, =a—30,x, =a-—5b,x,= —a+ db + e 


, a = —4, niguna solución; a + +4, exactamente una; a = 4, infinidad 


ES E 
lo 1] lo 1] 


son respuestas posibles. 





=4/,B=wy=0  2M.x=+l,y=+V3,2= +V2 


184 
¿4=4,4=2 28. a=1,b=-6,c=2,d=10  26.x*+y?*-2x- 4y-29=0 


2x1 =X=-38,M=5 34. Una respuesta posible: x+y+z=0 
Dx, =-35,10=0 x=" x+y+z=1 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 1.3 (Página 58) 


Pra 
a 


2) Indefinida by) 4x2 2) Indefinida d) Indefinida 2. a=5,b=-3,c=4,d=1 
IO IZ g) Indefinida h) 5x2 


Í ” 1 la ¿ A 
e ' sl b) ( : | e ñ 78 
al co E Ls S, + 7 a 
¿ERES E: o) Ne 21) -7 -35 
; > : pa 1 





e) Indefinida f) 


iS 


paa 
pi 
GU —] 


Balos leo tra 


O 
n= 


y 
pas 
Nao 


O 
Nx 


o ad 
bhbhbn 


mi 
Near 
e 
pal 


22 -—6 8 39 -—21 
-2. 4 6l g) 9 -—6 
10 0 4 3) - 12 
j) —-25 (k) 168 (1) Indefinida 
4 =5 0 —1 3 0 
3 bl 4-1 1| ol4 -1 
il Al l e 
3 9 l: «=1 
2 0 —1 
ol 1) ge) |-13 2 -4 
A 0 
4 0 E :=86 
— 42 108 75 
b) Indefinida c)|12 -—3 21 
1 36 78 63 
> ? 21 17 0 2 
a E El 8) E 
17 13 
(y 35 (k) 28 
=3 2 0 11 
0 b) Indefinida c) | 13 2 5 
4 4 -3 13 
0 0 
de Dj0 ' 0 
42 ) 
Í 0.00 0 
41 
41 41] b)[63 67 57] o) 121| d) 
67 
3 -2 7 6 
=6l6|+0| s|+7|4 »)| 6|= 
0 4 9 63 
3 2 7 6 
= —2/6|+1 SI1+7]4 17 
0 4 9 41 
3 2) 7 70 
=4|6|+3 S|+5]/4 31 
0 4 9 122 


MA a dolo 1 A a OO ACES o O AIR o CE Ds a ri ca Ele 


=7|0|[+4 ] 
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— 24 
15 


= 
ooo 
25:95 


] d) Indefinida 


d) 


6 76 
6| e)[24 56 97] £f)198 
( 97 


7 7 
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t0. a) [67 41 41]=3[6 -2 
[64 21 59]=6[6 —2 
[63 67 57] =0[6 —2 
b)[6 -—6 70]=6[3 -2 
[6 17 31] =0[3 
[63 41 122] =7(3 
2 3 > 
13. a) A=|9 —]1 ll, x= 
l 5 4 
14. a) 3x,-— x+2x%3= 2 
4x, + 3x2 + 7x3= 1 
—<2x, + x+%x3= 4 
=1 23 -—10 
15.1 217 13 8 
29 23 41 
16. o e al b) 
21 —15 44 
> 3 
+] 4 
c) ] 5 
4 -—4 
0 14 


17. a) A,, es una matriz de 2 X 3 y B,, es una matriz 2 X 2, 


==] 


b) | 37 
29 
E 
0 

21. a) E 

0 
0 
0 


23 —10 
13 8 
23 41 
0 0 0 
2» 0 0 0 
a 0 0 
Gra  Ú 
0 0 
0 0 0 


O O Oo Oo 


41-2[0 1 
48+5[0 1 
4]+4[0 1 


X] 


Xz l, b = 
X3 
b) 
4 
Z 
0 
2 


3w — 


Sw 


3] 
3] 


PTS 
+417 7 5] 


3]+9[7 7 5] 
7]-2[6 5 4]+4[0 4 9] 


7 


ul 


0 


2x 


-2 T+1[6 5 4]+3[0 4 9] 
-2 T+76 5 4]+5[0 4 9] 


b) 4 = 


O DM tn 


+ 20 
+ 2y-22=0 


3Jw+ x+4y+72=0 
—2w+5x+ y+6z=0 


=3 | X; 1 
O —8 
E le 


A,¡B,, no existe. 


A A A A E A a Ml LR A Ra AC UC Dl O MA A PU a ACER + 


a 0 0 0. 0 
da Gs 0 0 0 
431 %z 43 0 0 
c) 
dar Gay Ga Gaga 0 
As Us Usz ds Qs5 
46 Ue lez les dos 
Ze 5D 1 
34.556 l 
22. a) b) 
45 6 7 1 
56 7 8 1 


E Ze “El y 
4. Á l= > B l— 
13 15 
7. Da=|_* >] b) 4= 
13 13 
8 A? = 8 0 , AT3= 3 
28 1 E 


coso —sen0 


sen O cos O 


"| 


18. 04 y 40 no pueden tener el mismo tamaño. 


20. a) Un ejemplo es 


b) Un ejemplo es 


— == y) YN -— 


l 
2 
3 
4 


0 41 41) 
0 421 42 
0 d) 0 az, 
0 0 0 
0 0 0 
Co 0 0 

11 ==] 

4 8 =1 

c) 
9 27 ] 
16 64 1 


+ 


Oo —o 


19. 
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0 0 0 0 
a 0 0 0 
43 Ga 0 0 
das Ga Gas 0 
Ú  4s4 4ss As 
0 O des 46 
se] 1 1 
sel) e] l 
El Fl 4 
¡e == 
] 
A 6. No 
3 
lea 
5 Ss 5 
0 
] 
o; 13 
26 'l 


I+ 
S:- => 
00 


I+ 


| 12. 0) (4+B?=4+AB+BA+B? 13.47 '= 


== Y 0 
41; 
1 
ARO 0 
4 
l 
0 0 — 
a 
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EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 1.5 (Página 83) 


1. c), d), f) 2. a) Sumar tres veces el primer renglón al segundo renglón. 
b) Multiplicar por + el tercer renglón. 
c) Intercambiar el primer renglón y el cuarto renglón. 


d) Sumar 5 veces el tercer renglón al primer renglón. 


0 0 1 0.0 1 1.0.0 1.0.0 
3. ajo 1 0| blo 1 0] eo] o 1 0l| ajo 1.0 
1.0.0 1.0.0 LO 2.01 


4. No, porque C no se puede obtener efectuando una sola operación en los renglones de B. 





-7 4 =3 | as 
5. a) b) a Y c) No es invertible 
2 -—]1 39 15 
y MH $ y il 1 
2 10 5 2 2 2 
6. a) Ñ l l b) No es invertible.  c)|-i 3 5 
Pe E 2 1 A 
2 10 5 2 2 2 
go 0-3 hdd 
dl-1 1 0l| ojo 0.1 
0 11 4 4 
vw  -—3v2 
e y TN Lo. 0.0 
CE E 1 0 0 
7. a) 0 Il -—1 b) 4v2 v2 0 c) ó » : d) No es invertible 
0-5 1 0 
_ > 0 26 26 5 5 
0.01 e 
1 l l 
=00.0.0 0.0 0 — = 0 0 0 
k Ka k 
1 1 ] l 
== “0 0 == 4 bara - 0 0 
e i e kk 
8. a) b) c) 
0 0 pa 0 0 ps 0 0 LE z 0 
k, k, E kk 
o. 0.0- 20.00 La as e 
ka k k* ke? k? k 
lo0 1.0 | 
9 TR hb E,=|, : b) AT?) =EE, O 
3 


16. b) Sumar —1 veces el primer renglón al segundo renglón. 
Sumar —1 veces el primer renglón al tercer renglón. 
Sumar — 1 veces el segundo renglón al primer renglón. 
Sumar el segundo renglón al tercer renglón. 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 1.6 (Página 92) 


S5x=-1 6 w=-6x=1,y=10,2=-7 
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4,13 = -7 4 1x=1,x=-ll,x=16 


7. X1 => 2b; a $b», X> = =D; + 3b, 


8. Xi ES —Lb, + $b, + 5ba, X» =3b, + 3b, Da X3 =3b, 7 5b, 5 205 
9. 31=%x=-31x3=-% b) 11 =—3,X2=3,x3= Y 0) x1=3,x,=0,x,= -4 
1. di= BH, =+% 12. a)x,=-18,x,=-1,x=-14 
dD)x,=%,x2=17 bx = - Bo =-$=-E 
bxi=%:=% b)x, = -23,x=1l,x=-2 b)x,=7-3t1x,=3-tx=! 
d)i=Bx=B e P 
dx=-—hx=i 
16. b,=2b, 17. b,=b,+b, 18. No hay restricciones 19. b, =b, + ba, b, = 2by + ba 
11 12 -—3 27 26 
21. X=] -6 -8 l -18 -—17 22, a) Sólo la solución trivial x, = x, = x3 = x, = 0; invertible 
15 -2] 9 =38 =35 b) Infinidad de soluciones, no es invertible 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 1.7 (Página 100) 


E =1 0.0 
l. a) h 4 b) No es invertible c) 0 3.0 
; 0.03 
6 3 -24 -10 12 
2. a)[4 —1|  b) 3:10 0 : 
4 10 60 20 -16 
1.0 1.0 1 0 
. E A7*= ; A *= 
cds . Al h 1 . Se 
2.0.0 40 0 2 00 á 
bpa4a=|o 3.0] 42=|o 9 04, 44*=|0 3 0 
00% 0 0 16 0 0 4 - 
4 bc) 5. a) 6a=1ll)b=-9c=-13 7.a=2b=-1 
0 0 1200 á 
8. a) No conmuta b) Conmuta 10. a) |0 —! 0 b10 3 0 
DH. 0 E 0 0 1 


CR FR AE LIA AAN MEM Topic en ca, acc o 
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41 Ay 433 0 0 
mala, a, alo 5 0| b)No 19. 50.+n) 
0.0 7 


dí dz 43 
20. a) Es simétrica b) No es simétrica Cc) Es simétrica d) No es simétrica 


—i a TS a E as 


EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS DEL CAPÍTULO 1 (Página 102) 


l.x =$ +, y = —E + Éy 2. x" =xc0s 04 ysen 0, y' = —x senB + cos O 
3. Una respuesta posible es 4. 3 monedas de 1 centavo, 4 de 5 centavos y 6 de 10 centavos. 
A e te X4=0 
x, + 5x, + 2x,¿=0 
5. x=4 y=2z2=3 6. Infinidad sia=20a= —3; ninguna en caso contrario 
5 1 0-2 
7. ajar0b%2 bax0b=2 8. x=8$y=92=3 9. K= 
c)a=0,b=2  d)ja=0,b%2 11 


=1.. 0.3 -1 1 -2 Ha -—180 
10. a=2,b= —1,c=1 ll. a) X= b) X= c) X= 4 
6 0 ] 3 1 2 -—$ 


=1 0-7 11 
12. a) 2-| lr b) 2 =2=-x¡-— 7x,+11x, 
14 10 -26 2, = 14x, + 10x, — 26x, 


13. mpn multiplicaciones y mpín — 1) adiciones 5. a=1l,b= -2,c=3 


l6. a=1lb=-4c=-5 26. A=-hB=fC=? 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 2.1 (Página 114) 


l. a5 b)9 cj6 d)10 ey0O f2 

2. a) Impar b) Impar c) Par d) Par e) Par f) Par 

3.22 4.0 5.52 6. -3V6 7.a—Sa+21 8.0 9-68 10. -4 IM. —123 
12. == +c?*— 160? + 80 -2 13. a A=1,4=-3 b)A4=-2,4=3,4=4 


3>+ 
16.275 17. a) =-120 b =-120 18, x= 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 2.2 (Página 120) 


1. 2-30 b)-2 c)0 d)0 3. a)-S b)-1 ec)1 4.30 5.5 6-17 
7.33 8.39 9.6 10. -¿ 411. -2 12. a)-6 b)72 c)-6 d)18 
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EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 2.3 (Página 129) 


1. a) det(24) = - 40 = 2? det(4) b) det(—24) = — 208 = (—2) det(4) 
2. det 4B= —170 = (det 4XKdet B) 4. a) Invertible b) No es invertible c) No es invertible d) No es invertible 


5. a) -189 b) -$ c) -5 d) -$ e) 7 6. Six=0, los renglones primero y tercero son proporcionales. 
Si x = 2, los renglones primero y segundo son proporcionales. 


2 SEO 


_5+v17 


12. k 
a) > 


b)k= -—1 14. a) 


15. a) 42-24-3=0 b)A4=-1,4=3 c) 


a) 12-514-6=0 bjá=-1,4=6 0) 


a) 4242-4=0 b4=-2,4=2 c) 


== “Uli 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 2.4 (Página 142) 


l. a) M,; = 29, M,=21, Mi = 27, M)¡ o 11, M,> = 13, Maz Dd, M,, == — 19, Ma, — —19, M3, = 19 
b) C,, = 29, Cy, = —21, C¡¿ =27, Cy, =11, Coya = 13, Ca, =5, C, = 19, Cy, =19, Ca, = 19 


2. a) M,¿=0,C,3=0 b) M,, = —-96, C,, =96 3. 152 
Cc) Ma = -48,C,,=-48 d)M,,=72,C,,= -72 
29 11 -19 2  -2 
4. a) ad(4)=| -21 13 19| b4TlI=1|-2 2 
27. 5 19 Z 5 22 
5. -40 6. -66 7.0 8. k3-8k2-10k+95 9. -240 10.0 
Mal=[=3 4 5| Ia t=[ 44 3| Bari=jo 1 3 
7 2 8 1.0 -1 0.04 
pa eE 
ld. Ari=|-4 1 0 5 os y , TE 
<= úl E E a a 
4 6 0. 1 -7 
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3 


k O —_ _ 38 "1 _40 Y pm e de == 
19, x= 11. A) TL, Ag = 11 th, x1=5x,=8x=3x=-1l 
cosg —senó 0 
21. No es válida la regla de Cramer. 22. 47!=|seng8  cosé 0 23. y=0 


0 0 1 24. x=1l, y=0,2=2,w=0 


EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS DEL CAPÍTULO 2 (Página 145) 


lx =i+ dy y = —¿x+ y 2. xx" =xc08 0+ ysen 0, y' = —xsenB + y cos O 3.2 
A E o A 

a ca” =b an po 

E E E IN 


13. a) Deben intercambiar las columnas ¿-ésima y ¡-ésima. 
b) La ¡-ésima columna se debe dividir entre c. 
c) La ¡-ésima columna se debe sumar —c veces a la ¡-ésima columna. 


Z 2 
IS. 2) A+ (41 — 47, — 433 )A + (41/07) + 011033 + 099033 — 0/94) — 41343, — 473032)A + 
(4,/42343, + 4,,4)/433 + 41343243; — 4,/4,,433 — 0;743343, — 4/34/0372) 
— 21 St 7 51 
18 a 4=-5,4=2,4=4; tl, lr 119 b) A=1;1 —¿ 
Í Í f Í 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 3.1 (Página 157) 














3. a) P¡P,=(-1, 1) b) P,P,=(-7, -2) PPD d) P,P,= (a, b) 
e) P,P=(-5, 12, -6) PP =(1,-1, -2) e) P,P>=(—a, —b, —c) h) P,P, = (a, b, c) 
4. a) QO(5, 10, —8) es una respuesta posible. 5. a) P(— 1,2, —4) es una respuesta posible. 
b) OQ(—7, —4, —2) es una respuesta posible. b) P(7, —2, —6) es una respuesta posible. 
6. a) (-2,1, -4) b) (— 10, 6, 4) c) (7, 1, 10) 7. x=(-3,1,5) 
d) (80, —20, —80) e) (132, -24, -72)  f)(-77,8,94) 
$8. 4=206==1,0=2 10. 0, =0=0,=0 11. 36 -—3 -3) 1% ate o>$ 
DA. =4,D b)x=-—1,y=3 
v3 1 Ll  v3 o fvV3-1 1-v3  (V3+1 V3+1 
id o e Ed id: e E 0 A E 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 3.2 (Página 162) 


t. a)S5 b)V13 c)5 d)2V3 e)3V6 f)6 
2. a) VI3 b)2V426 c)v209 d)3v2 


3. a) V83 b)VI17+V26 c)4V17 d) V466 z 


ARA 


3 4 
e) (e SÚ a) ed 


4 
4. k= ==/20 8. Una esfera de radio 1 con centro en (Xy, Yo, Zo) 
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EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 3.3 (Página 173) 


11 3 
a) —-11 b)-24 cj0O dyO 2. a) “Bv b) TO 


pr 
. 





3. a) Son ortogonales b) Obtuso c) Agudo d) Obtuso 

4. 2) (0,0) b) (55-13) c) (-18,0, —13)  d) (6, 83, 89) 

5. a) (6,2) D(-B-80 0651L-3) d (5-3, —3) 

6. a)5 b) bs c) Ys d) 7 9. a) 102 b)125V2 c) 170 d) 170 
11. cos 6, = da cos O, = Es, cos 9, =0 12. El ángulo recto está en B. 


13. No. La ecuación se cumple si b y e son Ra aaybYXe. 


19. b) cos f= cos y = 20. 9, = 71, 6, = 619, 0, = 36" 


6 
5.31 DA 9% Ivi = Iv y 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 3.4 (Página 187) 


1. a) G2 -6, -4) b) (—14, —20, —82) c) (27, 40, -42) 
d) (0, 176, —- 264) e) (-44, 55, -22) M3 3 8) 


b) V285 





2. a) (18,36, —18) b)(-3,9,-3) 3. a) V59 b) VIO cj0 4. a) 


8. a) -10 b)-110 9 aj -3 b)3 c)3 d)-3 e) -3 f)0 10 a) 16 b)45 


11. a) No  b) Sí c) No 12. “(03 e +) 








ss . s =) (- sd ] v%) 15. 2(v x u) 16 EE 
13, Ga == V6l VET va . 2(v - Tag 
17. y > y E 19. a) 5 b) — 21. a) VI22 b) 0 = 40*19 


23. ajm=(0,1,0) y n=(1,0,0) b)(-1,0,0) c)(0,0,-1)  28.(-8,0,-8) 3. aJ¿ b)3 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 3.5 (Página 198) 


l. a) -2x+1)+(y-3)-(2+2)=0 2. a) —-2x+y-z-7=0 
b) x— D+Ay— 1)+ 8 6 -4)=0 dD)x+9%+8-492=0 
c) 2z=0 c) 2z2=0 
d)x+2y+32=0 d)x+2y+3y=0 


3. a) (0, 0, 5) es un punto en el plano y n = (—3, 7, 2) es un vector normal de modo que —3(x — 0) + Y(y — 0)+ 
2(z — 5)=0 es una forma punto-normal; otros puntos y otras normales producen otras respuestas correctas. 


DR A A IS II oct e lo 
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4. 


10. 


39, 


43, 


34. 


. 3x + 10y+42-53=0 


2x+4y+82+13=0 
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a) 2y—-z2+1=0 


a) Son paralelos 


a) Son perpendiculares 


a) x=5+t,y=-2+2t,2=4- 4 
bix=2t)y=-—t2= —3f1 


a) (-2,4, D)-G«+1ly-22-4)=0 
b) (-1,4,3)-(x-2,y,2+5)=0 

c) (-1,0,0)-(x—5,y+2,z2-— 1)=0 
d) (a, b, Cc) -(x, y, z)=0 

a) Son perpendiculares 


b) No son perpendiculares 


x+2 
b 
3 ) 6 











b) x+9%y- 52 -26=0 5. 


b) No son paralelos 


b) No son perpendiculares 


IO SR 20 
36. x— 4y+42+9=0 





a) No son paralelos b) Son paralelos 


c) Son paralelos 


7. a) No son perpendiculares 


9. 


b) Son perpendiculares 


a)x=3+2,y=-—14+£2=2+3t 
b)x= -2 4 6t, y=3-6t2= -3-—2£ 
c)x=2,v=2+1f,2=6 

d)x=1t,y= -—2t,z2=31 


ll. a)x=-12-7,y=-41-23,z7=1 


A 


13. a) Son paralelos b) No son paralelos 


15. a) ( y,2)= (1,2, 3) +47, —1,5) (-<f< +00) 
b) (xy, 23=(Q,0, —1)+4(1,1,1) (-o<tf< +09) 
Cc) A, y,2)= (QQ, -4,1)+£(0,0, -2) (-o<1< +00) 
d) (o y, 2)=(0,0,0)+ t(a,b,c) (<< +00) 


¿2 t3y=3236=0 18. a) z= b)y=0 c)x=0 

a)2-2Z¿=0 b)x-x=0 c)y—-y)=0 20. Tx+4y-22=0 21. Íx—2y+z-34=0 
EE 8 8) 23. y+22-9=0 24. x-y—42-2=0 26. x=E1-2,y= -—H+5Sz2=1f 
car ES =18=0 28. (x-— 2)+ (y+1) -3Mz2-4)=0 29. 4x+ l3y-2-17=0 


32. 5x-3y+22-5=0 


b)0. c) 








6 2 


a)x=2y-17=0 y x+ 42 -— 27=0 es una respuesta posible. 


bx-2y=0 y 
a)0=35% b)0=79 


— Ty + 27 = 0 es una respuesta posible. 


45, 4=75 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 4.1 (Página 215) 


t. 


a (f=19,= 11,1) 
d) (—90, — 114, 60, —36) 


(8,4,3,5) de o PS 
a) VB3 — b) V30+V77 


b) (22, 53, —19, 14) 
e) (= 
sz l, Ca => ] 5, 


c) 4430  d) V1811 


c) (— 13, 13, -36, —2) 
9) 5, =5, —3) f) (27,29, —27, 9) 


a) VY29 b)3 c)13 


2 2 
—  — ft 1 
3V2 3) 


dy) V31 


1 1 
Ea 


E 
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E. 3 
rra 5 1 . pr y SS + ev o - . rm EA A it 


tl. a) VIO b)2VW14 c) V59 d) 10 

14. a) Sí b)No c) Sí  d) No e) No  f) Sí IS. a) k=-3 b)k=-2,k=-3 
16. +31(- 34,44, -6,11) 19% x=1lx=-1:x=2 20 -6 

33. a) Medida euclidiana de la "caja" en KR”: a, a7:*: 4, 


b) Longitud de la diagonal: V ai + a3+:> +4; 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 4.2 (Página 235) 


l. a) Lineal, R?—>R?  b) No lineal; R? > R* 
c) Lineal; R? => R?  d) No lineal; R* => R? 


1.0.0.0 
TER E 
O A E A RE 
al E E, | ) i 1.110 
E Po 57 
e DA 
E ES | 
14 <= ain=120=G6,=2 3) 
2 O sl 
2 1 
a Dali O +. ad E a 
Lo 1 e ) | 
0.0 1 0 0-3 
E 0.0.0 0. 0 0-1 
o Fa a 0.0.0 0 0.0 
5. 3a| , ¿| bp o 1 1 0| cfo o of ajo o 1-0 
2% 1.0.0.0 0.0.0 0. 1. 0.0 
0.0.0 1 0-10 


csi 3 2 E A E 

6. a) | b) $ c) E E d) | 2x, + 4x, 

6x, = a Tx, + 8x, 

7. a) T(-1,49=(5,4) (b) 7Q, 1, -3)=(0, —2,0) 
8. a) (—1,-2) (b)(1,2) c0)(Q-1) 9. 1)(1,=5,-3) (25,3) €) (2, =5, 3) 
10. a) 2,0) (b) (0, —5) ll. a) (72,1,0) b)(-2,0,3) c)(0,1,3) 
Ss La | pa -3V43 -4 T1W2 -vV2 
20 (PELI y o (0 
2 2 2 2 2 2 

V3-2 1+243 
a 1-2, AAA 


) d) (4,3) 





EE ) b) (0,1,2W42) c) (-1, -2,2) 
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l 0 0 1/2 0 -vV3/2 VZ “Y3/2 0 
ft ay lo 1/2 V3/2 b) 0 1 0 o lk=v372 112.0 
0 -V3/2 1/2 vV3/2 0 1/2 0 Di 1 


A 
- 2 





b) (-2V2,1,0) €) (1,2,2) 


lo. a) 


IS. a)| 0. 0 0] by] 0 42 0| co] 0 1.0 
0 0 1 e A 0.00 
V3/8 —V3/16 1/16 0. 0.0 dl E 
10. a) | 1/8 3/16 -vV3/16| b)|o -1  0| ec)| O 0 -1 
0 1/8 3/8 0. 0-1 It 0 0 
28, a) Si b) Si c) Si d) No 21: a) S1 b) No 
1.0 0Jfo o oo 0.0 
2. ajo o oljo 1 ollo 0.0 
o 0 ojjo o ojlo o 1 


] l 
(1 — cos 0) + cos 8 41 —cos 0) - —seng (1 — cos 0) —- —senó 
3l 3l ) WE al ) 3 


l | 
24. | 1 —cos 8) — 55008 1] —cos 0) + cos 8 X1 — cos 0) — 5 nO 26. 135% 28. c) 90” 


1 


] l 
1 — cos 8) —- —sené +1 —cosó8)— —senb0 El -—cosO0)+<c0s 0 
3l ) 3 3( ) A 3( ) 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 4.3 (Página 252) 


l. a) No es uno a uno b) Esunoauno  c) Esunoauno  d) Es uno a uno 
e) Es uno a uno y) Esunoauno  g) Es unoa uno 


t- 
p 
xr 


g 4 2 -3 . 
> 1 : No es uno a uno b) ; : Es uno a uno 


-1 3 2 O AS 
c) 2 0 4l|;Noesunoauno d) | 2 5 3|; Es uno a uno 
Il 3106 105 


3. Por ejemplo, el vector (1, 3) no está en el dominio. 


4. Por ejemplo, el vector (1, 6, 2) no está en el dominio. 


A A A A A A RTS 
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5. a) Es uno a uno; | T7w,, w,) = ($x, — 3x2, 3x, +3x,)  D) No es uno a uno 


NES | 
ale aj 
co colo 


sol 


c) Es uno a uno, 6 


l T"Kw,, w,) =(—x,, -x1) d) No es uno a uno 
—2 4 


2. 31:77 (w,, ws, w) = (0, — 2x2 + 4x3, —X1 + 2x0) — 3x3, —x1 + 3x2 — 5x3) 


6. a) Esuno a uno; 


E 
L 
[ 


u 
9) 
AS 


1 E 
5 H O a e 
14 14 14 | > lo 2» "3 2 > 14 , 7 
id 1 1 
7 7 7 
e o 
] : el [—3x,- 3x2 + 1lx; A —X1 FX) — 

c) Es uno a uno; 3) 3-5 |:T7 (w,,w,,w)= A E a JE 
Lo 44 

d) No es uno a uno 

7. a) Reflexión con respecto al eje x, b) Rotación por el ángulo — 7/4. 
c) Contracción por un factor de 3 ' d) Reflexión con respecto al plano yz. 


e) Dilatación por un factor de 5. 


8. a) Lineal b) No lineal c) Lineal d) Lineal 
9. a) Lineal b) No lineal c) Lineal d) No lineal 
10. a) Lineal b) No lineal 11. a) Lineal b) No lineal 


0 


12. a) Para una reflexión con respecto al eje y. 7(e,) = | | y T(e,)= Ú 
0 


-1 0 
Por tanto, r=| 0 sl 


] 


b) Para una reflexión con respecto al plano xz. T(e,) =| 0 |, 7(e,) = , y Te)=/0]. 
0 0 1 
1 0 0 
Por tanto, T=|0 —1 01. 
0 O 1 
c) Para una proyección ortogonal sobre el eje x. T(e,) = p | y Tez) = M . Por tanto, 7 = . 3 
0 [0 0 
d) Para una proyección ortogonal sobre el plano z. T(e,)=| 0 |, 7(e,)=]| 1 |, y T(e)=|0]. 
0 0 ] 


0.00 
Por tanto, T=|0 1 0]. 


0.0 1 
e) Para una rotación en un ángulo positivo 8, T(e,) = cos j y Tes) = | —sen 6 
sen 


cosg -—sen d 


Por tanto, T= 
send cos Q 
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k 0 0 k 
f) Para una dilatación por un factork= 1, T(e,) =| 0 |, 7(e,) =]| k |, 7(e,) =] 0 ]. Por tanto, T=| 0 
0 0 k 0 
eo a a e 
e NN , e, = A . 
. a ? iS E 0 or tanto, sb 
b) 7(e,) dl Tíe,) . Por tanto, T = , 
= e,) = or 
ci E dd = 0 
0 | 0 0 
c) T(e,) = 3 y Te,))= 0 . Por tanto, 7 = 30 
5 0 0 5 0 0 
a) T(e,)=|0|, Te) =| —=5 |, y Tles)=|0|. Portanto, T=|0 —$ 0]. 
0 0 2 0. 0. 4 
l 0 1.0.0 
b) T(e,)=|0]|,7(e,)=|0]|, y 7(e3)=[ 0]. Por tanto, T=|0 0 0 
0 0 0 0.0.0 
=l 0 0 0 0 
c) T(e,) = 01,e)=|-1|, y 7(e,) = O |. Por tanto, T = 0 ==] Ol. 
0 0 =1. 0 O —1 
— 1 3 0 
a) T(e,)= 2|,7 1e,)=|1 |, y 7,4ez) = Zola 
4 5 a 
2 0 
b) Ti(e, + e, +€3)=7,(e,) + T,(e,) + Tyes)=]/5 c) Ti(7ez) = 7T (e) = 14 
6 —21 


a) Transformación lineal de R?=>R?  b) Transformación lineal de R?—= R? 


11 3 V3 1-53 15- 3 
úl (3) ls 6) Ñ CAE E 


a] a] ama” 


e 
DO» Oo O Os 


O += O 


> O O 


21). 


23: 


0 
c) A= 2; todos los vectores en R? son eigenvectores  d)A4=1;|0 





a) Si (b) No 
cos286  sen208 ; 1+5V3 vV3-5 
) sen29  —cos 20 2. * SD 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 5.1 (Página 263) 


1. 


Z. 


13. 


No es un espacio vectorial. No se cumple el axioma 8. 


No es un espacio vectorial. No se cumple el axioma 10. 


. No es un espacio vectorial. No se cumplen los axiomas 9 y 10. 

. El conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones dadas. 

. El conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones dadas. 

. No es un espacio vectorial. No se cumplen los axiomas $ y 6. 

. El conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones dadas. 

. No es un espacio vectorial. No se cumplen los axiomas 7 y 8. 

. No es un espacio vectorial. No se cumplen los axiomas 1, 4, 5 y 6. 
. El conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones dadas. 

. El conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones dadas. 


. El conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones dadas. 


El conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones dadas. 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 5.2 (Página 274) 


l. 


6. 


de 


a), C) 2 b) 3. a),b), d) 4. b),d), e) S. a), b) 
a) Recta, x = Y tb z2=1 

b) Recta, x=2t,y=1t,z2=0 

c) El origen 


d) El origen 
e) Recta; x= —3t, y = —2t,2=1 
f) Plano; x —3y+z=0 


a), b), d) 
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8. a) (-9, -7, -15)= —2u + v-2w 9. a) -9-7x-15x= —2p, + p> — 2p» 
b) (6, 11, 6) = 4u— 5vy + w b)6+11x + 6x? = 4p, — 5p, +Pp, 
c) (0, 0, 0) = Ou + Ov + 0w c) 0=0p, +0p, + Op, 
d) (7, 8,9) =0u — 2v + 3w d) 7 + 8x + 9x? = 0p, — 2p» + 3p, 

11. a) Los vectores generan. bj) Los vectores no generan. 12. a), c), e) 13. No 
c) Los vectores no generan. d) Los vectores generan. 


14. a), b), d) 13. y=z 16. x=31 y = —2t, 2 = 5t, donde -o<f< +0w 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 5.3 (Página 285) 


1. a) u, es un múltiplo escalar de u,.  b) Por el teorema 5.1.3, los vectores son linealmente independientes. 
c) p, es un múltiplo escalar de p,,  d) B es un múltiplo escalar de A. 
2. d) 3. Ninguno 4. d) 


5. a) No están en un plano. 6. a) No están en la misma recta. 
b) Están en un plano. b) No están en la misma recta. 
c) Están en la misma recta. 


: == 4 3 e 3 = 2 Es 1 zal: 
To D) V; =%V2— 7V3, V2= 3V1 + 2V3, V3= —3V1 +3) 8. A=-3,A=1 


17.*S1 y sólo si el vector es diferente de cero. 


18. a) Son linealmente independientes porque v,, Y, Y Y, no están en el mismo plano cuando se colocan con sus 


puntos iniciales en el origen. 
b) No son linealmente independientes porque v,, v, y vz están en el mismo plano cuando se colocan con sus 
puntos iniciales en el origen. 


19. a),d), e), f. 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 5.4 (Página 303) 


1. a) Una base para R” tiene dos vectores linealmente independientes. 
b) Una base para R? tiene tres vectores linealmente independientes. 
c) Una base para P, tiene tres vectores linealmente independientes. 
d) Una base para M,, tiene cuatro vectores linealmente independientes. 


2. a), b) 3. a), b) 4. c), d) 6. b) Dos vectores cualquiera v,, Va, v3 





| ie E _ b=a 
de a) (w)s => (3, e 7) b) (w)s == (25, 14) c) (w)s 14, > 


8. 1d WMs=(3,-2,1) b) (Ms=(-2,0, 1) 9. a) (mps=(4-3,1) b) (ps=(0,2, —1) 
10. (9s= (— 1,1, —1, 3) 11. Base: (1, 0, 1); dimensión = 1 
12. Base: (— E, —4, 1, 0), (0,— 1, 0, 1); dimensión = 2 
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13. Base: (4, 1,0, 0), (-— 3,0, 1, 0), (1, 0, 0, 1); dimensión = 3 
14. Base: (3, 1, 0), (— 1, 0, 1); dimensión = 2 15. No es base; dimensión = Ú 


16. Base: (4, —5, 1); dimensión = 1 17. a 6,1,0,(-3,0,1) b) (1,1,0), (0,0, 1) 
o) Q-1,14) d) (1,1,0),(0,1, 1) 


18. a) tridimensional “b) bidimensional Cc) unidimensional 19. tridimensional 
20. a) [v1, V2, e) 0 (Vr, V2,€2)  D) [V,, Va, ej 0 ([V¡, Vz, 230 (Vr, Va, €34 
21. ¡E Va, €, e3; o (va, va» €, eq) O. Ív1, va, e, €4) 


26. a) Una respuesta posible es (—1 +x-—2x?, 3 + 3x +6x*, 9). 
b) Una respuesta posible es (1 + x, x%, - 2 + 2x7). 
c) Una respuesta posible es (1 + x — 3x7). 


27. a) (0,12) b)(1,0) c)(-1,V2) d) (a—b, V2b) 


Z l | 2 
28. a) (2,0) db) (S 5) c) (0,1) d) (= a, b - 7) 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 5.5 (Página 319) 


2 =Í 0 1 
1, r, = (2, =1,:0, D, r=6, ÓN 1) rz3 = (1, 4, 2, 7); Cc; = 3 , lo = 5 , ly = 7 » ly = e: 
] 4 7 7 
a : A 4 0 —] —-13 
2. a) 1 Me +21, le b) -213|+3| 6l+s| 2]|= 23 
0 El 4 17 
—3 6 2 25 
5 —4 0 13 2 ] Pos —19 
c) —1 +2 +5 = d) 3 +0 +(-5 = 
E A 
1 8 3 30 


- 1 5 2 -1 l 
cd) 19|-3| 3[+|1[=f 1] gd) f0|=] 1 +6-D/ 1|++|-1 
l l =1 0 ==] =1 | 


Juanma 
== lo 
ll 
| 
hn 
[eS 
pa 
O — O 
+ 
w 
| 
—] 
Mo No 
+ 
Lh 


N QQ — 
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e 
HO milo E) mm. 
A | 
+ 
E ol 


So ia == O 


Fo Yi — O 
¡A | 
ta 
+ 
EE 


ho nl O O 
A 
PS 
ya 


a 3 0 0), P> 


b) r, =[1 


23])r¿=[0 0 0 1), 


-3 0]),r,=[0 0 1 


[0 1 


_— 
e 


2 4 5Lr, 


ec) r, =[1 


ea 
pu 
O 
O 
O 
Laad 
Hl 
+ 
fu 
== 
as 
| 
al. 
O 
= | 
Dm o 
1l | 
tr; 
e 
pS ' 
+ 
2) 
«+ " 
AS 
pu 
| 
o Ll m2 
a] 
1 [Í 
ON mm 
Ta 2) 
A AA, 
WA 
N == O O 
AAA 
— 
! 
a] 
2 
oy ” 
Sa ADS a 
a 
l ll 
a o 
OS 
"o 


aa in de ainia 
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8. a) (1, =1, 3), (0, l, - 19) b) (1, 0, —+) c) (1, 4, S; 2), (0, Ls 1,4 
d) (1,4, 5,6,9),(0,1,1,1,2) e) (1, -3,2, 2, 1), (0, 1, 2, 0, —1), (0, 0, 1, 0, —- $) 


) 1 — Z 
1 — 1 $ 1 4 E le: 0 3 6 
9. a) |5]|,| -4 b) [4 c) 21,[ 1 d) al 0 e) 21, 1-31j-2 
7] L-6 0 1113 3p|76 0 
S : —2 9 


10. a) (1, - 1,3), (5, -4,-4) b)(Q,0,-1) c) (1,4, 5, 2), (2, 1, 3, 0) 
d) (1, 4,5, 6, 9), (3, -2,1,4, —1) (e) (1, -3,2,2, 1), (0, 3, 6,0, -3), (2, —3, -2,4, 4) 


ll. a) (1,1, —4, —3), (0, 1, —5, —2), (0, 0, 1, —3 12. a) (v1) V235V3= 2V1 + Va, Va= —2V, + Y 
b) (1, —1, 2, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, —$) DI ÁV1) V3j5 2 = 2V 1, V4= VI + Vs 
c) (1, l, O, 0), (0, l, l, 1), (0, 0, 1, 1), (0, O, 0, 1) c) Vi» Ya, Vas; dd 2v, Vas Vs E Y] st 3v) as 2v4 


0.0.0 
14. b)|0 10 
0.0 1 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 5.6 (Página 333) 
1. Rango (4) = Rango (AL) =2. 
2. a) Nulidad = 1, rango = 2; n= 3. b) Nulidad = 2, rango = 1; n= 3. 
c) Nulidad = 2, rango = 2; n= 4. d) Nulidad = 3, rango = 2; 1 =S. 
e) Nulidad = 2, rango = 3 n =S. 
3. a) 2;1 b)1;2 Cj22  “AJZoD 593.2 
4. a) 3, 
e) 2: 


> 


50,0 b) diZ2Z 733 
3.7 


3 13 ) 
2d 104043 g) 
5. a) Rango = 4, nulidad = 0 b) Rango = 3, nulidad = 2 c) Rango = 3, nulidad = 0 
6. Rango = mín(m, n), nulidad = n — mín(m, n) 


7. a) Sí,0 8. a) Nulidad = 0, número de parámetros = O 
b) No b) Nulidad = 1, número de parámetros = 1 
0) 51,2 c) Nulidad = 2, número de parámetros = 2 
d) Si, 7 d) Nulidad = 7, número de parámetros = 7 
e) No e) Nulidad = 7, número de parámetros = 7 
b) Sí, 4 f) Nulidad = 4, número de parámetros = 4 
g) Sí, 0 g) Nulidad = 0, número de parámetros = 0 


9, b,=r,b,=s,b,=4s — 3r,b¿=2r—s,b¿=8s — Tr 


12. a) Rango (4) = 1 si £= 1; rango (4) = 2 si t= —2; rango (4) =3 sit=1,-2 
b) Rango (4) = 2 si £= 1, 3/2; rango (4) =3 si1 X 1,32 
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13. El rangoes2sir=2ys=l 


EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS DEL CAPÍTULO 5 (Página 335) 


1. a) Todo R* 2. Una recta que pasa por el origen: s = —2 
b) Plano: 2x — 3y+z=0 Un plano que pasa por el origen: s = l 
c) Recta: x=2f,y=1,z2=0 Sólo el origen: s 4 l, —2 
d) El origen: (0, 0, 0) Todo R?: ningún valor de s 


3. a) a(4,1,1)+6(0,-1,2)  b)(a+c)(3,-1,2)+b(1,4,D) 
e) a(2,3,0)+b(-1,0,4)+c(4, 1,1) 


5. a) v=(—1 +"), +6 -— P)v, + rvs; cualquier r 6. A debe ser invertible 18 
8. a) Rango = 2, nulidad = 1 9. a) Rango = 2, nulidad = | 

b) Rango = 2, nulidad = 2 b) Rango = 3, nulidad = 2 

c) Rango = 2, nulidad = n — 2 c) Rango = n + 1, nulidad = n 


E a io a o A 12. a)2 b)1l 02 d)3 13. 0,1,0 2 
EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 6.1 (Página 350) 


1. a)2 b)ll c)-13 d)-8 e)0 2. a)-2 b)62 2) -74 d)8 00 
3. 23 b)56 4. a)-29 b)-15 5 b)29 6 b)-42 


ol 


No 


9. a) No se cumple el axioma 4. b) No se cumplen los axiomas 2 y 3. Cc) Sí  d) No se cumple el axioma 4. 


10. a) VIO (b) W21 c)5V5 IL a)3V2 b)3V3 c)3V13 12. a) 17 b)5 
13. a) V74 (b)0  14,3V2 15. a) VIOS b)VW47 16. a) 8  b) -—113  c) 


17. a) V2,5V6,+V10 b) 26 


18. a) 7 += 











19. (u, v) =3u,V, + uv, 22. No se cumple el axioma 4. 27. a -—L bo 28. aj 0 


—40 
d) 3 e) 2V53  f) V388l 


b) 1 


RE AA ARO TO A AAN 
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EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 6.2 (Página 363) 


l. a) Sí b)No c) Sí  d)No e)No f) Sí 2. No 





19 
EN a) - b -+5 c) 0 4. a) 0 b) 0 6. a) 107 b) 0 
20 1 
ps a 
YU mm Y e 


7. a) Ortogonales b) Ortogonales 8. .a)k=-—3  b)k=-2,k=—3 
c) Ortogonales d) No son ortogonales 


9. +2(-34,44, -6,11)  M.y=-hk 13. ajx=ty=-2,2=-31 b)2x-5Sy+4z=0 


5 2 
3 -7 Lo 2 
14. a) (1,2, — 1,2), (0, 1, —3, 2); ; 15.23) 13116)! 
l 0 
1 1 1 
0 1 
- z l 21 |-1 
16 01 ' 4 ss] 1 =) 
16. a)[19| bl1|, jo] <) A LLL 0 0 
l op [1 Gi : 0 1 0 
0 0 1 


33. (u, v)= 3u,V; + ¿Uv 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 6.3 (Página 380) 
l. a), b)d) 2. b) 3. b)d) 4. bd) 5. a) 6. a) 


7. rl) o (> O, Al , (0, 1, 0) 
V53vV5) vs y5 Y2 "ROI Na) 


1 l l l 1 l l Z 
c) 8 A y == 0) , a as OT 
(= v3' ) Y2 /2 (5 V6 a) 


IV. NA. NO 


_—— Y, — — 3 1 en 1 
7 v; + TU V3 0) —7V1 + 63V2— 18V3 + 3Va 


3 
0 
ll. a) =(-2V2,5V2), 1wl=| nl b) (w)s = (0, —2, 1), [w]s= - ] 


1 





10. a) iv, +32iv2+áw3+ vw,  b) 


12. au=(-—)v=(Y,8) b) llull = Y, du, v) = VIT, (u, v)=3 
13. a u=(1,%, —-5,v=(0, -E,f,w=(-4, -Y4,%Y) b) Iv] = VI3, d(u, v) = 5V3, (w, v) = 13 


14. a) ljul| = V15, Iv — w)| =5, ]v + w]| = W105, (v, w)= 20 
b) llull = V2, [lv — w]] = 134, lv + w]| = VTT8, (v, w) = 21 


IS. b) u= —$v, — Ev, + Ov, + dv, 
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uy 


| l 3 1 
l6. a) la Fa) (F 75) b) (1, 0), (0, —1) 


1 1 l lo 1 to] 2 
o 7) 72) (vv 4%) 
7 2 Z 
b) (1, O, 0), (o, 5). (0. 7) 


2 Wi; =(-—$, pun 5), .=(É O, 2%) 22. wi; = (3%, 49, 125, w> = (45, —$, $5) 
23. w=(5-1410w=(41% -5 
e 1 8 
1. _2 2: 3 3 VaB4 [1 
IS 5 le v5 lo v2 3v2| .[|_2_1 3 
A, 3.0 v3y 3 VaB4 || 26 
a d e 2.7 234 
v2 3 3 V234 
l l 1 1 v2 3 3 
== az +GFlv2 v2  v2 A 
A , 0 2 219 vVI9 7) 
d)| 0 2 O al v2 3 ,. YA 3v2 
2 O A A A ME 
3  V6 v3 2 219  Vl9 3 VI 
vz  v3  v6 v6 vI9  vVI9 V19 


f) Las columnas no son linealmente independientes. 


29 LE 1) 
O a 6? 
212 


1 3 
IPN 73 77 
30. a) 1+x+4x?=13V2 y, +4V6 v, + £V10 v, 
V2 
bD) 27% == v1 $ 3 Ya c) 4+3x=4V2 v, + V6 v, 


31. v,=1, v,= V3Qx— 1), v,¿= V5(6x? — 6x1 + 1) 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 6.4 (Página 393) 
15 —-1 $Silx —1 


X 
O Jl bpl-1 22 30]|x 
O 5 30 45 13 


X3 


ll 
wo 
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2. a) 0; los vectores columna no son linealmente independientes. 
b) 0; los vectores columna no son linealmente independientes. 


y 8 
3. 0)x1=3)=$|3| Dx=%0o=-S3|-4% 
6 13 
21 
3 2 
3 6 
c) x= 12,x,= -3,x3=9; 9 d) x, = 14, x, = 30, x, = 26; 
0 4 
4. a) (É, E, $) b) E 4, — 9) 5, a) EZ, 5) b) (YE, —2, Y, $) 
6. (0, —1, 1,1) 
10.0 0.000 
al E e 8 a)j|0 0 0 b)|0 1 0 
. a , 
0.0 o 1 É 
0 0 1 0 0 1 
9. a) v,=(1,0, —S), v, =(0, 1, 3) 
36 É —$ 38Xo + 35Yo — 35Zo 15 
b) 3e 36 35 c) 38Xo + 35Yp + 35Zo d) 35 
—38 36 35 —$EXo + dEYo + 3Zo 
AS CÁ A 21Xo — 21Yo + 2120 
10. a) v,=(Q,-1,4) b) —á al —+ c) —HiXo + 2iYo — 21Zo 
A A % HiXo — É1Y0 + Zo 


P=ATAAT) A 


proa 
DN 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 6.5 (Página 408) 


¿ -% % 
2.| 0 io; 
2-4 8 
dE ple Y y OE 4 4 
1.0 v2 v2 ] 2 1 A 
A A 0 A E EA 
vV2 v2 E E, 1 4-6 8 
V3  V3 vV3 
= pS a 3 —(£ 3 qn 25 
5. 2) (95=6,-D),[w=|_7| 0) (Ms= (5%), [wls= |, 





h-— a 
c) (w)s = (a 2 2), [w]s = b=— a 
2 
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3 dl 
6. a) (v)s = (3, AL, 1), [v]s= + b) (v)s = (2, 0, D, [v]s = | | 
1 


] 


4 0 
7. a) (p)s = (4, Os 1), [p]s = E b) (p)s = (0, 2, = 1), on | 
l — | 
—] 
8. (Os= (1,1, —1, 3), 141, = E 9. a) w=(16,10,12) 'b q=3+4x? c) p=| 
3 


10. a) 


— 
| 
hh 
AN | 
2 
Na 
| 
| 
jo ja 
lo po 
L__—_——.] 
o 
A 
ras | 
z 
aora! 
[0] 
!| 
AA 
| 
UU UU) 
A 
Pee 
p 
| 
[>] 

li 
(a | 
| | 
al leo 
| 


po 
[ee] 


O Ni 


al 


O | 
(e 
Nr 

| 
| 

hh o 
| 

al Dior 

AAA 
€; 
xr 
p7 
LJ 
[o] 

H 


ala ja 


ty 
p 
dl 
l 1] A cs O RA 
| 
SS aj alo al 
| 
tu ju 
1 Jj  wol SE Ajos 
e | 
es colo els ele 


GÍA pin 


2.0 300 2 
Is. Dd) É % o | 4 d) A OA 


16. a) (4V2,-2V2) b)(-1vV2,3V2) 17. a) (—1+3V3,3+V3) b)(3- V3,5V3+1) 


18. 2) 4V2,3V2,5) b) (-3v2,$V2, —3) 
20. a) (-1,V2,-FV2) (b) (1, -¿v2, $V3) 


cosóé O —sen6 ] 0 0 
21. a 4A=| 0 l 0 b)4=|0 cosó sen0 Po 


senó9 0 cos O O —senó cos0 


SS +15 
eS 


232. a2+bi=3 26. a) Rotación b) Rotación 


27. a) Rotación seguida de una reflexión b) Rotación 


EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS DEL CAPÍTULO 6 (Página 412) 


2 dis 
1. a)(0,aa,0) conaX0 b) + EN 6. + AA 


TT 
L= TZ 0 8. No 11. b) 6 tiende a > 
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12. b) Las diagonales de un paralelogramo son perpendiculares si y sólo si los lados del paralelogramo tienen la 


misma longitud. 


2 1 


a=0,b= —-—=,C= —=; no son únicos 
16. 6 


e 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 7.1 (Página 423) 


a) 12-214-3=0 b) 22-824 +16=0 e) 22-12=0 
d)12+3=0 e) 22=0 1) 2-24+1=0 


a) A=3,4=-1 b)4=4 c) A= VI2, 4= - V12 
d) No hay eigenvalores reales e) 4=0 f A=1 


1 
a) Base para el eligenespacio correspondiente a A=3: e , 


0 
base para el eigenespacio correspondiente a A4=—1: É 


3 
b) Base para el eigenespacio correspondiente a 1=4: M 


3 
c) Base para el eigenespacio correspondiente a 4= V12:] * 12 , 
l 
eS 
base para el eigenespacio correspondiente a 4¿= - V12: y 12 
] 
d) No hay eigenespacios. e) Base para el eigenespacio correspondiente a 4=0: Al A 
f) Base para el eigenespacio correspondiente a ¿= 1: o) M 
1 
. a) 44-642 + 114-6=0 b) 12?-24=0 
0) 244812 +14+8=0 d) 14-22-2-2=0 
e) 12-61 + 124-8=0 1) 44-21? -— 151+36=0 


. aj4=1,4=2,4=3 b)24=0,4=V2,14=-vV2 c)4=-38 


d)4=2 e4=2 f4=-44=3 


0 —-1 — 1] 
. a) A=1l: base | 1 |;1=2: base 11:14 = 3: base 1 
0 1 1 
3, H15 + 5V2) H15 — 5$V2) 
b) 4=0: base | 3 |;4= V2: base | (1 +22) |;1= —V2: base | K—1- 22) 
l l 1 
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E 1 a 
6 3 3 
c) A= —8: base | —¿ d) 4=2: base | 5 e) 4=2: base | —-3 
l 1 1 
-2 5 
f) A= —4: base É1:14=3: base] —2 
l l 
7. a) A-IPA+2DA+D=0 b) A-944+3)=0 
8. a) A4=1,4=-24=-1 b)2=4 
0 Z — 1] 2 5 
0 3 0 1 1 
9. a) A= 1: base y :A= —2; base ¡A = — 1: base b) A = 4: base 
0 ] 1 1 0 
1 0 0 0 0 
10. a) 4=-1L,4=5 b)4=3,4=74=1 0) A=-h24=1,4=$ 
ll. 21=1,4=55,4=512,4=0 
2 Pel 2 
12. Para 4%, 4= 1, —1; base para A=1:.| 1|,| 0 |; base para A= —1:| —1 
0 1 1 
MB. ajy=x y y=2x b) No hay rectas c) y=0 14. aj-5 b)7 
1 ] l 
22. a) 4 =1:|0|:4,=3:|34[:4,=3: | 1 
l 0 ] 
l 1 1 
b) Ai += =Z 0 ¡A)= 1 E sA¿3=0 1 
l 0 1 
1 ] 1 
ce) 4,=3:|0|;4,=4:|31:4,=5: | 1 
1 0 1 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 7.2 (Página 435) 
L: 1203 


2. a)4=3,4=5 


b) Para A = 3, el rango de 37 — A es 1 y la nulidad es 2. Para A = 5, el rango de 5/ — A es 2 y la nulidad es 2. 
c) 4 es diagonalizable, ya que los eigenespacios producen un total de tres vectores básicos. 


3. No es diagonizable 4. No es diagonizable 
5. No es diagonizable 6. No es diagonizable 


7. No es diagonizable 
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dorm 

[o] 

Ar 

Il 
— == O 
Oo 
— .. O 

S 

0 

“o 

! 
O - o 
NN O o 

mad. 

rel. 

Y 

'l 
— O bm 
O - 
Oo a —- 

ki 

0 

"y 

l 
O O 64 
O uvY O 
N SO O 


1.100 
1.0.0 00 A a 
15. P=| O 1 Ol; P7l4P= 0.0 16. No es diagonizable 17. P= dee A : 
1.01 0 1 br 
=2 a 0 ' a -1 10237 -—2047 
prap=l % 7 y a 1. | e Loa 19.| 0 1 0 
A O 10245 —2048 
0. 0. 0.3 
1.0.0 1.0.0 1-2 38 lo -2 38 
20. ajo 1 o| bjjo 1 0| eo -1 0l| dao -1 0 
0.0 1 0 0 1 0. 0 -1 0. 0 -1 
1 1 1117 o 0714 3 g 
21. 4=PD"P"=|l2 0 -1llo 37 0 ll 0 -4 
ro -1 illo o 42 -3 4 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 7.3 (Página 441) 


l. a) 42-524=0;4= 0: unidimensional; 4 = 5: unidimensional 
b) 2? — 274 — 54 =0; A = 6: unidimensional; 4 = —3: bidimensional 
c) 47-31? =0; 1=3: unidimensional; A = 0: bidimensional 
d) 27 — 124? + 364 — 32 =0; 4=2: bidimensional; A = 8: unidimensional 
e) 14-81 =0;1=0: tridimensional; Á = 8: unidimensional 
1) 44-84? + 224? — 244 +9 = 0; 4= 1: bidimensional; 
A = 3: bidimensional 


e 2 M3 
v  v2 4 y v7 

2. , POAP= 5] 3 P= Ya yen P-4P= 3 0 
rr 1 0 2 V3 2 o 10 
vw 2 TN 


2 1 
A 2 0 25 0 0 
Ss v5 70 Ñ A 
4. P= ; : prrap | 4 5. .-| 0 1 04; Pl4P=1 0 -3 0 
7 a ¿g O £ 0 O —S50 
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a A hd E 
vV2 2  Y6 Ya v2  vy2 
| ] | 2 0 0 : 
O AL LIi= -= 0 8 Sl 
0 a NL NEZ 
Y  v2 3 V6 
0 0 ] 0 0 0 
E: E MY 90. 1.0.0 
4. Eo 0.0 05 0 0 0 
? £ (1 0 0 25 0 0 
IPS >" O 0, y]. l4P= 
0 0 -¿ 2 0 O -—25 0 
0 0 2 4 0 0 0 25 
e 
E aa 2 va 
9 5/0 
10. , 12. b) 0. 10 
A e 
vw vV2 


EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS DEL CAPÍTULO 7 (Página 442) 


1. b) La transformación rota un ángulo € los vectores; por consiguiente, si O < 0 < xx, entonces ningún vector 
diferente de cero es transformado en un vector en la misma dirección o en dirección opuesta. 


1.1.0 
o 15 30 75 150 
2. 4=k con multiplicidad 3. 3. c)|0 2 1 9, 4 1= a 
s 10 25 50 
0.0 3 
Ll 3 3 3. -8 6 
. [1375 750 < | 1875 3750 Ñ ; 
A*= A 10 4=|3 -—8 6l. 4=]| 6 -15 10 
125 250 625 1250 
6 —15 10 10 -24 15 
0 0 0-1 
1 0. 0. 2 So E 
12. b) 15. |-1 -4 -—i 16 a) 18 b) —1 
0 | 0 —1 A o 
0 0 a SS 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 8.1 (Página 458) 


2. No lineal 4. Lineal 5, Lineal 6. Lineal 

. Lineal 8. a) Lineal b) No lineal 

4. a) Lineal b) No lineal 10. a) No lineal b) Lineal 

1 TU) Rda BR 1. 304 (35, 18) 

13. Tte, 2) =H3x, — 2, — 9, — 4x2, 51, + 10: TQ, -3)= 6, -% -% 

e Te) == ARPA APRA MASAS =9, —1) 


16. 
17. 
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. T(%,, x2, x3) =(—41x, + 9x, + 24x3, 14x, — 3x2 — 8x3); 77, 13, 7) = (-2, 3) 


a) Dominio: 
b) Dominio: 
c) Dominio: 
d) Dominio: 


a) Dominio: 
b) Dominio: 


T(Qv, — 3v, + 4v,) =(—10, —7, 6) 


R?; espacio imagen: 
:la recta y = 3x; (7,9 Tx, y) = (4x — 12y, 3x — 9y) 
R?; espacio imagen: 
R?; espacio imagen: 


R?; espacio imagen 


R?; espacio imagen 
R?, espacio imagen 


R?; (T, 9 Tr, y) = Qx — 3y, 2x + 3y) 
R?; (T,e TG, y) = Qu + 3y, x — 2y) 
the line x = 0; (7,9 7,)J(x, y) = (0, 2x) 


¡o R? (Te T¿9 TJ, y) = Bx — 2), x) 
: la recta y =3x; (7, e T, o T,)(x, y) = (4y, 6y) 


a)a+d  b)(T,>T,X4) no existe porque 7,(4) no es una matriz 2 X 2. 


(Te TPC) = Po); (E) > Tp) = px) 
. TV) =3v 22. (T,*T,Na, + a,x + azx?) = (a, + a, + a7)x + (a, + 2a,)x? + ax? 


b) No lineal 


b) (BD, x2) = (6x, — 3x,,3x, + 3x,) 
b) (7, E TG, y) > By, 4x); (T, E PIO, y) = (y, 2x) 


29. a)4 b).8415 c)1l 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 8.2 (Página 466) 


10. 


11. 


a), Cc) 2. a) 


3. a), b), c) 


c) No existe base. 


ju 


4. 2) 5. b) 6. c) 7.3) H 0 


; 4 1 +0 x 
a) A by 12111 ]-4] 0) |x 
6 0 9 y? 
1] fo 4 
a) 151,11 b) 12 |  ¿) Rango (7) = 2; nulidad (7) = 1 
di 1 1 
1 3] [Po 
a 12 bol | 1] c) Rango (7)= 1; nulidad (7) =2 
0 1 0 


pe] 
Nr 
| 
pal A 
O 
pa 
— O 
Lema) 
SS 
Sar 
lo] 
O a ha -.. 
| 
- O lo e 


== O O O 


c) Rango (7) = 2; nulidad (7) = 2 


. | 0 c) Rango (7) = 3; nulidad (7) = 2 
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14. a) Rango: Plano xz; espacio nulo; eje y 15. ker(T) = (04 RD) = Y 


16. 


18. 


b) Rango: Plano yz; espacio nulo; eje x 
c) Rango: Plano y = x;, espacio nulo; la recta x= —1f,x=1,2=0 


a) Nulidad (7) = 2 b) Nulidad (7) = 4 17. Nulidad (7) = 0; Rango (7) = 6 
c) Nulidad (7) = 3 d) Nulidad (7) = 1 


a) Dimensión = Nulidad (7) = 3 
b) No. Para que Ax = b sea consistente para todo b en R?, se debe tener R(T) = R?. Pero R(T) 4% R', ya que 
rango (7) = dim R(T) = 4 


. 4) x= y=-—tz23=t -o<p(<+0wo0 b) 14x-— 8y-—52=0 


. ker(D) consta de todos los polinomios constantes. 26. ker(J) consta de todos los polinomios de la forma kx. 


. keríD o D) consta de todas las funciones de la forma ax + b. 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 8.3 (Página 475) 


Bn 


10. 


8 
a) ker(T) = (03; Tesunoauno. —b) ker(7) = El 4 h T no es uno a uno. 


c) ker(7) = (0); Tesunoauno. —d) ker(T) = (0); 7 es uno a uno. 


0 
| 1 
e) ter) = (e; ||: Tmoesunoa uno ) ker(T) =4k 1 | +; T no es uno a uno. 
— ] 
Xy x¡ — 2x, : x 19X, — 16, 
2] = —1 a aa 
a) T 5d me Moa b) T no tiene inversa. c) T ls pa dit, 
Xx; Ha + a X; dx, — du +, 
a) Tno tiene inversa. db) 7 '|x»|=| $ +%0+% e) T"'lxl=| —3x, + 3x,+3x, 
X3 HD FDO X3 dx, +) — 32 
X1 TE IA 
d) TT! lx b=l-2x, — 2x,+x, 4. a) No es uno a uno b) No es uno a uno c) Uno a uno 
X3 —4x; HN LX 
—]1 
a) ker(T) = El A] b) T no es uno a uno porque ker(T) +4 (0). 
a) ker(T) = (0)  b) 7 es uno a uno por el teorema 8.3.2. 
a) T es uno a uno. b) T no es uno a uno. c) T no es uno a uno. d) T no es uno a uno. 
a) Tesunoauno.  b) 7 esunoauno. 9. No. A no es invertible. 
a) FTnoesunoauno. —b) 7 Ux,,x2, XX 2) = An Xp 19 Mp2 +02 11) 


a do E E A LAA AA 


» : Í , sg.o .—2.2...>2 b be] , Xx $ 2... Xy X , X , Xx . o». +»>s Xy 


12. b) 77 y) = Gx + 3y, 2 — 3)); 13. D) 7 Up) 0) T> pod) = px — 1); 


Ty Mx, y) = Ex + $), 3x = 5Y); A x 
(Te T,) 7, y) = (Óx — Toy, 10x + y) Ea ] 
(Te T,) (p00) =p == 


IS. 23 (1,-D d)771Q,3)=2+x 


b 
17. a) Tnoesunoauno.  b)Tesunoauno. T”' Ñ A 
ce d b d 


b d-=b 
c) Tes uno a uno. 77! Ú e = | 20. J no es uno a uno porque J(x) = Ja). 
Cc PRE a 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 8.4 (Página 490) 


0.000 
L.-=1] ] 
10.0 l ] 0 Z  l 
1. Ss 
a) id 2. a) E _) al 3. a)|jo0 1 Z 4. a) É 0 
0 0 ] 
0.0 1 
0.0 l —3 3 l 1 1 
5. a) | -2 1 6. a) | —1 >) 3 7. a) j0 2 4 b) 3 + 10x + 16x? 
33 0 3 -3 0 0 4 
0 0 0 
l -—3 9 
8 b) —11x + 73? — y 
a) 0 Lo-6 ) LETRAS 
0 ] 


l 3 3 = 
9. a) [Mv )ls = 3 ero A b) T(v,) = MESA he 
Xi 12 1 Xx 19 
ral) lil o Ls] 
3 =2 ] 0 
10. a) | amore | lino 2 emo > ] 
—3 0 7 1 
11 — 42 —56 —13 
b) Tv )=| S|,7(w,)= | | T(v,) = | dl Tlv4) = | 0 
22 — 10 17 2 


MU PR e RN 
XxX 

OT []=] * -39 -9 Ñ dl 37 
, 66 -60 -9 91 ]| 12 
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1 3 -17 
11. a) [Av )l¿=/2 |,[Mv,)J=| 0]|,[T(v3)a=| 5 
6 -2 4 


bj Tiw,) =16+51x + 19x?, Tv,) = -6-—5x +5x?, T(v,) = 7 + 40x + 15x? 


c) T(ay + ax + ayx?) - 2909 — lóta, + 28%, | 20lap - lla + 2007 ólas 3la E 10727 > 


24 8 
d) TU +x?%) = 22 + 56x + 14x? 


— O O 


l 1 ¡A 0 
12. a) [BT la = 12 4|,[B] =/0 2 41,71 5=]/ 1 
O 4 0 0 4 0 
0 0 0.000 
6 30.0 
13. a) [TT ly ¿> 0 0 115, 0.3.0 ¡[71 1g- 5 = 
O —9 0 0 3 
0.00 1 
b) [T,9T =[T7,1y+ [7] 16 E 
INE EU ANA "lo 100 
0.0.1.0 
0 1.0 0 —3 E 
17. a)¡j0 O 2 b) 0 o — c) —6 + 48x 
0.000 0 0 0 
0 0 0 0.00 2 1.0 
18. a) | 0 O —] bj0 1 0 c10 2: 2 
0 1 0 0.0 2 00 2 


lí 2 4 —E 5 
1. [T ]p = 0 ai [TP 14 = e A 2 [7], = 18 en 


E QS 

vo  v2 11492 1142 
3. [7], = ( ¿[71 = , á 

a  v 142 1142 

1 | 1.4. 3 

0 1 01,[7l+=|-1 -2 -9 5. [715 

] 0 7 1 | 8 


0 5 0 
0 :' [7 ]g SS F E 7, [7 ], = 


6. [7], = 


Bi salto 


SO 


AS 
a) 


= 


12 


b) [BT le ¿ = BAT, le 3 


o io 
| 


PO RP NRO PRO NL OS O A A E A AA 


PRI a br > Ende cdt Con Dei 
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1.1.1 1-1 
024 6 8 
8. a) det(T) = 17 10. a)[T]¿=|0 O 4 12 24|, donde B es la base normal b) Tes uno a uno. 
b) det(7)= 0 0 0 0 8 32| de P,; rango(T) = 5 y nulidad 
c) det(7)= 1 0.0.0 0 16l| (m=0, 
ci 1 l 
11. yu 5 b) u; = 3 vn pp 3 + V21 
Z 2 
—1 l =1 - 1 l el 
12. a) u¡= 1 wm5=|0|,u=| —1 b) u, = 1(,u=|0|,u,=| —1 
0 1 ] 0 1 l 
l 0 =1 
cpu =|21,u5=]|1]|,u3= 0 
l 0 
13. a) 4=-4,4=3  b) Base para el eigenespacio correspondiente a A= —4: —24+3x +x?; 


base para el eigenespacio correspondiente a 4=3: 5 —2x +x? 


14. a 4=1,4=-24=-]1 


: 0 0 2 3 
b) Base para el eigenespacio correspondiente a A= 1: y . 





O 1 1.0 
| Si 1 30 
base para el eigenespacio correspondiente a A= —2: a 
, 2 1 
base para el eigenespacio correspondiente a A=—1: : A 
3+5V3 V3+5 
18. b) EE E 


EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS DEL CAPÍTULO 8 (Página 508) 


1. No. T(X, + x2) = A(x, + x2) + B% (Ax, + B) + (4x, + B) = T(x,) + T(x2), y si cx 1, entonces 
T(cx) = cCAx + BX c(Ax + B) = cT(x). 


2 b)4r= e prose 
sen n0 cosnó 


5. a) 71(e3) y dos cualquiera de 7(e,), T(e,), y T(e,) constituye una base para el rango; (—1, 1, 0, 1) 
es una base para el kernel. 


b) Rango = 3 nulidad = 1 


6. a) (-5-B,D, b)(1,0,0) y (-2,1,0) 
7. a) Rango (7) = 2 y nulidad (T)=2  b) T no es uno a uno. 


SNE A a e PA A AA Lc ad 
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10.00 
11. Rango = 3, nulidad =1 13. e 
0.1100 
0.000 1 
14. a) Vi 2u; + UY —u, EE u) E uz, Yz = 3u, + 4u, + 2u, 
b) u, = —2v, — 2v, + Y3, 0) = Sv, + 4v, — 2v,, 3 = —7y, — 5v, + 3v, 
-4 0 9 l  —1 1 
15. [7], = IO -—2 17. [7],=]|0 1 0 
O 1 1 1 O —1 


19 bx e 








2 
20. al 6l| d)-312+3 e) 
12 
0.1.0.0 0 0.0.0 0 
0.0.1.0 0 1.0.0 0 
1 
0.0.0 1 0 0 3 0 0 
24 | | 25. lo o + 0 
0.0.0.0 1 
0.0.0.0 0 0.00 
n+1 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 9.1 (Página 520) 


l. a) y =ce*-2cje* by=0 2, ajyp= cie*—-3c0e7* by=-—qe"+ He” 
Y =Cc 0% + ce” y, =0 y, = 2c,e% + 2c,e ”* y. = —¿e” — e * 
3. a) y = —ce”+ce* b) y, = e” — 2e* 4. y,  =(c, + c,)e” + cye* 
y, =c,e* + 2c,e” — ce?” y, = e* — 2e% + 2e* 1 — ee + 0,0% 
y, = 2c,e” — ce Y3 — —2e*% + 2e% Y3 NN (€ + ce 


5. y=ce"+ce 6 y=ce* +ce”+ce* 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 9.2 (Página 531) 


0 -1 0 1.0 0 0 
> >; 2 » | 0 2 ds p o ds b 1 


e cr ir TD ll ANA ll MC LU A RIERA RC dE O FERIA A PAIN LINEA AIRE ARENAS. 
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a) (-1,-2) (0) (-2,—1) (0) (2,0) (d) (0,1) 


2. 
0.0 1 0.0 -1.00 
3. ajj0 1  0[ bj|0 -1  0| c)| 0 1.0 
0 0 —1 0 0.1 0 0 1 
41 3(01dL-D D(1-1D 0)(-11D 
0 -1 0 0-0 0.0 1 
5, a)|1 0 0[ bjf0 0 —1| cy] 0 1.0 
0 0 1 0. 1 0 -1.00 


6. a) Rectángulo con vértices en (0, 0), (1, 0), (1, —2), (0, -2). 


de 


12. 


1.0 1.0 O —1 O 1 1 v3 —1 
13 b 4 E P : o |, >| les o o b) e 6+3vV3 


1 
V2  v2 O -1 10 0 1 20 2 

ds 4 pl ' | o | 0 al ol, ¿ My 
v2Q 


b) Rectángulo con vértices en (0, 0), (— 1, 0), (— 1, 2), (0, 2). 
c) Rectángulo con vértices en (0, 0), (1, 0), (1,5 ), (0, +). 
d) Cuadrado con vértices en (0, 0), (Q, 0), Q, 2), (0, 2). 

e) Paralelogramo con vértices en (0, 0), (1, 0), (7, 2), (6, 2). 
f) Paralelogramo con vértices en (0, 0), (1, —2), (1, 0), (0, 2). 


Rectángulo con vértices en (0, 0), (—3, 0), (0, 1), (73, 1) 


— 


3/7 a 


1 0 l -2 1.0 6 0 
. a) D 4 b) . i 10. » |, 7 » [$ ¿ 


11. a) Expansión por un factor 3 en la dirección x.  b) Expansión por un factor —$ en la dirección y. 


c) Deslizamiento cortante por un factor 4 en la dirección x. 


a) h 0 h 0 . expansión en la dirección y por un factor de 3, luego expansión en la dirección x por un 


1/0 


factor de 2 


y por un factor de 2 


dirección x por un factor de 4, luego reflexión con respecto a y = x 


factor de 4 


16. 16y- 11x-3=0 17. a) y=% b)y=x c)y=ix os 


18. 


1 


0 


9 0 0 1 0 1 0 
| 0 á 19. b) No. A noes invertible. 22, 0 1 b)JO0 1 0 c)|1 0 0 
100 0 0 1 


b 0 . | ; Oblongamiento en la dirección x por un factor de 4, luego oblongamiento en la dirección 
O 1||4 O]|[1 0 y o ) 
r ollo 1llo ->2 ; expansión en la dirección y por un factor de —2, luego expansión en la 


1 0Op1  O[|1. —3 dl 
lt | , oblongamiento en la dirección x por un factor de —3, luego expansión en la 
4 1j11 18]j]0 1 A : a 
dirección y por un factor de 18, luego oblongamiento en la dirección y por un 


AS 


A E RO, 
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1.0 
23. a)|0 1 £ b) dirección xz: 
0 0 1 


SS O 


k 0 
Il 0 [:dirección yz: 
k 1 


1.0 

k 1 

k 0 
l 0 ] ] +] 
A A A 
l 0 | 
d) 4= Ll e) A= 1H f) (0 entero impar múltiplo de ma =1|,| 


1 0 
(9 entero par múltiplo de mm) A= 1: IB | 


(6 no múltiplo entero de 7r) no hay elgenvalores 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 9.3 (Página 542) 


l.y=i+%x  2y=3i+éx 3. y=2+5x-3x%  —4. p=-5+3x-4x*+2x* 
8. y=4—.2x+.2x% six = 12, entonces y = 30.4 ($30.4 miles ) 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 9.4 (Página 550) 











2x sen3. 
l. a) A +7)-2senx—sen2x  b) A en - al 
z 


4m 
2. a ámi+4cos x+c0s 2x +8c0s 3x — 4rrsenx — 271 sen2x — | sen 3x 





cos kx =, senáx 1 1 3-e 
+ 2d A BL 
id 20 nea al ó 2e—2 





4. a) (4e-— 10)+(18 — 6e)x  b) O ekter 12 5. a) = b) 1= a 8. e sento) 
Le k= 1 
EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 9.5 (Página 558) 


l. a), c). e), g), h) 


[30 [a -3 [s 3 Lp 00 
Za y 4=| e 94! $ 9 4=|; y d) A LS 4 


9. 3 -4 1-5 3 0 44 

3. aj4=| 3 -1 3| b|-¿2 1 0| c4=|3 0 3 

-4 5 4 2 10 2 0 

vaa AS 

d4a=| v2 o 0 DS O is. > 
-443 0 -vV3 


=) 
4. a) 2x7 +5y?—6xy b)7xf+5x,x, 0) 1?-3y?4 52" 


O 
vta 
| 
pr 


e ES O A A O A A A IAN AAA NIRO A AAA RR 
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d) —2x7+ 3x2 + 7x,x, +x1X3 + 12x,x3 €) 2x,X7 + 2x,X3 + 2x,X4 + 2x2x3 + 2x2X4 + 2X3X4 


5. a) valor máximo = 5 at +(1, 0); valor mínimo = — 1 en +(0, 1) 
b) valor máximo = JUSESVO en + (== ==] : 
> V20+6V10 V20+06vV10 
a A (5 ——] 
valor mínimo = ME en + DE a 7 
c) valor máximo = LEAN ¡HA ==): 
2 V20+6V10 V20+6vV10 
7- V10 1 3+V10 ] 
valor mínimo = O ent == a 70 Vo 1 TO 


7 1 ne ] l 1 ) 

4ximo =-en+ — |; valor mínimo == ent | —=, =-— 

d) valor máximo Mi 7 a > 7 

l 4X1 =4en + e A ormínimo = —20n= | - En >) 

6. a) valor máximo = 4en + JE , valo E 37 VEN 


Lo 1 | | l l 
4X1 eS AT) A valor minimo = 00m =—, =— 
b) valor máximo en e 2) TEVE 


| l 1 
c) valor máximo =4enx+ ij —, 0, : valor mínimo =2en+ (E 0, 3) + (0, 1, 0) 
E V2 2 Ya)” 


7. b) 9. a) 


11. a) Positiva definida. *" b) Negativa definida. c) Positiva semidefinida. 
d) Negativa semidefinida. e) Indefinida. f) Indefinida. 

12. a) Indefinida. b) Indefinida. c) Positiva definida. d) Indefinida. 
e) Positiva y negativa semidefinida. f) Positiva definida. 


13. c) No. T(kx) 4 kT(x), a menos de que k= 1. 
14. a)k>4 b)k>2 e) -4VI5<k<ivT5 














NN 
Cil) CÍ Cas “ec 
15. 40% 2 as 2, 
CiCh  C2lp C3Cy 5 
1 - 1 -1 -1 
n nn—1) nn—1) n(n — 1) 
+] 1 == 1 mi ==] 
16. a) 4=| n(n— 1) n nn — 1) nn — 1) b) Positiva semidefinida 











nn—1) nn—-1) nn—1) N n 
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EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 9.6 (Página 572) 


1 l 1 2 
l. a) mn - e le ta b) Be ls VS lore 
va y 5 v3 
E 
X] v2 72 Y: z z 
c) E ' Dilo 
Y y 


v17-4 AA 4 


a PA 8V17 de Ñ al + VID» + 4 VID» 


V34-8V17 VW34+8V17 





X1 3 3 5 Y] 
2. a)la|=|-38 3 3ll y [:91+72+ 4y3 
Xy 3 —$ 3 Y3 
Xy 3 3 3 y] 
Dixl=1 3 3 ¿ll ml: i+4y3+y7 
_2 2 sl 
3 3 311 3 
e A, E 
vV14 vV6  vV21 
Y] 
pa 2 1 
e Me 293 7y5 
: , va Ya Va papa” 
E A 
vI4 v6  v2i 
3 1 _1 
vl10 v20  v20 
a Lo 3 ES 
e A Or O y 
d) |x |= TO 20 VR y2 |; W10y5 10y3 
Xy 3 
E $ 
vw v2 


3. a) 2x?-3xy+4y? b)x*—xy c)5Sxy d) 4x?-2y? e) y? 


2 4 
4. a) E H b) 


ESE | 
na 
Ni 
[A 
o 
Nur 
CL” 
pe 
O nu 
OA | 
a. 
sr 
Tn | 
O + 
| 
LN O 
Lao) 
Ñ/ 
ia | 
o O 
— 0 
PS | 


A IIA 19 Lo 


Cl 
—3 4 
0 3 
ote ay ollo]or: 


5. a) [x | 


4 0||x 
d) [x sl: Ed 


0 0]|| x 
+[7 -8]| |-5=0 
se oo 
6. a) Elipse b) Elipse c) Hipérbola  d) Hipérbola 
f) Parábola  g) Parábola h) Parábola 1) Parábola 
7. a) 9x'? + 4y? = 36, elipse b) x'? — 16y? = 
c) y? =8x', parábola d) x? + a 


e) 18y? — 12x'2=419, hipérbola  f) y' = 


$8. a) Hipérbola; ecuaciones posibles son 
3x1? —-2y?+8=0, -2x'2+3y2+8=0 


dE -7 | 5 +7-0 b) [Lx 1 ' 
yy |, Ñ 22] 4 


[7-0 


e) Circunferencia 
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Aedes 


3) Circunferencia 


16, hipérbola 
16, circunferencia 
2, parábola 


b) Parábola; ecuaciones posibles son 
2V2x? + 9x' — 7y' =0,2W2y? + 7x' +9y =0 


242y? —7x' — 9y' =0, 2V2x'? — 9x' +7y'=0 


c) Elipse; ecuaciones posibles son 
7x1? + 3y?=9, 3x7? + 7y?=9 


9. 2x"2 + y"2= 6, elipse 10. 13y”? — 4x”? = 81, hipérbola 11. 2x"?-— 
12. 6x"* + 11y”? = 66, elipse 13. 4y"* — x"? =0, hipérbola 
15. a) Dos rectas que se cortan, y =xyv= —x. 
c) La gráfica es el simple punto (0, 0). 
e) La gráfica consta de dos rectas paralelas ——- —— y= +2. 
vaya 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 9.7 (Página 578) 


l. a) x?+2y?-— 2? +4xy -— 5yz 


C) xy + xz + yz d) x? + y? — 2? 


e) 32? + 3x2 f) 22? + 2xz + y? 
1.2 0 E <= o 4 
2. a)|2 2 —3¿l|  b) 1 0 2 c)13 0 
A a 203 sE 
0.03 0.0 1 
slo o ol slo 10 
3.03 1.02 
1 2 O lx e 
3. ajlx y z2]|2 2 —¿lly|+[7 O 2] |y|-3 
O -3 —I]llz z 


3 
by [x y 2] 1 0 

3 

2 


Al rs cb A a A Di ans Sue 


d) Hipérbola; ecuaciones posibles son 


Ay”? = y”? qe 3, 4y'? A x'? pan 3 


3y”” = 24, hipérbola 


14. V29x'? — 3y' = 0, parábola 


b) No existe gráfica. 
d) La gráfica es la recta y = x. 


b) 3x2 + 72? + 2xy — 3x2 + 4yz 


2 1 
3| dy [o 
0 0 


f) La gráfica es el punto (1, 2). 


0 0 
1 0 
oO —1 
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0 3 3l[x ] 0 olx 
c)[x y z11|3 0 ¿lly|-1=0 d[x y z]10 l 0Olv]|-7=0 
3 3 0Ollz 0 O —i]llz 
0 0 ¿lx Xx 
e) [lx y 2]|0 O Olly|+[0 —14 0] [y|+9=0 
3.0 3J]lz 2 
0 0 1fix Xx 
Dx y z]|0 1 Ofly[+[2 -—1 3] |y|=0 
LO 22 á 


4. a) Elipsoide. 
b) Hiperboloide de un manto. 
c) Hiperboloide de dos mantos. 
d) Cono elíptico. 
e) Paraboloide elíptico. 
f) Paraboloide hiperbólico 
g) Esfera. 


5. a) 9x?+ 36y”? + 42? = 36, elipsoide. 
b) 6x? + 3y'? — 22? = 18, hiperboloide de un manto. 
e) 3x% - 3y? — 22 = 3, hiperboloide de dos mantos. 
d) 4x? + 9y? — z? =0, cono elíptico. 
e) x?+ 16y? — 167 =0, paraboloide elíptico. 
1) 71? — 3y? + 2'=0, paraboloide hiperbólico. 
g) 12+ y?+7?=25, esfera. 


6. a) 25x? — 3y? — 507” — 150 =0, hiperboloide de dos mantos. 
b) 21? + 2y? + 82? — 5 =0, elipsoide. 


e) 9x?+ 4y? — 36z' = 0, paraboloide elíptico. 
d) x* — y? +2 =0, paraboloide hiperbólico. 


7. 124 y? — 272? = —1, hiperboloide de dos mantos. 8. 12 + y"2 +22"? = 4, elipsoide. 


9. 11 — y 242" =0), paraboloide hiperbólico. 10. 6x”? + 4y"? — 8 2 2" =0, paraboloide elíptico. 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 9.8 (Página 587) 


2. Multiplicaciones: (k — 1)n?; adiciones: (k — 11? — n?). 


EXACTO 


1. Multiplicaciones: mpn; adiciones: mpín — 1). 


3. 


333,832,500 
334,333,000 


Resolver Ax = b por eliminación de Gauss 333,832,500 
334,333,000 


998,001,000 
1,000,000,000 


999,000,000 
1,001,000,000 


332,833,500 
333,333,999 


+: 33,316,633 x 10* 
Xx: 33,366,733 x 101 





cación cal lartratriio NG as 
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Tiempo de 
ejecución 


Tiempo de | Tiempo de 
ejecución ejecución ejecución 


(s) (s) 
a Ax = b por eliminación de Gauss- 836 


Tiempo de 











EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 9.9 (Página 597) 





l. x1=2x=1l Z: 1 =20=La==>3 
3 x,=3x=-—I 4. x1,=4x,=-1 
S. xy =-—1),x=1,x=6 6. x,=1l,x=-2,x3=1l 
dx=>1x=!1x=0 8 x=-1x=lx=l 
7 x=->-3,0=1lx=2x=l 1. 1, =2,x,=-1,x=0,x,=0 
de «ab 
2 0 01/1 a e E l Olla b 
11 a) 4Á= Lu = =2 1 0 0 0 ] 13. b) b e c 0 ad — be 
2 1 1410 0 0 á y 
l 0/12 O 0]!1 5 —3 
b) A=£DU=|-1 1 OO 1 OJO 0 | 
Il 1 10 O 10 0 0 
lO 0]7[2 E: 
ec) A=L£L,U,=| -1 1 0]J10 0 ] 
Il 1 1410 0 0 


ni n ni Sn ] d 
14. Adiciones: — +7 — —; multiplicaciones: a 
3 2 6 3 3 
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EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 10.1 (Página 607) 


1. (a—d) 












11 


2 


Zo AJA) 1) (=9,.0)7 232) dYu0, 35) 3. ax=-2y= 
4. a)5+3í b) -3-Ti c)4-8i d) -4-5i e) 19+14; f) - 
a LT e 
6. a) y 
AS E OL 
a pra 223 
la =3 +: 
$ 
XA 
2 =2-= 3 
e a) y 
LE EA 
8. a)k,=-5,k,=3 9. a)zi2m=3+3i,2i= -92i= —2i 
Pal b) 2,2,=26, 22 = —20+ 481,23 = 5 - 121 
co) 222=Y-izi=4-3+41),22= -6- 3 
10. a) 9-8i b) -63+16i e) -32-24i d)22+19 11. 76- 88i 


13, 


-26+ 18 14. —=1-=1li 158 -B+i 16. (2+ V2)+41- V2) 


3 


$7 
2 


¿ 


b)x=2, y=1 








12. 26 — 181 


17. 


0 18, —24í 
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1+6i -3+ 7i 3-2 6+Si 3+3i 2+5i]  ¡9+ 16 12+2i 
19. a) ) En. 


3+8i  3+12i 3=Si 13+31 9=si Bd ¡1824 13+ i 


154187 BA E | | 
6+2i —11+19 61 + 3 

20 al + 1 0 a »”] 2 
TOR ma list E E 


2211 2 + 10: 


dl -5-4i  6- 8i 22. ajz=-1+i mit. Y, 23. D)¡ 
SR el de 
EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 10.2 (Página 614) 
1. 2a)2-7 b)-3+5i c)-Si 2. al b)7 0)5 
d) i e) —9 10 d)vV2 e)8 fJ0 
4. a) 25-31 b)3+3si 08-31 d) —-5+31 e)5-1 2 


5. a) -i b +25 c)7i 6. a)é+%i b) -¿+ti 0Oé+% di+ti 7. +3 





19. a) —-y .b)-x c)y d)x 20. b) —i 23. a) Hrtz Y yy b) ta | 
X2+FY2 > x2 + Y2 

27. C<) Sí, en caso de que z % 0. 28. x1=ix= —i 29. x1=1l1+¿x=1-i 

30. x1=3+5x=2x=%-i 


31. Xy =1,x,=0,x, = —| 32. Xi = —(1 + 1), x,=1 33. Xi = (1 + D, Xx, = 21 
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Si ij 2 o 1 
34. x= -(1-D%£x)=-itx=t 35. a) ] b) | | 
a 1 


=i -—2-2 —1+15 == 1+ ii l 
38. a) 1 2 — ¡ b)|-7+6 5-i 1+41 
¡ ¡ l 1+2i  —i | 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 10.3 (Página 627) 


l. aj O b)m/2 c) ="w/2 d)m/4 e) 2m/3 f) —m/4 2. a) 5m/3 b) —"m/3 c) 5m/3 


3. a) 2 E (2) + isen( 7) | b) 4[cos Tr + i serrr] 
c) 5v2| os (5) + ise 2) | d) 12| cs (22) + isen(27) | 
e) >| cos 27) + 150 32) f) 4 cos -2) + isen( -2)| 
4. a) 6|0o (5) + 63) b) 2 co (2) + is E) | 
E s ea + ¡sen A ds cos [7 + ¿sen la) 
E A e o 12 9 12 12 


5. 1 6. a) -64 b)-i c) -64V3-64í d) — 





b) 
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tunas 
¡—] 


Alo(5)+(5)J02[oa(%) +) 


ll. 2) +2, +2 b) (+2), +(2-25) 
12. Las raíces son+(2*/* + 21%), +(2/? — 21%) y la factorización es 
A+ 8= (2-2 4 29/2) - (22 + 25/4z + 23/2), 


13. z gira 90% en el sentido de las manecillas del reloj 14. a) 16 b) ra 


15. a) Re(2)= —3,Im(G)=0 b) Re(z) = — 3, Im(2) =0 
c) Re(z)=0, Im()= —V2  d) Re(z)= —3,Im(z) =0 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 10.4 (Página 634) 


1. a) (31, —i, -2-—i, 4) bd) (3 +21, —1-2i, -3+5i, —i) 2. (2+5,0, -3+i, -41) 
0) (-1-21,2,2-i,-1) d)(-3+9i,3-3i, -3- 61, 12 + 31) 
e) (-3+21,3, -3-31,1) f) (1-51, 31,4, —5) 


3. c=-2-—ic,=0,c4=2-i 5. a) V2 b)2V3 c) V10 d) v37 


6. 2 VE b) VIO+ VB c) VIO+VÍ0 d) VES 0) (2,2. 0) D1 
8. Todo |k|al que + 9. a3 b)2-27 c) —-S-10 


10. El conjunto es un espacio vectorial bajo las operaciones dadas. 


11. No es un espacio vectorial. No se cumple el axioma 6; es decir, el conjunto no es cerrado bajo la multiplicación 


escalar. (Por ejemplo, multiplicar por 1). 


12, No, R” no es cerrado bajo la multiplicación escalar. (Multiplicar un vector diferente de cero de R” por ¡.) 


13. a) 14. b) 15. a) d) 16. a), db), d) 


17. 23) G-2)u+G-iv+(1+2)w b)Q+iu+(—1+v+(-1-iw 
c) Ou + Oy + 0w d) (5 — 4)u + (S + 20)v + (Q + 4i)w 


18. a) Si b) No c) Yes d) No 19. a), b), c) 


20. a) u,=iu,  b) Tres vectores en un espacio bidimensional c) A es un múltiplo escalar de B. 
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21. b), c) 22. f— 3g-3h=0 23. a) Tres vectores en un espacio bidimensional 24. a), b) 
b) Dos vectores en un espacio tridimensional 


25. a), b), c), d) 26. (— 1 — í, 1); dimensión = 1 27. (1, 1 — ¿); dimensión = 1 
28. (3 + 6, — 34, 1); dimensión = 1 29. (31, -3,1,0), (—4, 21, 0, 1); dimensión = 2 


EJERCICIOS DE LA SECCIÓN 10.5 (Página 642) 


2. a)-12 b)0 c)2i d)37 4. a) -4+5 b)0 c)4-4i d)42 


5. a) No se cumple el axioma 4. b) No se cumple el. axioma 4. c) No se cumplen los axiomas 2 y 3. 
d) No se cumplen los axiomas 1 y 4. e) Este es un producto interior. 


6 =9=31 7. No se cumplen los axiomas 1 y 4. 


9. a) V21 b)V10 ce) V1I0 d)0 10 a) vV10 b)2 c)V5 d)0 
11. a) V2 b)2V43 c)5 d)0 12. a)3V10 b)vVI4 13. a) VIO b)2VS5 


14. 22 b)2V2 15. a)2V3 b)2V2 16. a) 7V2 b)2V3 17. a) —3í b) Paraninguno 
18. a), b), c) 20. b) 21. b), c) 


ES (E 3 21 4), (-- 2 1 >) 
. v2' , "A > V6 "Y6 V6 » v2T at y21' 21 , YT vT VT NT 

¡ | 
24. a) v, = (E - q (E =— b) y, =(6, 0), va =(0, — 1) 


og id ii 2i 
25. a) y, = a a ro == e a A 
) Y (E 3 2) j 2 2 ) , 6 Vv6 7) 


TE. ==zp 
b) y, = (3, 0, 0), y, =1 0, ==, ==]. v3= 





0 (2 AN A ¡o 24 2) 
VVS) Av30. v30 v30. ) AvI0 v10 v10. V10) AVIS VAS 15 VI5 
27 0 ( h2),> (E A) 

v3 v3 15 V15 vi15 


Sii Si 9 ¡9 19 9 
IO ERES A E 
ió 4” 2 : 44 2) y dá 0% qn 


E A le 1 aa 
1. a) A 0 b) a S +7 : c) 0 d) 41) a 


2. b,d)e  3.k=3+5,l=im=2-4i 4. a), b) 


O O ep | 
| S|- 
Ni” Ni Nn 


7 


j 
l t 
EA CS | 
| ( 


AAA 


Ni= ni= N 


| 


pap | Ñ 
0 2 
0 
11 1 
V3 |: P-l4P=l0 
EN 0 
v3 
EA 

v2 

e y PI4p= 

2 

1 

2 


SO 


[amo 


Oo .€n Oo 


N 
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c)41= bar 


K1-iv3) 
H1+V30 101 +vV30) 


| 
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13. A=2+1V15; no, porque Á contiene elementos complejos. 


0 id me 
14. E Ñ es una posibilidad. 


EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS DEL CAPÍTULO 10 (Página 657) 


7 1 
3. | 1 | » es una posibilidad. 5, 4=1,0,u*(=u) 10. b) Dimensión = 2 


oli 


e e AA MA 





Adición de vectores, 150, 205, 257-258 
627 : 
Adjunta, 135-136 | 
Ángulo de rotación, 228 
Ángulo entre vectores, 114, 536 
Ángulos directores, 174 
Anticonmutativa, 609 
Aplicaciones, 513-579 
a formas cuadráticas, 551-578 
a ecuaciones diferenciales, 513-519 
a problemas de aproximación, 
543-549 
a series de Fourier, 546-549 
Aproximación por mínimos cuadrados, 
384-393, 535-543, 545-546 
Arbol de permutaciones, 108-109 
Área de un paralelogramo, 180 
Arg z, 618 
Argumento, 618 
principal, 618 
Argumento principal, 618 
Argumento principal, 618. 
Axioma de aditividad, 552, 339 
Axioma de homogeniedad, 339 
Axioma de simetría, 239, 638 
Axiomas: 
para espacios con producto interior, 
339, 631 
para un espacio vectorial, 259-260 


Base, 290, 291 
cambio de, 398-400 


coordenadas relativas a una, 290, 
399 

normal, 246, 291, 292, 294 
Base estándar: 

para Min, 295 

para O”, 628 

para Pn, 294 

para R?, 292 

para R”, 292 
Base normal de Pn, 294 
Base ortogonal, 368 
Base ortonormal, 367-377 


Cl— ,+ ),268, 630 
Ca, b], 268, 630 
Cambio de base, 399-401 
Cauchy, Augustin Louis, 208 
Cero: 
matriz, 64 
subespacio, 266 
transformación, 448 
vector, 150, 205 
Cerrado bajo la adición, 266 
Cerrado bajo la multiplicación escalar, 
266 
Circunferencia unitaria, 343 
C,, 132 
O% 628 
base normal de, 628 
Cociente de números complejos, 611- 
614 
Codominio, 218 


ÍNDICE 


Coefícientes, 50 
Coeficientes de Fourier, 548 
Columna: 
de una matriz, 47 
espacio, 307 
vector, 306 
Combinación lineal, 50, 270, 627 
Complemento ortogonal, 359, 360 
Componente: 
a lo largo de un vector, 169-173 
ortogonal a una subespacio, 372-373 
ortogonal a un vector, 169-170 
de un vector, 152, 155, 185 
Compresión, 523-524 
Condición inicial, $14 
Cónica imaginaria, 573 
Cónica no degenerada, 564 
Conjugada transpuesta, 547 
Conjugado, 77 
propiedades del, 614-615, 626 
Conjunto ortogonal, 367 
Conjunto ortonormal (de vectores), 367, 
Cono elíptico, 575 
Contracción (operador), 230, 448 
Coordenada (s): 
de un punto, 154 
de un vector, 399 
ejes de, 154-155 
independiente de las, 685 
matriz de, 399 
planos de, 154 
Cosenos directores, 174 
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Cramer, Gabriel, 140 


De Moivre, Abraham, 622 
Desarrollo por cofactores, 131-135 
Descomposición de un vector, 169 
Descomposición LU, 589-598 
Descomposición OR, 377-380 
teorema de, 378 
Descomposición triangular, véase 
descomposición LU 
Desigualdad de Cauchy 355, 366, 645 
Desigualdad de Cauchy-Schwarz, 208, 
354, 645 
Det, 112 
Desigualdad de Schwarz, véase 
desigualdad de Cauchy-Schwarz 
Desigualdad del triángulo, 209 
Desviación, 544 
Determinante (función): 
de un operador lineal, 499 
de una matriz 2 Xx 2, 111-112 
de una matriz 3 Xx 3, 111-112 
definición, 111 
derivada de, 146-147 
desarrollo por cofactores de, 132 
Diagonal principal, 49 
Diagonalizable, 426 
ortogonalmente, 58 
unitariamente, 649 
Diagonalización ortogonal, 437 
Diferencia de vectores, 37 
Dilatación, 230, 406 
Dimensión, 292, 298 
Dirac, Paul Adrien Maurice, 609 
Distancia: 
en un espacio vectorial complejo con 
producto interior, 639 
entre puntos, véase Distancia entre 
vectores 
entre planos paralelos, 196-199 
entre rectas paralelas, 196-199 
entre un punto y una recta, 173 
entre un punto y un plano, 196-199 
entre vectores, 206-207, 
341-342 
Distancia euclidiana, 207, 80 
División de números complejos, 611- 
613 
Dominio, 2138 


Ecuación característica, 127, 416, 649 
Ecuación cuadráticas: 
en x y y, 551-552 
enx, y y 2,574 
Ecuación diferencial, 513-519 
condición inicial para una, 514 
problema con valor inicial, 514 
solución general, 514 
solución particular, 514 
Ecuación lineal, 21 
solución de una, 22 


Ecuaciones de dependencia, 319 
Ecuaciones de traslación, 157 
Ecuaciones normales, 387 
Ecuaciones paramétricas, 193-194 
Ecuaciones simétricas, 202 
Eigenespacio, 419-420, 502-503 
de un operador lineal, 502-503 
Eigenvalor, 127 248, 413, 502 
de un operador lineal, 502-503 
Eigenvalores complejos, 418-419, 601 
Eigenvector, 127, 248, 413, 502 
de un operador lineal, 502-503 
Eje de rotación, 228 
Eje imaginario, 603 
Eje regal, 603 
Elementos, 47 
Eliminación de Gauss-Jordan, 33-34, 
579, 
580, 586 
Eliminación gaussiana, 29-42, 142, 579, 
580, 586 
Elipse, 564 
Elipsoide, 575 
Equivalente por renglones, 80, 81 
Error cuadrático medio, 545 
Error por redondeo, 41 
Escalar, 47, 149 
Esfera unitaria, 343 
Espacio euclidiano » dimensional, 633 
Espacio generado, 272 
Espacio lineal generado, 272-273 
Espacio n euclidiano, 203-215 
complejo, 633 
Espacio vectorial complejo con producto 
interior, 632, 637 
Espacio nulo (kernel), 307 
Espacio renglón, 307 
Espacio unitario, 637 
Espacio(s) vectorial(es): 
axiomas de, 257-258 
base de, 290-295 
complejos, 2538, 601, 627-633 
de dimensión finita, 295-298 
de dimensión infinita, 295 
definición de, 258-259 
dimensión de, 298 
reales, 257-258, 601 
subespacio de un, 265 
Espacio vectorial con producto 
interior, 339 
distancia en un, 341-342, 639 
norma en un, 341-342, 639 
Espacio vectorial de dimensión finita, 
295-298 
Espacio vectorial real con producto 
interior, 339-340 
Espacios vectoriales complejos, 258, 
601, 
627-628 
Espacios vectoriales de dimensión 
infinita, 


295 
Espacios vectoriales generales, 257-337 
Expansión (o compresión), 522-523 


Fase hacia adelante, 580 
Fase hacia atrás, 580 
Forma cuadrática, 551-558 
indefinida, 557 
negativa definida, 557 
negativa semidefinida, 557 
positiva definida, 555 
positiva semidefinida, 557 
Forma cuadrática asociada, 551-552, 
563, 574 
Forma escalonada, 29-30, 33-34 
Forma escalonada reducida, 29-30, 
33-34, 124 
Forma general de un plano, 191 
Forma lineal, 551 
Forma polar, 617-618 
Fórmula de De Moivre, 622-623 
Fourier, Jean Baptiste Joseph, 548 
Función con valores complejos, 628-629 
integral de una, 639 
Función(es): 
con valores complejos, 628-629 
con valores vectoriales, 447 
continuas, 267 
determinante, 112 
dominio de una, 218 
iguales, 218 
valor de una, 32 


Invariante bajo semejanza, 499 
Inversa: 
de una matriz, 66-68, 85, 137-139 
de una matriz 2 X 2, 66, 68 
Inversión en una permutación, 109 
Inverso aditivo, véase Negativo de 
un vector 


Jordan, Wilhelm, 34 
Kernel, 461 


Lagrange, Joseph Louis, 176 
Ley conmutativa: 

para la adición, 62 

para la multiplicación, 62 
Ley de cancelación, 64 
Leyes asociativas, 62 
Leyes distributivas, 23 
Longitud euclidiana, 207, 633 
Longitud (norma) de un vector, 161, 
207, 

343, 633 


Mapeos, 2138, 240 
Mathematics Magazine, 34 
Matrices de Dirac, 609 
Matrices iguales, 22 





Matrices semejantes, 498-499 
Matriz acompañante, 444 
Matriz antisimétrica, 102 
Matriz aumentada, 25, 327 
Matriz cuadrada, 48 
Matriz de coeficientes, 56, 327 
Matriz de Househofder, 105 
Matriz de transición, 401 
Matriz diagonal, 94, 495 
Matriz diagonalizable ortogonalmente, 
437 
Matriz diagonalizable unitariamente, 
649 
Matriz elemental, 75-78 
Matriz hermitiana, 649-650 
Matriz identidad, 65 
Matriz (matrices): 
acompañante, 444 
anticonmutativa, 609 
aumentada, 25, 327 
antisimétrica, 102 
cero, 64 
columnas de una, 47 - 
con elementos complejos, 607 
conjugada transpuesta de una, 646 
cuadrada, 48 
de coeficientes, 56, 327 
de cofactores, 136-137 
de coordenadas, 287-291 
de Householder, 105 
de transformación, 218, 447 
de transición, 401 
de una transformación lineal, 481- 
496 
definición de, 24, 47 
diagonal, 666, 495 
diagonal principal de una, 49 
- diagonalizable, 426, 438, 649 
diagonalizable ortogonalmeente, 437 
diagonalizable unitariamente, 649 
diagonalizable ortogonalmente, 437 
diagonalizable unitariamente, 649 
elemental, 75-76 
elementos en una, 47 
equivalente por renglones, 80, 81 
espacio columna de una, 47 
espacio renglón de una, 307 
forma escalonada de una, 29-30, 
33-34 
forma escalonada reducida dé una, 
29-30, 33-34, 124 
hermitiana, 647, 649 
indefinida, 557 
identidad, 65 
igualdad de, 49 
inversa, 66-68, 85 
inversión de, 80 
invertible, 66-68, 85, 137-139 
multiplicación por un escalar de una, 
49-50 
negativa definida, 557 


negativa semidefinida, 557 
normal, 220-221 
notación para vectores, 212-213 
orden de una, 48 
ortogonal, 62 
positiva definida, 555 
positiva semidefinida, 555 
producto de, 49-50 
rango de una 323-324, 336 
renglones de una, 47 
semejante, 493-499 
simétrica, 97-98, 437 
suma de, 49 
sustracción de, 49 
tamaño de una, 47 
transpuesta de una, 57-58 
traza de una, 104 
triangular, 95 
triangular inferior, 95 
triangular superior, 95 
unitaria, 647-649 
1 Xx 1,47 
Matriz indefinida, 557 
Matriz invertible, 66-68, 85, 137-139 
Matriz normal, 220-221 
Matriz ortogonal, 395 
Matriz simétrica, 97-98, 437 
Matriz triangular, 95 
Matriz triangular inferior, 95 
Matriz triangular superior, 95 
Matriz unitaria, 647-648 
Medida euclidiana, 217 
Mejor aproximación, 384-385 ' 
Menor, 131 
M,, 131 
, 260 
Módulo, 610 
Muestra: 
media de la, 560 
variancia de la, 560 
Multiplicación por A (como una 
trasformación): 
definición), 220 
espacio nulo, 307 
recorrido, 461 
Multiplicación de números complejos, 
604, 609 
Multiplicación por bloques, 59 
Multiplicidad algebraica, 433 
Multiplicidad geométrica, 433 
Múltiplo escalar, 49-50, 204, 257-258, 
630 
n-ada ordenada, 203 


Negativa definida, 557 
Negativa semidefinida, 557 
Negativo: 
de un número complejo, 604 
de un vector, 151 
Nilpotente, 44 
Norma, 161, 207, 343, 633 
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Norma euclidiana, 207, 633 
Normal a un plano, 189-190 
Normalización de un vector, 367-368 
Nulidad de una transformación, 463-465 
Número complejo imaginario puro, 604 
Número(s) complejo(s), 238, 413-419, 
601-606 
argumento de, 618 
argumento principal de, 618 
conjugado de un, 610, 614-615 
división de, 611-613 
forma polar de, 617-618 
imaginario(s) puro(s), 604 
iguales, 604 
módulo de, 610 
multiplicación de, 604, 605 
negativo de, 604 
parte imaginaria de, 419, 602, 603 
parte real de, 603 
raíces de, 622-625 
suma de, 604-605 
sustracción de, 604 
valor absoluto de, 611 
Número imaginario, 602 
Números complejos iguales, 604 


Operador identidad, 222, 448 
Operador lineal, 219, 447 
determinante de un, 499 
matriz de un, 481-490 
Operador proyección, 225 
Operador rotacional, 228 
Operaciones (elementales) en los 
renglones, 26 
Operaciones inversas, 76-77 
Operaciones normales en R”, 205 
Operadores reflexión, 223 
Orden: 
de una matriz ddr 49 
de un polinomio trigonométrico, 546 
Origen, 153 


Par ordenado, 203-204 
Parábola, 565 
Paraboloide elíptico, 575 
Paralologramo, 181 
Parte imaginaria, 4138, 602, 603 
Parte real, 603 
Pase hacia adelante, 580 
Pase hacia atrás, 580 
Permutación, 108 
inversión en una, 109 
Permutación impar, 109 
Permutación par, 109 
Pesos, 333 
Pitágoras, teorema generalizado, 358 
Plano: 
ecuación general del, 191 
forma punto-normal, 190 
forma vectorial del, 193 
Plano complejo, 603 


714 / Índice 


Plano xy, 154 
Plano xz, 154 
Plano yz, 154 
Polinomio característico, 416, 649 
Polinomio mónico, 444 
Polinomio trigonométrico, 546 
orden de un, 546 
Polinomios de Legenbre, 334 
Polinomios de Legendre normalizados, 
384 
Posición normal, 564, 574 
Positiva definida, 555 
matriz, 555 
Positiva semidefinida, 557 
Principal, 21, 28 
Problema con valor inicial, 514 
Proceso de Gram-Schmidt, 375-376, 
440-441, 640-641 
Producto: 
de matrices, 49-50 
de matrices invertibles, 68 
de números complejos, 604, 605 
de un vector por un escalar, 
151-152, 204, 257-258 
Producto cruz de vectores, 
175-187 
Producto elemental, 110 
con signo, 111 
Producto elemental con signo, 111 
Producto interior: 
axiomas del, 339, 637 
euclidiano, 164, 205, 631 
Producto interior euclidiano, 164, 206, 
637-641 
como producto de matrices, 212-213 
ponderado, 272 
propiedades de, 164, 167-169, 631 
Producto interior euclidiano ponderado, 
340 
Producto punto, véase producto interior 
euclidiano 
Promedio aritmético (media), 341 
Proyección ortogonal, 169, 372 
operador, 225 
Punto inicial, 131, 149 
Punto-normal, 190 
Punto terminal, 149 
Puntos en A”, 203-205 


Raíces latentes, 127 
Raíz (de un número o complejo), 621- 
625 
Raíz n-ésima, 622-625 
Rango: 
de una matriz, 322-323, 336 
de una transformación, 462 
R3, 291 
base normal de, 291 
Recorrido, 461 
Recta: 


ecuaciones paramétricas de la, 37- 
194 

ecuaciones simétricas de la, 202 

forma vectorial de la, 195 
Reducción de Kronecker, 563 
Reducción de Lagrange, 563 
Reflexiones, 222-226 
Regla de Cramer, 139-142 
Regla de la mano derecha, 179 
Regla de la mano izquierda, 179 
R”, 292 

base normal de, 292 
Renglón, 47 
Retrosustitución hacia atrás, 36-38 
Rotación: 

de ejes, 404-407 

de vectores, 227-230 


Schmidt, Erharát, 376 
Schwarz, Hermann Amandus, 208 
Sección cónica (cónica), 563-572 
degenerada, 564, 573 
no degenerada, 564 
Sección cónica degenerada, 564, 573 
Series de Fourier, 546-549 
Sistema consistente, 38, 56, 90, 307 
Sistema de coordenadas derecho, 154, 
180 
Sistema de coordenadas rectangulares, 
154-155 
Sistema de ecuaciones lineales, 21-25 
consistente, 23, 38, 90, 307 
inconsistente, 23 
solución de un, 22 
Sistema homogéneo, 38-40, 269 
Sistema inconsistente, 23 
Sistema lineal, 22 
Sistema lineal indeterminado, 331 
Sistema lineal sobredeterminado, 331 
Sistema normal, 387 
Solución: 
conjunto, 23 
de un sistema, 22 
de una ecuación lineal, 23 
espacio, 269 
Solución general, 309, $13 
Solución trivial, 38 
Soluciones no triviales, 38 
Soluciones particulares, 309, 514 
Subespacio, 265, 628 
Submatrices principales, 556 
Submatriz, 32 
Suma: 
de cuadrados, 562 
de matrices, 50 
de números complejos, 604-605 
de vectores, 150, 205, 257-258 
Superficie cuádrica, 574-578 
Sustitución hacia adelante, 591 
Sustracción: 
de matrices, 49 


de números complejos, 604 
de vectores, 151, 205 


Tamaño de una matriz, 47 
Teorema alternativo de Fredholm, 509 
Teorema de Cayley-Hamilton, 443 
Teorema de la dimensión, 464 
Teorema de la mejor aproximación, 384 
Teorema de los ejes principales: 

para R?, 569-570 

para R?, 577 | 
Teorema de proyección, 372 
Teorema de Pitágoras generalizado, 358 
Términos del producto cruz, 552, 

565-568 

Transformación lineal, 220, 221 

matriz de una, 481-496 
Transformaciones inversas, 468-474 
Transpuesta, 401 

propiedades de la, 71 
Traza de una matriz, 104 
Triple producto escalar, 181 
Tripleta ordenada, 203 


Valor absoluto, 610 
Valores característicos, 127 
Valores propios, 127 
Variables libres, 30 
Variables principales, 30 
Vector(es), 149, 202, 203-337, 
627-646 | 
adición de, 150, 204, 257-258, 627 
ángulo entre, 164, 356 
cero, 150, 204 
combinación lineal de, 270, 627 
componente vectorial a lo largo de 
un, 170-173 
componente vectorial ortogonal a un, 
169-171 
columna, 306 
de coordenadas, 399 
definición de, 257-258 
descomposición de, 170 
diferencia de, 205 
destancia entre, 206-207, 341-342, 
633 
en O”, 628-633 
en R”, 203-215 
equivalentes, 150 
iguales, 150, 204 
imagen de un, 219 
inverso aditivo,de, véase vector(es), 
negativo de 
linealmente dependientes, 
j 277-279 
linealmente independientes, 
279-287, 628 
longitud de un, 161, 207, 
342, 633 
múltiplo escalar de un, 204, 
257-258, 630 


negativo de un, 151 

norma de un, 161, 207, 342, 633 
norma euclidiana de, 207, 633 
normalización de, 367-368 
ortogonal, 167-163, 357-359, 640 
ortonormal, 367, 640 

producto cruz de, 175-176 

punto inicial de un, 131, 149 
punto terminal de un, 149 
renglón, 306 


solución, 269-270 
unitario normal, 178-179 
Vectores equivalentes, 150 
Vectores iguales, 150, 204 
Vectores linealmente dependientes 
(conjunto de), 277-279 
Vectores geométricos, 149-152 
Vectores linealmente independientes 
(conjunto de), 277 
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Vectores normales unitarios, 
178-179 

Vectores ortogonales, 167-168, 
357-358, 640 

Vectores renglón, 306 


Wronskiano, 334 


Y uster, Thomas, 34 
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